Origami - von der Kunst und der Wissenschaft des Papierfaltens

NORBERT HUNGERBUHLER (ETH ZURICH)

Origami gehort zu den skalierbaren Themen des Mathematikunterrichts. Das heisst, die Beschéftigung mit dem Falten
von Papier hilt Aspekte vom Kindergartenniveau bis hin zu aktueller Forschung bereit. Dieser Text bietet einen kurzen
Uberblick iiber die Geschichte und die Anwendungen von Origami, iiber Origami-Geometrie und deren Axiomatik.
Gleichzeitig werden einige etwas speziellere mathematische Probleme im Zusammenhang mit Origami vorgestellt. Wir
gehen auch der Frage nach, wie die Mathematik beim Design der beeindruckenden Faltfiguren der Origamikiinstler hilft.

Origami ist viel mehr als nur ein Spiel fiir Kinderhénde.

1. Was ist Origami?

Origami ist ein Sammelbegriff fiir die vielfiltigen Aspekte des Faltens von Papier. Die folgende (unvoll-
stindige) Liste gibt einen groben Uberblick iiber die Gebiete:

Klassisches Origami: Aus einem quadratischen Stiick
Papier wird (ohne Verwendung von Schere oder Leim)
eine Figur gefaltet. Die Abbildung rechts zeigt eine Ta-
rantel von Robert Lang.

Modulares Origami: Das gefaltete Objekt setzt sich
aus mehreren Komponenten zusammen. Die Abbildung
rechts zeigt einen dreidimensionalen Stern aus ver-
schrinkten Tetraedern von Thomas Hull.

Rigid Origami: Beim industriellen Falten von Metall anstelle von Papier stellt sich die Frage, welche
Origami-Modelle starr (also ohne Verbiegen der Flichenstiicke) gefaltet und allenfalls wieder geoffnet
werden konnen.

Origami-Parkettierungen: Es werden regulire Parket-
tierungen der Ebene gefaltet. Die Abbildung rechts zeigt
Beispiele von Origami-Parkettierungen im Durchlicht.

Zweidimensionales Origami vs. dreidimensionales Origami: Hier geht es um die Untersuchung der
Unterschiede beim Falten von Figuren, die in die Ebene gefaltet werden kdnnen im Vergleich zu solchen,
welche dreidimensionale Objekte bilden.

Statisches vs. dynamisches Origami: Manche Origami-Figuren (eben die dynamischen) lassen sich
bewegen. So schldgt der bekannte Origami-Kranich mit den Fliigeln, wenn man ihn am Schwanz zieht.
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Origami als axiomatische Geometrie: Dabei wird untersucht, welche geometrischen Konstruktionen
ausfiihrbar sind, wenn man statt mit Zirkel und Lineal nur mit Faltungen Geometrie betreibt. Wir gehen
im Abschnitt 4 auf dieses Thema ein.

Origami-Design: Hier geht es um die Frage, wie man Figuren, wie etwa die oben erwihnte Tarantel,
falten kann. Wie die Mathematik bei der Beantwortung dieser Frage hilft, wird in Abschnitt 7 angespro-
chen.

2. Anwendungen

Origami ist ldngst nicht mehr nur eine amiisante Herausforde-
rung fiir die Fingerfertigkeit. Die Anwendungen der Falttech-
nik haben einen festen Platz in der Industrie. Typischerweise
wird diese Technik dort eingesetzt, wo grosse und sperrige Ob-
jekte etwa zum Transport klein gemacht werden miissen, ohne
dass man sie zerlegt. Ein Beispiel ist das rechts abgebildete
Miura Solar Panel, welches 1995 von Koryo Miura (Tokyo
University) erfunden wurde. Das Panel findet zusammengefal-
tet im Laderaum der Tragerrakete Platz und wird im Orbit mit
einer einzigen Bewegung entfaltet. Auch manche Strassenkar-
ten sind nach dieser Methode gefaltet: Man kann sie mit einem
einzigen Handgriff 6ffnen und schliessen. Das Faltschema ist
rechts ebenfalls angedeutet.

Ein weiteres Beispiel von Rigid Ori-
gami ist das vom Lawrence Liver-
more National Laboratory 2004
entwickelte Fresnel-Teleskop Eye-
glass, welches im Erdorbit statio-
niert werden soll. Die Abbildung
rechts zeigt den Origami-Forscher
Robert Lang vor einem Modell der
Linse (Foto Rod Hyde, LLNL). Er
hat die hier verwendete Falttechnik
entwickelt. Das Bild nebenan zeigt schematisch schrittweise den Vorgang des Entfaltens.

In der Medizin werden zur Behand-
lung von Arteriosklerose sogenann-
te Stents endoskopisch in vereng-
te Blutgefisse eingebracht, um sie
von innen zu stiitzen. Die Abbil-
dung rechts zeigt einen Origami-
Stent, der erst an Ort und Stelle in ei-
ner verengten Arterie entfaltet wird.
Es handelt sich dabei um den Pro-
totypen eines von Zhong You und
Kaori Kuribayashi-Shigetomi entwickelten Stents (Oxford, 2003). Der Grossenunterschied zwischen
dem ge- und dem entfalteten Zustand ist frappant (siehe Bild).
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Im Automobilbau kommen Origami-Techniken beim Design
von Knautschzonen und von Airbags zum Einsatz. Rechts ist
eine Computersimulation eines Airbags abgebildet (EASi En-
gineering, 1999). Airbags miissen sich in Sekundenbruchteilen
storungsfrei entfalten.

Im Maschinenbau werden hiufig pneumatische Bilge eingesetzt. Dabei wurde das unten links abgebilde-
te jahrhundertealte klassische Faltmuster verwendet, bis 1997 Nathan Kane, ein junger MIT-Student, die
Fachwelt mit einem optimierten Faltplan fiir Bilge iiberraschte: Die neuen patentierten Bélge lassen sich
weiter dehnen und weisen geringere Materialermiidung auf als die herkdmmlichen (siehe Bild rechts).

Gefaltete Mobel gibt es seit Walter Gropius 1919 in Weimar die berithmte Bauhausschule griindete. Vor
kurzem entwarfen drei tiroler Studenten einen Stuhl, der aus einer einzigen Platte gefaltet wird, nach dem
Vorbild der gefalteten Fliigel des Marienkéfers. Auch andere Insekten bedienen sich derartiger Falttech-
niken fiir ihre Fliigel, insbesondere auch beim Schliipfen aus der Puppe. Das Bild unten links zeigt den
bionischen Stuhl von Armin Steinkasserer, Martin Zimmermann und Alexander Masser (Fachhochschule
Kirnten). Hundert dieser Faltstiihle lassen sich auf einem Stapel von nur einem Meter Hohe lagern.

Auch die Verpackungsindustrie fiihrt uns, wenn wir nur einmal genau hinschauen, tagtéglich vor Au-
gen, was da alles gefaltet werden kann. Ein entsprechendes Beispiel wird noch im Abschnitt 8 betrachtet.

3. Geschichte

Etymologisch hat das Wort Origami seine Wurzeln im Japanischen: #7 0 4%, ori = falten, kami = Papier.
In Japan ist das Wort erst seit etwa 1880 im Gebrauch. Die Urspriinge der Faltkunst liegen jedoch viel
weiter in der Vergangenheit und lassen sich bis mindestens in die Edo Epoche (1603-1867) zuriickver-
folgen. Aber auch Spanien und Argentinien haben eine eigene Tradition der Faltkunst. Dort wird das
Wort Papiroflexia verwendet.



In Deutschland hat Friedrich Frobel (1782-1852), der Erfinder des
Kindergartens, Origami in seinem Curriculum fiir die Kinder veran-
kert. Frobel hat argumentiert, dass die Beschiftigung mit Papierfal-
ten die manuellen Fertigkeiten der Kinder fordert und gleichzeitig
deren Raumvorstellung. Noch heute wird in vielen Teilen Deutsch-
lands zu Weihnachten der Frobel-Stern gefaltet, der in der nebenste-
henden Abbildung zu sehen ist.

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts entdeckte die Mathematik Origami fiir sich: T. Sundara Row war
1893 einer der Ersten, der in seinem Buch [24] Probleme wie die Konstruktion regulédrer Vielecke, Ke-
gelschnitte, (approximative) Winkeldreiteilung oder das Delische Problem mit Faltungen behandelte. Wir
kommen im Abschnitt 4.1 darauf zuriick. In Deutschland griff Hermann Wiener ab 1893 das Thema
Papierfalten als mathematische Disziplin auf.

Ein nichster wichtiger Schritt war die Einfiihrung der Standard Codierung durch Akira Yoshizawa (Ja-
pan) und Sam Randlett (USA) um 1950. So werden z. B. Bergfalten strichpunktiert dargestellt, Talfalten
gestrichelt (siche Abbildung unten links). Insbesondere Yoshizawa 16ste sich von den verhdltnismissig
wenigen liberlieferten Formen und entwickelte einen ganzen Zoo neuer Modelle. Das Bild unten rechts
zeigt Akira Yoshizawa inmitten seiner Kreationen.
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Die eigentliche Mathematisierung von Origami (Origami sekkei) fand jedoch erst ab ca. 1990 statt.
Wegweisend waren dabei Arbeiten von Robert J. Lang, Tom Hull, Martin und Eric Demaine, Robert
Geretschlédger und vielen anderen. Die eigentliche Origami-Axiomatik, auf die wir gleich noch genauer
eingehen, entstand zwischen 1989 und 2001 unter dem Einfluss von Jacques Justin, Humiaki Huzita und
Koshiro Hatori.

Heute existieren in vielen Landern Origami Gesellschaften und es werden jahrlich internationale Ori-
gami Konferenzen organisiert, etwa die OSME International Conference on Origami in science,
mathematics and education.

4. Die Huzita-dustin Axiome

Die Tradition der klassischen Antike erlaubt geometrische Konstruktionen nach den bekannten Regeln,
welche die Handhabung von Zirkel und Lineal festlegen. Nun legen wir diese gewohnten Werkzeuge
aus der Hand! Die folgenden Regeln bestimmen, durch welche Konstruktionsschritte aus gegebenen
oder bereits konstruierten Punkten, durch Falten neue Punkte erzeugt werden konnen. Punkte sind dabei
immer Schnittpunkte von Falten.

(A1) Zwei Punkte P und Q konnen durch eine Falte verbunden - ,Cc),— ——————
werden. R O

(A2) Ein Punkt P kann auf einen Punkt Q gefaltet werden. \
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(A3) Eine Gerade g kann auf eine Gerade h gefaltet werden.

recht auf einer Geraden g steht.

(A4) Man kann eine Falte durch einem Punkt P legen, die senk- P(j;> Q
|
|
I
|
|
I
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(A5) Ein Punkt P kann so auf die Gerade g gefaltet werden, dass
die Falte durch einen Punkt QO geht.

— g

(A6) Die Punkte P und Q konnen auf die Geraden g und % ge- p 8

faltet werden. o}

g
h

(A7) Ein Punkt P kann so auf die Gerade g gefaltet werden, dass |

die Falte senkrecht zu einer Geraden 4 steht. Po\i_/v

g

Gh

Die Existenz der jeweiligen Faltung setzt dabei implizit immer voraus, dass die gegebene Konfiguration
tiberhaupt eine Losung zuldsst. Sind etwa in (A7) die Geraden g und & parallel und P ¢ g, so ist keine
entsprechende Faltung méoglich.

(A1) entspricht also dem Legen einer Geraden durch zwei Punkte, (A2) der Konstruktion der Mittel-
senkrechten. (A3) liefert die Winkelhalbierende oder Mittelparallele, und (A4) das Lot. Man iiberlegt
sich leicht, dass (AS) der Konstruktion einer Tangente von Q aus an eine Parabel mit Leitlinie g und
Brennpunkt P entspricht. Die entsprechende Konstruktion mit Zirkel und Lineal ist einfach. Analog lie-
fert (A6) die gemeinsame Tangente an zwei Parablen. Die entsprechende Konstruktion ist mit Zirkel und
Lineal nicht moglich. An dieser Stelle bringt die Origami-Geometrie also tatsdchlich ein neues Werkzeug
ins Spiel.

Die schon Anfang der 1990er Jahre formulierten Axiome (A1) bis (A6) handeln von den Moglichkeiten,
wie Punkte und Geraden mit anderen Punkten und Geraden durch eine Faltung zur Deckung gebracht
werden konnen. Dies ist durch die Pfeile in den obigen Abbildungen angedeutet. Es hat rund 10 Jahre
gedauert, bis Koshiro Hatori bemerkte, dass eine kombinatorische Moglichkeit vergessen wurde, nimlich
(AT7). Spidter bemerkte man, dass Jacques Justin alle sieben Axiome in einem frithen Aufsatz [17] bereits
1989 aufgezihlt hatte. Geometrisch ist (A7) jedenfalls auch mit Zirkel und Lineal leicht zu imitieren.



4.1. Was man mit den Axiomen konstruieren kann

Zum Aufwirmen bemerken wir, dass mit den Axiomen (Al)
bis (A7) beliebige rationale Verhiltnisse konstruiert werden
konnen. Dies wird zum Beispiel durch die nebenstehende Kon-
struktion von Haga sichergestellt. Dabei gehen wir davon aus,
dass wir bereits ein Einheitsquadrat konstruiert haben. Man be-
achte, dass der untere Endpunkt der Strecke mit Léinge ni—l
zwar bereits in der Figur abgelesen werden kann, jedoch noch
mit einer weiteren Falte konstruiert werden muss. Eine weitere
Falte liefert die Lange ﬁ Iterativ konnen auf diese Weise im
Einheitsquadrat alle Stammbriiche konstruiert werden, woraus
sich schliesslich leicht auch deren Vielfache ergeben. Dem Le-
ser sei die genaue Analyse der Haga-Konstruktion in Robert

Geretschlidgers Buch [13] empfohlen.

1/n

2/(n+1)

Als nichstes betrachten wir eines der drei klassischen, mit Zirkel und Lineal unlosbaren Probleme der
antiken griechischen Geometrie, die Winkeldreiteilung. Mit Hilfe der Origami-Axiome ldsst sich jeder
Winkel in drei gleiche Teile teilen (Hisashi Abe 1980, Robert Geretschldger 1995). Wir gehen dabei wie-
der von einem Einheitsquadrat aus. Der zu teilende Winkel ist in der ersten Figur unten durch die untere
Seite des Quadrats und den eingezeichneten Schenkel gegeben. Nachdem in einem ersten Schritt zwei
dquidistante Parallelen zur Grundseite konstruiert werden, ist danach mit einer einzigen Anwendung von
(A6) der Winkel bereits dreigeteilt. Verfolgt man die kongruenten griinen Dreiecke, ist die Korrektheit

der Methode sofort einzusehen:

Auch das Problem der Wiirfelverdoppelung, das Delische Pro-
blem, ist von Peter Messer 1986 durch eine einfache Origami-
Konstruktion geldst worden. Sie ist in der nebenstehenden Ab-
bildung zu sehen. Die beiden waagrechten Parallelen dritteln
das Einheitsquadrat. Auch hier erfordert die Konstruktion nur
noch eine einzige Anwendung von (A6). Eine kurze Rechnung
zeigt, dass ;‘ = /2 gilt. Sowohl fiir die Winkeldreiteilung als
auch fiir das Delische Problem hat Koshiro Hatori weitere Kon-
struktionen gefunden (siehe [15]).

Die folgende kleine Liste illustriert weitere Konstruktionen,
die der Origami-Geometrie zugénglich sind, jedoch innerhalb
der Zirkel- und Linealgeometrie unerreichbar bleiben:

e Das Eulerproblem: Man konstruiere ein Dreieck aus Schwerpunkt, Umkreismittelpunkt und In-

kreismittelpunkt (siehe [22]).



e Das Problem des Alhazen: Man spiegle einen Lichtstrahl ausgehend von einem Punkt A an einem
gegebenen Kreis so, dass er anschliessend durch einen gegebenen Punkt B geht (siehe [2], [16]).

e Nullstellen von Polynomen bis Grad 4: Mit Zirkel und Lineal konnen Nullstellen von quadrati-
schen Polynomen konstruiert werden, die Origami-Axiome erlauben die Konstruktion von Null-
stellen von Polynomen bis zum Grad 4 (siehe [12], [9]).

e Reguliire n-Ecke sind mit Origami fiir n = 293’ p; ps . .. p; konstruierbar, wobei p; verschiedene
Pierpont Primzahlen sind, d. h. von der Form 2¢34 1 1 (siehe [21]). Diese Bedingung ldsst sich mit
der Eulerschen Phi-Funktion fiquivaltent so ausdriicken: ¢(n) = 2¢3/.

Eine genauere Analyse zeigt den Zusammenhang der Origami-Axiome mit anderen Axiomensystemen.
Zwei Geometrien heissen dquivalent, wenn jede Konstruktionsaufgabe, die mit den Regeln der einen
Geometrie 10sbar ist, auch mit den Regeln der anderen Geometrie bewerkstelligt werden kann, und um-
gekehrt. In diesem Sinne gilt:

e (A1) bis (AS) ist dquivalent zur Geometrie mit Zirkel und Lineal (siehe [11]).

e (A1) bis (A7) ist aquivalent zu (A6) (diese Bemerkung findet sich auf der Web-Seite von Koshiro
Hatori [15]).

e (A1) bis (A7) ist dquivalent zur Neusis-Geometrie und zur Mira-Geometrie (siehe [21]).

Die Mira ist ein halbdurchlassiger Spiegel, den man senkrecht
auf seine Konstruktionsebene stellt. Indem man sie so lange
verschiebt, bis zum Beispiel Punkte hinter dem Spiegel zur
Deckung mit dem Spiegelbild von Geraden vor dem Spiegel
gebracht werden, fiihrt man gerade eine Origami-Konstruktion
aus: Die Schnittgerade der Mira mit der Konstruktionsebene ist
gerade die Position der Falte (siehe die nebenstehende Abbil-
dung).

Die Neusis-Geometrie bedient sich eines Zirkels und eines Lineals, auf dem zusétzlich zwei Markierun-
gen angebracht sind. Dabei ist es zum Beispiel erlaubt, das Lineal solange um einen Punkt zu drehen, bis
die beiden Markierungen mit zwei gegebenen Geraden inzident sind.

Inzwischen wurden auch Origami-Geometrien hoherer Ordnung untersucht: Dabei erlaubt man mehr
als nur eine Falte simultan so zu legen, dass gewisse Inzidenzen auftreten (siehe [3]).

5. Spezielle Probleme

5.1. Das Margulis Napkin Problem

Faltet man eine Serviette in die Ebene, so ist die
bedeckte Fliche offensichtlich kleiner als die ur-
spriingliche. Aber gilt dies auch fiir den Umfang? —

Diese Frage wird Grigory Margulis zugeschrieben.

Falls man sequentiell entlang von Geraden faltet, nimmt der Umfang tatséchlich monoton ab. Dies wurde
von Vladimir Arnold gezeigt, wobei in seiner Version die Serviette durch eine russische Rubel-Note er-
setzt wird (siehe [4]). Lasst man jedoch beliebige Faltungen zu, so ist die Vermutung falsch (siehe [18]).
Tatséchlich sind Faltungen bekannt, mit denen ein beliebig grosser Umfang erreicht werden kann (sie-
he [25])!

5.2. Wie oft kann man ein Papier falten?

Ein bekannter Mythos besagt, dass es nicht moglich ist, ein Papier ofter als 7 Mal hintereinander immer
zur Hilfte zu falten. Wer es mit einem A3 (oder noch grosseren Papierformat) probiert, wird dies gern
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bestétigen. 2001 zerstorte die junge High School Studentin Britney Gallivan diesen Mythos, indem sie
einen langen Papierstreifen 11 mal faltete (siehe Abbildung). Ein Jahr spiter schaffte sie es sogar, ein
1200 Meter langes Toilettenpapier 12 Mal immer zur Hilfte zu falten.
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Die Formel von Gallivan, links in der obigen Abbildung, zeigt den Zusammenhang zwischen der notigen
Linge L des Papiers mit dessen Dicke d bei n Faltungen.

5.3. Fold and cut

Ein beliebtes Kinderspiel ist der Scherenschnitt: Ein
Stiick Papier wird gefaltet, dann ein Stiick davon abge-
schnitten und schliesslich bestaunt man nach dem Ent-
falten das Resultat. Interessant ist die umgekehrte Fra-
ge: Welche Figuren lassen sich auf diese Weise iiber-
haupt herstellen? Als besondere Herausforderung soll da-
bei nur ein einziger Schnitt entlang einer Geraden zuge-
lassen sein. Die nebenstehende Abbildung zeigt ein Falt-
muster, welches mit einem einzigen geraden Schnitt einen
Schwan ergibt. Die erstaunliche Antwort auf die allge-
meine Frage ist ein Satz von Martin und Eric Demaine,
Anna Lubiw und Joseph O’Rourke (siehe [8]):

Satz 1 Sei P ein Polygon (nicht notwendig zusammenhingend). Dann existiert eine Faltung und ein
gerader Schnitt, so dass exakt das Polygon P resultiert.

Der Beweis ist konstruktiv: Es existieren mittlerweile mehrere Algorithmen, welche bei gegebenem Po-
lygon ein entsprechendes Faltmuster berechnen.

5.4. Ulams Briefmarkenproblem

Wer schon einmal versucht hat einen Medikamentenbeipackzettel nach dem Lesen wieder in seine ur-
spriingliche Form zu falten, kennt das Problem: Es will nicht gelingen! Aber warum?

Tatsdchlich ist bereits das eindimensionale Analogon dieser Frage ein verzwicktes Problem, das auf den
polnischen Mathematiker Stanislaw Marcin Ulam zuriickgeht. Er fragte namlich:

Auf wieviele Arten kann man einen String von n Briefimarken falten?

Dabei hilt man die Lage und Orientierung der linken Marke fest und faltet so lange entlang der Perfo-
rationen, bis es nicht mehr geht, das heisst, bis man einen Stapel von der Grosse einer Marke erhalten
hat.




Die Abbildung zeigt alle 6 moglichen Faltarten bei n = 3 Briefmarken von der Seite gesehen. Der kleine
schwarze Balken markiert dabei die Vorderseite der linken Marke. Man hat mit Computerprogrammen
(siehe [20]) die Anzahl Faltungen fiir kleine Werte von n berechnet. In Neil Sloanes On-Line Encyclo-
pedia of Integer Sequences [23] ist die Folge bis n < 45 unter der Nummer A000136 zu finden.

Briefmarken 21314 |5 |6 7 8 9
Anzahl Faltungen || 2 | 6 | 16 | 50 | 144 | 462 | 1392 | 4536

Erstaunlicherweise ist jedoch bis heute weder eine explizite noch eine rekursive Formel fiir die Anzahl
der Faltungen bekannt.

5.5. Die Paperfolding Folge

Wir betrachten eine 0-1-Folge mit dem folgenden Bildungsgesetz:

Beginne mit der Folge, die aus einer einzigen 1 besteht. In jedem Schritt wird
dann eine alternierende Folge von I und 0 zwischen die bestehenden Ziffern
geschoben (inklusive vorn und hinten).

Die folgende Tabelle zeigt die ersten vier Schritte. Die eingeschobenen Ziffern sind dabei jeweils fett
dargestellt.

1. Schritt: 1

2. Schritt: 1 0

3. Schritt: 1 1 0 1 1 0 0
4.Schritt: ' 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0O 1 0 0

Wenn wir 1 als Berg- und 0 als Talfalte lesen, so entspricht diese Folge gerade dem Faltmuster, welches
entsteht, wenn man einen langen Papierstreifen durch fortgesetztes Halbieren in der selben Richtung
immer wieder faltet (siehe auch die ndchste Abbildung). So hat ja auch Britney Gallivan ihren Streifen
gefaltet! Und in der Tat sind auch viele Beipackzettel zuerst einmal quer, und anschliessend fortgesetzt
nach dieser Art lings gefaltet.

Wenn wir die Folge niher betrachten, bemerken wir, dass in jedem Schritt die vorangegangene Folge ein
Startstiick der neuen Folge ist. Somit definiert die Konstruktion eine eindeutige unendliche 0-1-Folge.

Eine interessante Struktur entsteht, wenn wir den nach dem be- 1
schriebenen Muster gefalteten Papierstreifen wieder auffalten, /\ T
allerdings nur so weit, dass jede Falte in einem 90° Winkel

verbleibt. Rechterhand sind die ersten drei Schritte dieser Kon-
struktion dargestellt. ! 1

Auf diese Weise erhidlt man im Limes
das links abgebildete Fraktal, die soge-
‘ nannte Drachenkurve.




5.6. Metamorphosen

Auf Albrecht Diirer geht die Frage zuriick, ob jedes konvexe Polyeder entlang seiner Kanten so auf-
geschnitten werden kann, dass das entstandene Netz {iberlappungsfrei in die Ebene gelegt werden kann.
Diese scheinbar elementare Frage ist bis heute ungeldst. 1997 wurde immerhin bewiesen, dass die Ant-
wort positiv ausfillt, wenn man erlaubt, nicht nur entlang der Kanten zu schneiden (siehe [1]).

Man kann Diirers Frage auch umkehren:
Welche Polygone konnen entlang ihrer Kanten so geklebt werden, dass ein konvexes Polyeder entsteht?
Hier muss allerdings noch spezifiziert werden, wie geklebt werden darf. Es gibt die Varianten:

e Edge-to-edge gluing: Hier darf nur eine Kante des Polygons auf eine andere gleich lange Kante
geklebt werden. Dieses Problem wurde abschliessend gelost: Anna Lubiw und Joseph O’Rourke
gaben 1996 in [19] einen Algorithmus an, der fiir jedes Polygon als Antwort die Anzahl und Art
der Klebungen berechnet, die ein Polyeder liefern.

e Non edge-to-edge gluing: Hier erlaubt man, dass der Rand beliebig verklebt werden darf. In diesem
Fall kann jedes Polygon in ein Kontinuum von Polyedern geklebt werden. Allerdings sind nur
endlich viele davon kombinatorisch verschieden (siehe [7]).

Das klassische Wiirfelnetz kann beispielsweise neben
dem Wiirfel in genau vier weitere Polyeder gefaltet wer- W ‘ ‘

den, eines davon ist degeneriert und liegt in einer Ebe-
ne (siehe die nebenstehende Abbildung). Faltet man das
Wiirfelnetz geméss den eingezeichneten Faltmustern, so
entstehen (von links nach rechts) ein doppelt iiberlagertes
Viereck, ein fiinfeckiges Polyeder, ein Tetraeder und ein
Oktaeder.

6. Faltmuster

6.1. Lokale Faltbarkeit

Wenn man ein ebenes Origami-Modell auffaltet und aufmerksam betrachtet, stellt man fest, dass sich
Falten nicht in beliebiger Weise in einem Punkt (Knoten) treffen konnen. Tatsdchlich gilt der folgende
erstaunliche Satz:

Satz 2 (Maekawa-Justin) Seien M die Anzahl Bergfalten undV die Anzahl Talfalten, die in einem Kno-
ten eines flach faltbaren Faltmusters zusammenlaufen. Dann gilt M —V | = 2.

Beweis (nach Siwanowicz): Betrachten wir also einen Punkt, in dem sich n = M + V Falten treffen. Wir
falten das Papier in einer Umgebung dieses Knotens flach, schneiden die Ecke ab und betrachten den

entstandenen Querschnitt:

Wir sehen ein degeneriertes n-Eck. Dabei entspricht eine Talfalte einem Innenwinkel von O und eine
Bergfalte einem Innenwinkel von 27. Die Innenwinkelformel liefert also 0-V +2n-M = (n —2)n =
(M +V —2)r. Somit folgt M —V = —2. Dreht man das Papier um, so erhilt man das andere Vorzeichen.

d

Als Nebenprodukt erhalten wir noch:

Folgerung 3 Der Grad jedes Knotens ist gerade.
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Beweissn=M+V =M -V +2V =+242V. |
Auch die Winkel zwischen den Falten eines Knotens sind nicht beliebig:

Satz 4 (Kawasaki-Justin) In einem Knoten seien die Winkel zwischen den Kanten reihum mit 0,0, . . .,
Olp, bezeichnet. Es gilt: Der Knoten ist flach faltbar genau dann wenn

o —0p+03—...4+ 0,1 —0, =0.

Dieser Satz gilt auch dann, wenn das Papier nicht eben, sondern wenn der Knoten im ungefalteten Urzu-
stand in der Ecke eines Kegels lag.

Beweis: Sei der Knoten flach gefaltet. Umrundet man (auf dem gefalteten Papier) den Knoten auf ei-
nem Kreis, so kehrt sich der Umlaufsinn bei jeder Kante um. In der alternierenden Summe ergibt der
dabei zuriickgelegte Winkel 0, da man den Knoten im gefalteten Zustand nullmal umrundet hat und am
Ausgangspunkt wieder ankommt.

Die Umkehrung iiberlassen wir dem Leser. O

6.2. Globale Faltbarkeit

Die Frage, wann ein Faltmuster global flach faltbar ist, gestaltet sich weitaus heikler, als die lokalen
Betrachtungen. Ein einfacher Satz ist immerhin die folgende Tatsache:

Satz 5 (Meguro) Jedes Faltmuster ist zweifdrbbar.

Als Illustration zeigt die nebenstehende Figur das Faltmuster
des klassischen Origami-Kranichs.

Beweis des Satzes von Meguro: Man stattet das Papier mit ei-
ner Orientierung aus. In gefaltetem Zustand farbt man, je nach
Orientierung, jeden Punkt blau oder weiss. Uber jede Faltkante
hinweg dndert sich dann die Farbe. O

Will man ein gegebenes Faltmuster tatsdchlich falten, ist zu beachten, dass sich das Papier nicht selbst
durchdringen kann. Ein Satz, der diese Bedingung formuliert, stammt von Toshikazu Kawasaki:

Satz 6 (Kawasaki) Es seien o die fortlaufenden Winkel zwi-
schen den Kanten, die in einem Knoten zusammenlaufen. Gilt
dann o; < 01 und 0; < Qi11, so sind die beiden o; bildenden
Kanten nicht beides Bergfalten und nicht beides Talfalten.

Als Beweis des Fliigeltiirensatzes von Kawasaki soll die ne-
benstehende Abbildung geniigen.

Dariiber, wie schwierig es ist ein gegebenes Faltmuster tatsdchlich zu falten, gibt der folgende Satz
Auskunft:

Satz 7 (Bern und Hayes, 1994) o Bei gegebenem Faltenmuster ist das Problem zu entscheiden, ob
es flach faltbar ist, NP-vollstindig.

o Sogar wenn die Zuordnung der Berg- und Talfalten vorgegeben ist, ist das Problem eine giiltige
Faltung in die Ebene zu finden, NP-vollstindig.

Insbesondere wirft dieser Satz ein bezeichnendes Licht auf das Problem mit dem Medikamentenbeipack-
zettel!

11



7. Origami Design

Wie faltet man aus einem quadratischen Stiick Papier ohne Schere und Leim ein Kunstwerk wie in der
untenstehenden Abbildung? Und wie findet man das ebenfalls abgebildete Faltmuster (rechts) dazu?

Erstaunlicherweise hilft hier die Mathematik ein Stiick weiter. Uberlegen wir uns, welcher Bereich des
Papiers spiter einmal ein Horn des Drachens, einen Zeh, oder eine andere Extremitit werden soll. Offen-
bar ist daran eine nahezu kreisformig Umgebung eines Punktes beteiligt (siche die Abbildung unten). Je
nachdem ist es nur ein Halbkreis oder ein Viertelkreis, wenn der Punkt am Rand oder in einer Ecke liegt.
Fiir jede Extremitit der kiinftigen Origami-Figur ist also eine Kreisscheibe auf dem Papier zu reservie-
ren. Fiir die optimale Verteilung von Kreisscheiben (sogenannte Kreispackung) auf einem Quadrat sind
jedoch Algorithmen bekannt. Die Kreiszentren werden dann mit Falten verbunden und weitere Falten
so gelegt, dass die im letzten Abschnitt erwidhnten Bedingungen zur lokalen und globalen Faltbarkeit
erfiillt sind. Robert Lang hat dazu Programme (TreeMaker und ReferenceFinder) entwickelt, die einem
zu einer gewiinschten Grundfigur ein entsprechendes Faltmuster vorschlagen. Die Abbildung unten zeigt
das Faltmuster fiir die Grundfigur von Robert Langs Tarantel aus [18].
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8. Sind Falten immer gerade?

1939 wurde im American Mathematical Monthly die Frage gestellt, ob Falten immer gerade sind. Die
Antwort kam postwendend ein Jahr spiter in der selben Zeitschrift: Ja, Falten sind immer gerade. 1999
lautete die Antwort, wieder im American Mathematical Monthly: Nein, Falten sind nicht immer gerade.

Dieser scheinbare Widerspruch riihrt von der unprizisen Fragestellung her. Wer schon einmal die Pom-
messchachtel bei McDonald’s genauer betrachtet hat, weiss, dass gekriimmte Falten sogar sehr niitzlich
sein konnen:

Die Frage wurde jedenfalls abschliessend geklért im folgenden
Satz (siehe [10]):

Satz 8 (Fuchs, Tabachnikov) Assume that for every point x
of O the curvature of Yy at the respective point f(x) is greater
than the curvature of & at x. Then there exist exactly two exten-
sions of f to a plane neighborhood of d yielding developable
surfaces, containing Y.

Tatsédchlich findet man diese Aussage bereits bei Blaschke [6]
oder Bianchi [5, §109]. Und krumme Falten sind etwa im

a
Student in Albers's preliminary course: paper study.

Bauhaus-Design schon viel lidnger etabliert: Die Abbildung 1927-28. The shape resulls automatically: it is the

. . . result of back-and-forth folds in ¢ tric circles,

rechts zeigt eine Bauhaus-Studie von Josef Albers, 1928. One special gatureof tisform i 13 mobilty. The
. . development of_the curve form is of spec_ial pedagogic

In [14] berechnet Robert Geretschliger konkret, wie gegebe- e

ne Kurven als Falte realisiert werden konnen. SRR

Mit krummen Falten hat sich auch David Huffman (er wurde durch die nach ihm benannte Huffman-
Kodierung zur Kompression von Daten bekannt) in den 1970er Jahren befasst. Wir schliessen diesen
Bericht mit einigen Bildern seiner Werke:
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