
Origami - von der Kunst und der Wissenschaft des Papierfaltens

NORBERT HUNGERBÜHLER (ETH ZÜRICH)

Origami gehört zu den skalierbaren Themen des Mathematikunterrichts. Das heisst, die Beschäftigung mit dem Falten
von Papier hält Aspekte vom Kindergartenniveau bis hin zu aktueller Forschung bereit. Dieser Text bietet einen kurzen
Überblick über die Geschichte und die Anwendungen von Origami, über Origami-Geometrie und deren Axiomatik.
Gleichzeitig werden einige etwas speziellere mathematische Probleme im Zusammenhang mit Origami vorgestellt. Wir
gehen auch der Frage nach, wie die Mathematik beim Design der beeindruckenden Faltfiguren der Origamikünstler hilft.
Origami ist viel mehr als nur ein Spiel für Kinderhände.

1. Was ist Origami?

Origami ist ein Sammelbegriff für die vielfältigen Aspekte des Faltens von Papier. Die folgende (unvoll-
ständige) Liste gibt einen groben Überblick über die Gebiete:

Klassisches Origami: Aus einem quadratischen Stück
Papier wird (ohne Verwendung von Schere oder Leim)
eine Figur gefaltet. Die Abbildung rechts zeigt eine Ta-
rantel von Robert Lang.

Modulares Origami: Das gefaltete Objekt setzt sich
aus mehreren Komponenten zusammen. Die Abbildung
rechts zeigt einen dreidimensionalen Stern aus ver-
schränkten Tetraedern von Thomas Hull.

Rigid Origami: Beim industriellen Falten von Metall anstelle von Papier stellt sich die Frage, welche
Origami-Modelle starr (also ohne Verbiegen der Flächenstücke) gefaltet und allenfalls wieder geöffnet
werden können.

Origami-Parkettierungen: Es werden reguläre Parket-
tierungen der Ebene gefaltet. Die Abbildung rechts zeigt
Beispiele von Origami-Parkettierungen im Durchlicht.

Zweidimensionales Origami vs. dreidimensionales Origami: Hier geht es um die Untersuchung der
Unterschiede beim Falten von Figuren, die in die Ebene gefaltet werden können im Vergleich zu solchen,
welche dreidimensionale Objekte bilden.

Statisches vs. dynamisches Origami: Manche Origami-Figuren (eben die dynamischen) lassen sich
bewegen. So schlägt der bekannte Origami-Kranich mit den Flügeln, wenn man ihn am Schwanz zieht.
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Origami als axiomatische Geometrie: Dabei wird untersucht, welche geometrischen Konstruktionen
ausführbar sind, wenn man statt mit Zirkel und Lineal nur mit Faltungen Geometrie betreibt. Wir gehen
im Abschnitt 4 auf dieses Thema ein.

Origami-Design: Hier geht es um die Frage, wie man Figuren, wie etwa die oben erwähnte Tarantel,
falten kann. Wie die Mathematik bei der Beantwortung dieser Frage hilft, wird in Abschnitt 7 angespro-
chen.

2. Anwendungen

Origami ist längst nicht mehr nur eine amüsante Herausforde-
rung für die Fingerfertigkeit. Die Anwendungen der Falttech-
nik haben einen festen Platz in der Industrie. Typischerweise
wird diese Technik dort eingesetzt, wo grosse und sperrige Ob-
jekte etwa zum Transport klein gemacht werden müssen, ohne
dass man sie zerlegt. Ein Beispiel ist das rechts abgebildete
Miura Solar Panel, welches 1995 von Koryo Miura (Tokyo
University) erfunden wurde. Das Panel findet zusammengefal-
tet im Laderaum der Trägerrakete Platz und wird im Orbit mit
einer einzigen Bewegung entfaltet. Auch manche Strassenkar-
ten sind nach dieser Methode gefaltet: Man kann sie mit einem
einzigen Handgriff öffnen und schliessen. Das Faltschema ist
rechts ebenfalls angedeutet.

The Miura Map Fold
This fold was invented by the Japanese astrophysicist Koryo Miura as a method

for deploying large solar panel arrays on space satellites. It’s also been used to easily
fold and unfold maps.

(1) Take a rectangle of paper
and mountain-valley-mountain fold
it into 1/4ths lengthwise.

(2) Make 1/2 and 1/4 pinch marks on
the side (one layer only) as shown.

(3) Folding all layers, bring the
lower left corner to the 1/4 line, as
in the picture.

parallel

(4) Fold the remainder of the strip
behind, making the crease parallel to
the previous crease.

parallel

(5) Repeat, but this time use the fold
from step (3) as a guide.

(6) Repeat this process until the
strip is all used up. Then unfold
everything.

mountain

valley

(7) Now re-collapse the model, but change some
of the mountains and valleys. Note how the zig-
zag creases alternate from all-mountain to all-
valley. Use these as a guide as you collapse it...

In the end the paper should
fold up neatly as shown to
the left. You can then pull
apart two opposite corners
to easily open and close the
model.
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Foldable Optics

vibrations that are associated with
launch. The best approach appears to
be to separate the panels with soft,
disposable packing material so that
the panels don’t touch one another and
then to pack the assemblage tightly.

A Color-Corrected Telescope
The team has been building 

and testing increasingly advanced
diffractive lenses with materials
that are considered suitable for space
missions. They started by defining 
the requirements for a space mission,
selecting and characterizing the 
best materials to make a diffractive
lens, and developing fabrication
technologies. Then they built a series
of progressively larger diffractive
telescopes and demonstrated a way 
to correct for chromatic (color)
aberrations.

One of the great challenges of
making diffractive lenses suitable for
astronomical imaging, says Hyde,
is that a diffractive Fresnel lens
focuses different wavelengths of light
at different points in space, thereby
distorting the color characteristics of
the image. Because of this effect,
diffractive lenses are mostly used
for applications needing only one
wavelength—a monochromatic
application—such as for lasers. In
principle, chromatic aberrations can
be eliminated by using a relay lens
to reimage an object from the first
diffractive lens onto a second
diffractive lens, or inverse Fresnel lens,
which then corrects the aberrations.

In 1999, the team developed a color-
corrective optic and incorporated it
into the first large-aperture diffractive
telescope. The primary Fresnel lens
was 20 centimeters in diameter and had
a focal length of 20 meters. The lens
was fabricated by a photolithographic
process that etched a series of
diffractive grooves into 10-millimeter-
thick glass. The chromatic correction

The Livermore team found in origami, the ancient Japanese art of paper folding, a practical way
to fold and store a lens made of many segments. The team identified and then simulated several
folding patterns for lenses of various sizes.

Early in 2002, the team, guided by computer simulations, assembled a two-thirds scale model of
a 5-meter lens using unpolished and unetched plastic panels and successfully demonstrated the
origami-like folding pattern. The folding process used strings attached from an overhead
structure and secured to individual panels. Four of the steps of the folding process are depicted
here. The final step (not shown) was folding the lens into a configuration measuring 1.2 meters in
diameter and about 55 centimeters high.

Ein weiteres Beispiel von Rigid Ori-
gami ist das vom Lawrence Liver-
more National Laboratory 2004
entwickelte Fresnel-Teleskop Eye-
glass, welches im Erdorbit statio-
niert werden soll. Die Abbildung
rechts zeigt den Origami-Forscher
Robert Lang vor einem Modell der
Linse (Foto Rod Hyde, LLNL). Er
hat die hier verwendete Falttechnik
entwickelt. Das Bild nebenan zeigt schematisch schrittweise den Vorgang des Entfaltens.K. Kuribayashi1 and Z. You2

University of Oxford

The work presented here concerns with covered stents or stent grafts.

Expandable stents are flexible tubular structures capable of being 
folded into small dimensions allowing their passage into the 
problematic locations in the body and then being expanded. Use of 
expandable stents has shown an important advance in the treatment 
of various diseases and stenting technique has been regarded as 
simple, safe and most effective in comparison with other non-surgical 
treatment.

Although stents have been around for some time, most of the present 
expanding stents are made from metal wire mesh with or without 
cover. A typical covered stent or stent graft consists of a membrane 
sleeve attached around and supported by an expendable wire mesh 
backbone. In structural terms, the main difference between products 
produced by different companies is the design of the mesh wires.

Is it possible to merge the cover and mesh frame to form an 
integrated expandable cover (wall) without compromising foldability?

A covered oesophageal
stent (source: Textbook
of metallic stent)

Due to the fact that most of the stents have 
tubular shape, we conducted a pilot study to 
investigate whether it is possible to fold a tubular 
stent. We first examined the buckling pattern of a 
thin-walled tube under torsion, which consists of a 
set of folds. This led us to believe that properly 
engineered folds, like origami patterns, could 
make folding of a tubular stent possible. As the 
result, a family of such patterns were found 
(Kuribayashi and You, PCT/GB02/01424).

A origami stent with helical folds when it is folded and 
fully expanded. 

Buckling pattern of a thin-walled
tube under torsion.

The patterns are made from three types of folds: two sets of helical
folds orthogonal to each other and cross folds. The existence of long 
helical folds enables a highly synchronised deployment process, 
produces flexibility allowing it to be bent and increases the 
circumferential strength of the structure considerably.

The key features of the origami stent concept are: -

�• It is geometrically simple, and allows stents being made from any 
bio-compatible materials.

�• It can be manufactured inexpensively.
�• It is a generic solution and hence is able to be extended to fit 

the shape of particular sites.

An origami stent made from stain-less steel. Its 
diameter expends from 12 mm to 23 mm.

We believe that the origami stent is an ideal replacement for the covered stents or stent grafts currently in use. We wish to jointly 
develop this concept further with an industry partner aiming to produce stents for clinical trials within two years.

1 Kaori Kuribayashi is a research student.
2 Dr Zhong You is a lecturer and the corresponding investigator for this project.

A  Department of Engineering Science, Parks Road, Oxford, OX1 3PJ     T  +44 1865 273137   E   zhong.you@eng.ox.ac.uk

INNOVATIVE ORIGAMI EXPANDABLE STENTS

The work presented here is protected by an international patent application: Kuribayashi and You, PCT/GB02/01424

In der Medizin werden zur Behand-
lung von Arteriosklerose sogenann-
te Stents endoskopisch in vereng-
te Blutgefässe eingebracht, um sie
von innen zu stützen. Die Abbil-
dung rechts zeigt einen Origami-
Stent, der erst an Ort und Stelle in ei-
ner verengten Arterie entfaltet wird.
Es handelt sich dabei um den Pro-
totypen eines von Zhong You und
Kaori Kuribayashi-Shigetomi entwickelten Stents (Oxford, 2003). Der Grössenunterschied zwischen
dem ge- und dem entfalteten Zustand ist frappant (siehe Bild).
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Im Automobilbau kommen Origami-Techniken beim Design
von Knautschzonen und von Airbags zum Einsatz. Rechts ist
eine Computersimulation eines Airbags abgebildet (EASi En-
gineering, 1999). Airbags müssen sich in Sekundenbruchteilen
störungsfrei entfalten.

Im Maschinenbau werden häufig pneumatische Bälge eingesetzt. Dabei wurde das unten links abgebilde-
te jahrhundertealte klassische Faltmuster verwendet, bis 1997 Nathan Kane, ein junger MIT-Student, die
Fachwelt mit einem optimierten Faltplan für Bälge überraschte: Die neuen patentierten Bälge lassen sich
weiter dehnen und weisen geringere Materialermüdung auf als die herkömmlichen (siehe Bild rechts).

Gefaltete Möbel gibt es seit Walter Gropius 1919 in Weimar die berühmte Bauhausschule gründete. Vor
kurzem entwarfen drei tiroler Studenten einen Stuhl, der aus einer einzigen Platte gefaltet wird, nach dem
Vorbild der gefalteten Flügel des Marienkäfers. Auch andere Insekten bedienen sich derartiger Falttech-
niken für ihre Flügel, insbesondere auch beim Schlüpfen aus der Puppe. Das Bild unten links zeigt den
bionischen Stuhl von Armin Steinkasserer, Martin Zimmermann und Alexander Masser (Fachhochschule
Kärnten). Hundert dieser Faltstühle lassen sich auf einem Stapel von nur einem Meter Höhe lagern.

Auch die Verpackungsindustrie führt uns, wenn wir nur einmal genau hinschauen, tagtäglich vor Au-
gen, was da alles gefaltet werden kann. Ein entsprechendes Beispiel wird noch im Abschnitt 8 betrachtet.

3. Geschichte

Etymologisch hat das Wort Origami seine Wurzeln im Japanischen:
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, ori = falten, kami = Papier.
In Japan ist das Wort erst seit etwa 1880 im Gebrauch. Die Ursprünge der Faltkunst liegen jedoch viel
weiter in der Vergangenheit und lassen sich bis mindestens in die Edo Epoche (1603–1867) zurückver-
folgen. Aber auch Spanien und Argentinien haben eine eigene Tradition der Faltkunst. Dort wird das
Wort Papiroflexia verwendet.
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In Deutschland hat Friedrich Fröbel (1782–1852), der Erfinder des
Kindergartens, Origami in seinem Curriculum für die Kinder veran-
kert. Fröbel hat argumentiert, dass die Beschäftigung mit Papierfal-
ten die manuellen Fertigkeiten der Kinder fördert und gleichzeitig
deren Raumvorstellung. Noch heute wird in vielen Teilen Deutsch-
lands zu Weihnachten der Fröbel-Stern gefaltet, der in der nebenste-
henden Abbildung zu sehen ist.

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts entdeckte die Mathematik Origami für sich: T. Sundara Row war
1893 einer der Ersten, der in seinem Buch [24] Probleme wie die Konstruktion regulärer Vielecke, Ke-
gelschnitte, (approximative) Winkeldreiteilung oder das Delische Problem mit Faltungen behandelte. Wir
kommen im Abschnitt 4.1 darauf zurück. In Deutschland griff Hermann Wiener ab 1893 das Thema
Papierfalten als mathematische Disziplin auf.

Ein nächster wichtiger Schritt war die Einführung der Standard Codierung durch Akira Yoshizawa (Ja-
pan) und Sam Randlett (USA) um 1950. So werden z. B. Bergfalten strichpunktiert dargestellt, Talfalten
gestrichelt (siehe Abbildung unten links). Insbesondere Yoshizawa löste sich von den verhältnismässig
wenigen überlieferten Formen und entwickelte einen ganzen Zoo neuer Modelle. Das Bild unten rechts
zeigt Akira Yoshizawa inmitten seiner Kreationen.

Die eigentliche Mathematisierung von Origami (Origami sekkei) fand jedoch erst ab ca. 1990 statt.
Wegweisend waren dabei Arbeiten von Robert J. Lang, Tom Hull, Martin und Eric Demaine, Robert
Geretschläger und vielen anderen. Die eigentliche Origami-Axiomatik, auf die wir gleich noch genauer
eingehen, entstand zwischen 1989 und 2001 unter dem Einfluss von Jacques Justin, Humiaki Huzita und
Koshiro Hatori.

Heute existieren in vielen Ländern Origami Gesellschaften und es werden jährlich internationale Ori-
gami Konferenzen organisiert, etwa die OSME International Conference on Origami in science,
mathematics and education.

4. Die Huzita-Justin Axiome

Die Tradition der klassischen Antike erlaubt geometrische Konstruktionen nach den bekannten Regeln,
welche die Handhabung von Zirkel und Lineal festlegen. Nun legen wir diese gewohnten Werkzeuge
aus der Hand! Die folgenden Regeln bestimmen, durch welche Konstruktionsschritte aus gegebenen
oder bereits konstruierten Punkten, durch Falten neue Punkte erzeugt werden können. Punkte sind dabei
immer Schnittpunkte von Falten.

(A1) Zwei Punkte P und Q können durch eine Falte verbunden
werden. P

Q

(A2) Ein Punkt P kann auf einen Punkt Q gefaltet werden.

P

Q
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(A3) Eine Gerade g kann auf eine Gerade h gefaltet werden.

(A4) Man kann eine Falte durch einem Punkt P legen, die senk-
recht auf einer Geraden g steht.

P

g

(A5) Ein Punkt P kann so auf die Gerade g gefaltet werden, dass
die Falte durch einen Punkt Q geht.

(A6) Die Punkte P und Q können auf die Geraden g und h ge-
faltet werden.

P

g
h

Q

(A7) Ein Punkt P kann so auf die Gerade g gefaltet werden, dass
die Falte senkrecht zu einer Geraden h steht. P

g
h

Die Existenz der jeweiligen Faltung setzt dabei implizit immer voraus, dass die gegebene Konfiguration
überhaupt eine Lösung zulässt. Sind etwa in (A7) die Geraden g und h parallel und P /∈ g, so ist keine
entsprechende Faltung möglich.

(A1) entspricht also dem Legen einer Geraden durch zwei Punkte, (A2) der Konstruktion der Mittel-
senkrechten. (A3) liefert die Winkelhalbierende oder Mittelparallele, und (A4) das Lot. Man überlegt
sich leicht, dass (A5) der Konstruktion einer Tangente von Q aus an eine Parabel mit Leitlinie g und
Brennpunkt P entspricht. Die entsprechende Konstruktion mit Zirkel und Lineal ist einfach. Analog lie-
fert (A6) die gemeinsame Tangente an zwei Parablen. Die entsprechende Konstruktion ist mit Zirkel und
Lineal nicht möglich. An dieser Stelle bringt die Origami-Geometrie also tatsächlich ein neues Werkzeug
ins Spiel.

Die schon Anfang der 1990er Jahre formulierten Axiome (A1) bis (A6) handeln von den Möglichkeiten,
wie Punkte und Geraden mit anderen Punkten und Geraden durch eine Faltung zur Deckung gebracht
werden können. Dies ist durch die Pfeile in den obigen Abbildungen angedeutet. Es hat rund 10 Jahre
gedauert, bis Koshiro Hatori bemerkte, dass eine kombinatorische Möglichkeit vergessen wurde, nämlich
(A7). Später bemerkte man, dass Jacques Justin alle sieben Axiome in einem frühen Aufsatz [17] bereits
1989 aufgezählt hatte. Geometrisch ist (A7) jedenfalls auch mit Zirkel und Lineal leicht zu imitieren.
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4.1. Was man mit den Axiomen konstruieren kann

����������������	
�����
��

��
	����
����
������
��	
�
�����
��
������������

�	
����	
�����
	��� 	��


!"�

#"��$!�

Zum Aufwärmen bemerken wir, dass mit den Axiomen (A1)
bis (A7) beliebige rationale Verhältnisse konstruiert werden
können. Dies wird zum Beispiel durch die nebenstehende Kon-
struktion von Haga sichergestellt. Dabei gehen wir davon aus,
dass wir bereits ein Einheitsquadrat konstruiert haben. Man be-
achte, dass der untere Endpunkt der Strecke mit Länge 2

n+1
zwar bereits in der Figur abgelesen werden kann, jedoch noch
mit einer weiteren Falte konstruiert werden muss. Eine weitere
Falte liefert die Länge 1

n+1 . Iterativ können auf diese Weise im
Einheitsquadrat alle Stammbrüche konstruiert werden, woraus
sich schliesslich leicht auch deren Vielfache ergeben. Dem Le-
ser sei die genaue Analyse der Haga-Konstruktion in Robert
Geretschlägers Buch [13] empfohlen.

Als nächstes betrachten wir eines der drei klassischen, mit Zirkel und Lineal unlösbaren Probleme der
antiken griechischen Geometrie, die Winkeldreiteilung. Mit Hilfe der Origami-Axiome lässt sich jeder
Winkel in drei gleiche Teile teilen (Hisashi Abe 1980, Robert Geretschläger 1995). Wir gehen dabei wie-
der von einem Einheitsquadrat aus. Der zu teilende Winkel ist in der ersten Figur unten durch die untere
Seite des Quadrats und den eingezeichneten Schenkel gegeben. Nachdem in einem ersten Schritt zwei
äquidistante Parallelen zur Grundseite konstruiert werden, ist danach mit einer einzigen Anwendung von
(A6) der Winkel bereits dreigeteilt. Verfolgt man die kongruenten grünen Dreiecke, ist die Korrektheit
der Methode sofort einzusehen:

x

y

Auch das Problem der Würfelverdoppelung, das Delische Pro-
blem, ist von Peter Messer 1986 durch eine einfache Origami-
Konstruktion gelöst worden. Sie ist in der nebenstehenden Ab-
bildung zu sehen. Die beiden waagrechten Parallelen dritteln
das Einheitsquadrat. Auch hier erfordert die Konstruktion nur
noch eine einzige Anwendung von (A6). Eine kurze Rechnung
zeigt, dass x

y = 3
√

2 gilt. Sowohl für die Winkeldreiteilung als
auch für das Delische Problem hat Koshiro Hatori weitere Kon-
struktionen gefunden (siehe [15]).

Die folgende kleine Liste illustriert weitere Konstruktionen,
die der Origami-Geometrie zugänglich sind, jedoch innerhalb
der Zirkel- und Linealgeometrie unerreichbar bleiben:

• Das Eulerproblem: Man konstruiere ein Dreieck aus Schwerpunkt, Umkreismittelpunkt und In-
kreismittelpunkt (siehe [22]).
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• Das Problem des Alhazen: Man spiegle einen Lichtstrahl ausgehend von einem Punkt A an einem
gegebenen Kreis so, dass er anschliessend durch einen gegebenen Punkt B geht (siehe [2], [16]).

• Nullstellen von Polynomen bis Grad 4: Mit Zirkel und Lineal können Nullstellen von quadrati-
schen Polynomen konstruiert werden, die Origami-Axiome erlauben die Konstruktion von Null-
stellen von Polynomen bis zum Grad 4 (siehe [12], [9]).

• Reguläre n-Ecke sind mit Origami für n = 2a3b p1 p2 . . . pk konstruierbar, wobei pi verschiedene
Pierpont Primzahlen sind, d. h. von der Form 2c3d +1 (siehe [21]). Diese Bedingung lässt sich mit
der Eulerschen Phi-Funktion äquivaltent so ausdrücken: ϕ(n) = 2e3 f .

Eine genauere Analyse zeigt den Zusammenhang der Origami-Axiome mit anderen Axiomensystemen.
Zwei Geometrien heissen äquivalent, wenn jede Konstruktionsaufgabe, die mit den Regeln der einen
Geometrie lösbar ist, auch mit den Regeln der anderen Geometrie bewerkstelligt werden kann, und um-
gekehrt. In diesem Sinne gilt:

• (A1) bis (A5) ist äquivalent zur Geometrie mit Zirkel und Lineal (siehe [11]).

• (A1) bis (A7) ist äquivalent zu (A6) (diese Bemerkung findet sich auf der Web-Seite von Koshiro
Hatori [15]).

• (A1) bis (A7) ist äquivalent zur Neusis-Geometrie und zur Mira-Geometrie (siehe [21]).

Die Mira ist ein halbdurchlässiger Spiegel, den man senkrecht
auf seine Konstruktionsebene stellt. Indem man sie so lange
verschiebt, bis zum Beispiel Punkte hinter dem Spiegel zur
Deckung mit dem Spiegelbild von Geraden vor dem Spiegel
gebracht werden, führt man gerade eine Origami-Konstruktion
aus: Die Schnittgerade der Mira mit der Konstruktionsebene ist
gerade die Position der Falte (siehe die nebenstehende Abbil-
dung).

Die Neusis-Geometrie bedient sich eines Zirkels und eines Lineals, auf dem zusätzlich zwei Markierun-
gen angebracht sind. Dabei ist es zum Beispiel erlaubt, das Lineal solange um einen Punkt zu drehen, bis
die beiden Markierungen mit zwei gegebenen Geraden inzident sind.

Inzwischen wurden auch Origami-Geometrien höherer Ordnung untersucht: Dabei erlaubt man mehr
als nur eine Falte simultan so zu legen, dass gewisse Inzidenzen auftreten (siehe [3]).

5. Spezielle Probleme

5.1. Das Margulis Napkin Problem

Faltet man eine Serviette in die Ebene, so ist die
bedeckte Fläche offensichtlich kleiner als die ur-
sprüngliche. Aber gilt dies auch für den Umfang?
Diese Frage wird Grigory Margulis zugeschrieben.

Falls man sequentiell entlang von Geraden faltet, nimmt der Umfang tatsächlich monoton ab. Dies wurde
von Vladimir Arnold gezeigt, wobei in seiner Version die Serviette durch eine russische Rubel-Note er-
setzt wird (siehe [4]). Lässt man jedoch beliebige Faltungen zu, so ist die Vermutung falsch (siehe [18]).
Tatsächlich sind Faltungen bekannt, mit denen ein beliebig grosser Umfang erreicht werden kann (sie-
he [25])!

5.2. Wie oft kann man ein Papier falten?

Ein bekannter Mythos besagt, dass es nicht möglich ist, ein Papier öfter als 7 Mal hintereinander immer
zur Hälfte zu falten. Wer es mit einem A3 (oder noch grösseren Papierformat) probiert, wird dies gern
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bestätigen. 2001 zerstörte die junge High School Studentin Britney Gallivan diesen Mythos, indem sie
einen langen Papierstreifen 11 mal faltete (siehe Abbildung). Ein Jahr später schaffte sie es sogar, ein
1200 Meter langes Toilettenpapier 12 Mal immer zur Hälfte zu falten.

L =
πd
6
(2n +4)(2n−1)

Die Formel von Gallivan, links in der obigen Abbildung, zeigt den Zusammenhang zwischen der nötigen
Länge L des Papiers mit dessen Dicke d bei n Faltungen.

5.3. Fold and cut

Ein beliebtes Kinderspiel ist der Scherenschnitt: Ein
Stück Papier wird gefaltet, dann ein Stück davon abge-
schnitten und schliesslich bestaunt man nach dem Ent-
falten das Resultat. Interessant ist die umgekehrte Fra-
ge: Welche Figuren lassen sich auf diese Weise über-
haupt herstellen? Als besondere Herausforderung soll da-
bei nur ein einziger Schnitt entlang einer Geraden zuge-
lassen sein. Die nebenstehende Abbildung zeigt ein Falt-
muster, welches mit einem einzigen geraden Schnitt einen
Schwan ergibt. Die erstaunliche Antwort auf die allge-
meine Frage ist ein Satz von Martin und Eric Demaine,
Anna Lubiw und Joseph O’Rourke (siehe [8]):

Satz 1 Sei P ein Polygon (nicht notwendig zusammenhängend). Dann existiert eine Faltung und ein
gerader Schnitt, so dass exakt das Polygon P resultiert.

Der Beweis ist konstruktiv: Es existieren mittlerweile mehrere Algorithmen, welche bei gegebenem Po-
lygon ein entsprechendes Faltmuster berechnen.

5.4. Ulams Briefmarkenproblem

Wer schon einmal versucht hat einen Medikamentenbeipackzettel nach dem Lesen wieder in seine ur-
sprüngliche Form zu falten, kennt das Problem: Es will nicht gelingen! Aber warum?

Tatsächlich ist bereits das eindimensionale Analogon dieser Frage ein verzwicktes Problem, das auf den
polnischen Mathematiker Stanislaw Marcin Ulam zurückgeht. Er fragte nämlich:

Auf wieviele Arten kann man einen String von n Briefmarken falten?

Dabei hält man die Lage und Orientierung der linken Marke fest und faltet so lange entlang der Perfo-
rationen, bis es nicht mehr geht, das heisst, bis man einen Stapel von der Grösse einer Marke erhalten
hat.

→
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Die Abbildung zeigt alle 6 möglichen Faltarten bei n = 3 Briefmarken von der Seite gesehen. Der kleine
schwarze Balken markiert dabei die Vorderseite der linken Marke. Man hat mit Computerprogrammen
(siehe [20]) die Anzahl Faltungen für kleine Werte von n berechnet. In Neil Sloanes On-Line Encyclo-
pedia of Integer Sequences [23] ist die Folge bis n≤ 45 unter der Nummer A000136 zu finden.

Briefmarken 2 3 4 5 6 7 8 9
Anzahl Faltungen 2 6 16 50 144 462 1392 4536

Erstaunlicherweise ist jedoch bis heute weder eine explizite noch eine rekursive Formel für die Anzahl
der Faltungen bekannt.

5.5. Die Paperfolding Folge

Wir betrachten eine 0-1-Folge mit dem folgenden Bildungsgesetz:

Beginne mit der Folge, die aus einer einzigen 1 besteht. In jedem Schritt wird
dann eine alternierende Folge von 1 und 0 zwischen die bestehenden Ziffern
geschoben (inklusive vorn und hinten).

Die folgende Tabelle zeigt die ersten vier Schritte. Die eingeschobenen Ziffern sind dabei jeweils fett
dargestellt.

1. Schritt: 1
2. Schritt: 1 1 0
3. Schritt: 1 1 0 1 1 0 0
4. Schritt: 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0

Wenn wir 1 als Berg- und 0 als Talfalte lesen, so entspricht diese Folge gerade dem Faltmuster, welches
entsteht, wenn man einen langen Papierstreifen durch fortgesetztes Halbieren in der selben Richtung
immer wieder faltet (siehe auch die nächste Abbildung). So hat ja auch Britney Gallivan ihren Streifen
gefaltet! Und in der Tat sind auch viele Beipackzettel zuerst einmal quer, und anschliessend fortgesetzt
nach dieser Art längs gefaltet.

Wenn wir die Folge näher betrachten, bemerken wir, dass in jedem Schritt die vorangegangene Folge ein
Startstück der neuen Folge ist. Somit definiert die Konstruktion eine eindeutige unendliche 0-1-Folge.

Eine interessante Struktur entsteht, wenn wir den nach dem be-
schriebenen Muster gefalteten Papierstreifen wieder auffalten,
allerdings nur so weit, dass jede Falte in einem 90◦ Winkel
verbleibt. Rechterhand sind die ersten drei Schritte dieser Kon-
struktion dargestellt.

1

11

0

1 1

0 1

1

0

0

Auf diese Weise erhält man im Limes
das links abgebildete Fraktal, die soge-
nannte Drachenkurve.
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5.6. Metamorphosen

Auf Albrecht Dürer geht die Frage zurück, ob jedes konvexe Polyeder entlang seiner Kanten so auf-
geschnitten werden kann, dass das entstandene Netz überlappungsfrei in die Ebene gelegt werden kann.
Diese scheinbar elementare Frage ist bis heute ungelöst. 1997 wurde immerhin bewiesen, dass die Ant-
wort positiv ausfällt, wenn man erlaubt, nicht nur entlang der Kanten zu schneiden (siehe [1]).

Man kann Dürers Frage auch umkehren:

Welche Polygone können entlang ihrer Kanten so geklebt werden, dass ein konvexes Polyeder entsteht?

Hier muss allerdings noch spezifiziert werden, wie geklebt werden darf. Es gibt die Varianten:

• Edge-to-edge gluing: Hier darf nur eine Kante des Polygons auf eine andere gleich lange Kante
geklebt werden. Dieses Problem wurde abschliessend gelöst: Anna Lubiw und Joseph O’Rourke
gaben 1996 in [19] einen Algorithmus an, der für jedes Polygon als Antwort die Anzahl und Art
der Klebungen berechnet, die ein Polyeder liefern.

• Non edge-to-edge gluing: Hier erlaubt man, dass der Rand beliebig verklebt werden darf. In diesem
Fall kann jedes Polygon in ein Kontinuum von Polyedern geklebt werden. Allerdings sind nur
endlich viele davon kombinatorisch verschieden (siehe [7]).

Das klassische Würfelnetz kann beispielsweise neben
dem Würfel in genau vier weitere Polyeder gefaltet wer-
den, eines davon ist degeneriert und liegt in einer Ebe-
ne (siehe die nebenstehende Abbildung). Faltet man das
Würfelnetz gemäss den eingezeichneten Faltmustern, so
entstehen (von links nach rechts) ein doppelt überlagertes
Viereck, ein fünfeckiges Polyeder, ein Tetraeder und ein
Oktaeder.

6. Faltmuster

6.1. Lokale Faltbarkeit

Wenn man ein ebenes Origami-Modell auffaltet und aufmerksam betrachtet, stellt man fest, dass sich
Falten nicht in beliebiger Weise in einem Punkt (Knoten) treffen können. Tatsächlich gilt der folgende
erstaunliche Satz:

Satz 2 (Maekawa-Justin) Seien M die Anzahl Bergfalten und V die Anzahl Talfalten, die in einem Kno-
ten eines flach faltbaren Faltmusters zusammenlaufen. Dann gilt |M−V |= 2.

Beweis (nach Siwanowicz): Betrachten wir also einen Punkt, in dem sich n = M+V Falten treffen. Wir
falten das Papier in einer Umgebung dieses Knotens flach, schneiden die Ecke ab und betrachten den
entstandenen Querschnitt:
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Wir sehen ein degeneriertes n-Eck. Dabei entspricht eine Talfalte einem Innenwinkel von 0 und eine
Bergfalte einem Innenwinkel von 2π. Die Innenwinkelformel liefert also 0 ·V + 2π ·M = (n− 2)π =
(M+V −2)π. Somit folgt M−V =−2. Dreht man das Papier um, so erhält man das andere Vorzeichen.

2

Als Nebenprodukt erhalten wir noch:

Folgerung 3 Der Grad jedes Knotens ist gerade.
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Beweis: n = M+V = M−V +2V =±2+2V . 2

Auch die Winkel zwischen den Falten eines Knotens sind nicht beliebig:

Satz 4 (Kawasaki-Justin) In einem Knoten seien die Winkel zwischen den Kanten reihum mit α1,α2, . . . ,
α2n bezeichnet. Es gilt: Der Knoten ist flach faltbar genau dann wenn

α1−α2 +α3− . . .+α2n−1−α2n = 0.

Dieser Satz gilt auch dann, wenn das Papier nicht eben, sondern wenn der Knoten im ungefalteten Urzu-
stand in der Ecke eines Kegels lag.

Beweis: Sei der Knoten flach gefaltet. Umrundet man (auf dem gefalteten Papier) den Knoten auf ei-
nem Kreis, so kehrt sich der Umlaufsinn bei jeder Kante um. In der alternierenden Summe ergibt der
dabei zurückgelegte Winkel 0, da man den Knoten im gefalteten Zustand nullmal umrundet hat und am
Ausgangspunkt wieder ankommt.

Die Umkehrung überlassen wir dem Leser. 2

6.2. Globale Faltbarkeit

Die Frage, wann ein Faltmuster global flach faltbar ist, gestaltet sich weitaus heikler, als die lokalen
Betrachtungen. Ein einfacher Satz ist immerhin die folgende Tatsache:

Satz 5 (Meguro) Jedes Faltmuster ist zweifärbbar.

Als Illustration zeigt die nebenstehende Figur das Faltmuster
des klassischen Origami-Kranichs.

Beweis des Satzes von Meguro: Man stattet das Papier mit ei-
ner Orientierung aus. In gefaltetem Zustand färbt man, je nach
Orientierung, jeden Punkt blau oder weiss. Über jede Faltkante
hinweg ändert sich dann die Farbe. 2

Will man ein gegebenes Faltmuster tatsächlich falten, ist zu beachten, dass sich das Papier nicht selbst
durchdringen kann. Ein Satz, der diese Bedingung formuliert, stammt von Toshikazu Kawasaki:

Satz 6 (Kawasaki) Es seien αi die fortlaufenden Winkel zwi-
schen den Kanten, die in einem Knoten zusammenlaufen. Gilt
dann αi < αi−1 und αi < αi+1, so sind die beiden αi bildenden
Kanten nicht beides Bergfalten und nicht beides Talfalten.

Als Beweis des Flügeltürensatzes von Kawasaki soll die ne-
benstehende Abbildung genügen.

Darüber, wie schwierig es ist ein gegebenes Faltmuster tatsächlich zu falten, gibt der folgende Satz
Auskunft:

Satz 7 (Bern und Hayes, 1994) • Bei gegebenem Faltenmuster ist das Problem zu entscheiden, ob
es flach faltbar ist, NP-vollständig.

• Sogar wenn die Zuordnung der Berg- und Talfalten vorgegeben ist, ist das Problem eine gültige
Faltung in die Ebene zu finden, NP-vollständig.

Insbesondere wirft dieser Satz ein bezeichnendes Licht auf das Problem mit dem Medikamentenbeipack-
zettel!
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7. Origami Design

Wie faltet man aus einem quadratischen Stück Papier ohne Schere und Leim ein Kunstwerk wie in der
untenstehenden Abbildung? Und wie findet man das ebenfalls abgebildete Faltmuster (rechts) dazu?

Erstaunlicherweise hilft hier die Mathematik ein Stück weiter. Überlegen wir uns, welcher Bereich des
Papiers später einmal ein Horn des Drachens, einen Zeh, oder eine andere Extremität werden soll. Offen-
bar ist daran eine nahezu kreisförmig Umgebung eines Punktes beteiligt (siehe die Abbildung unten). Je
nachdem ist es nur ein Halbkreis oder ein Viertelkreis, wenn der Punkt am Rand oder in einer Ecke liegt.
Für jede Extremität der künftigen Origami-Figur ist also eine Kreisscheibe auf dem Papier zu reservie-
ren. Für die optimale Verteilung von Kreisscheiben (sogenannte Kreispackung) auf einem Quadrat sind
jedoch Algorithmen bekannt. Die Kreiszentren werden dann mit Falten verbunden und weitere Falten
so gelegt, dass die im letzten Abschnitt erwähnten Bedingungen zur lokalen und globalen Faltbarkeit
erfüllt sind. Robert Lang hat dazu Programme (TreeMaker und ReferenceFinder) entwickelt, die einem
zu einer gewünschten Grundfigur ein entsprechendes Faltmuster vorschlagen. Die Abbildung unten zeigt
das Faltmuster für die Grundfigur von Robert Langs Tarantel aus [18].
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8. Sind Falten immer gerade?

1939 wurde im American Mathematical Monthly die Frage gestellt, ob Falten immer gerade sind. Die
Antwort kam postwendend ein Jahr später in der selben Zeitschrift: Ja, Falten sind immer gerade. 1999
lautete die Antwort, wieder im American Mathematical Monthly: Nein, Falten sind nicht immer gerade.

Dieser scheinbare Widerspruch rührt von der unpräzisen Fragestellung her. Wer schon einmal die Pom-
messchachtel bei McDonald’s genauer betrachtet hat, weiss, dass gekrümmte Falten sogar sehr nützlich
sein können:

Die Frage wurde jedenfalls abschliessend geklärt im folgenden
Satz (siehe [10]):

Satz 8 (Fuchs, Tabachnikov) Assume that for every point x
of δ the curvature of γ at the respective point f (x) is greater
than the curvature of δ at x. Then there exist exactly two exten-
sions of f to a plane neighborhood of δ yielding developable
surfaces, containing γ.

Tatsächlich findet man diese Aussage bereits bei Blaschke [6]
oder Bianchi [5, §109]. Und krumme Falten sind etwa im
Bauhaus-Design schon viel länger etabliert: Die Abbildung
rechts zeigt eine Bauhaus-Studie von Josef Albers, 1928.
In [14] berechnet Robert Geretschläger konkret, wie gegebe-
ne Kurven als Falte realisiert werden können.

Mit krummen Falten hat sich auch David Huffman (er wurde durch die nach ihm benannte Huffman-
Kodierung zur Kompression von Daten bekannt) in den 1970er Jahren befasst. Wir schliessen diesen
Bericht mit einigen Bildern seiner Werke:
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