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La vie de Michel Plancherel

Les racines. La personnalité de Michel fut beaucoup influencée par celle
de son père. Donat Plancherel, le père de Michel, naquit en 1863 à Bussy, un
village dans le district de la Broye du canton de Fribourg, non loin d’Esta-
vayer. Il travailla comme instituteur à Villaz-Saint-Pierre puis à Bussy. Dès
1892, la famille Plancherel, composée de Justine et de 8 enfants (dont 2
moururent en bas âge) s’installa à Fribourg où Donat Plancherel occupa si-
multanément les postes d’administrateur de l’imprimerie St-Paul (gérance
de ses ateliers et de ses diverses publications), de professeur au Collège
St-Michel (1896–1912) et à l’Ecole secondaire de jeunes filles où il était
chargé des cours de comptabilité et de calcul commercial.

Fig. 1. Donat Plancherel, père de Michel.

De par sa fonction à l’imprimerie St-Paul, il eut un contact direct avec La
Liberté dont les rédacteurs appréciaient ses connaissances en comptabilité,
son esprit d’ordre et de conciliation, son affabilité et sa droiture parfaite.
Ces qualités, unies à un travail acharné, et le souci constant d’améliorer les
instruments de travail dont il avait la garde, le rendirent indispensable au
sein de l’équipe de l’imprimerie. Il fit encore bénéficier de sa science et de
son expérience la chose publique, à laquelle il se dévoua durant les légis-
latures qu’il passa au conseil général de la Ville de Fribourg. Les rapports
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qu’il présentait, en tant que rapporteur financier, étaient décrits comme un
modèle de concision et de clarté.

Donat Plancherel décéda à Fribourg le 27 mai 1912 à l’âge de seulement
49 ans.

Michel Plancherel naquit le 16 janvier 1885 à Bussy. Il est l’aîné des 8
frères et sœurs qui composaient la famille Plancherel. Son père était alors
tout jeune maître d’école. Il n’avait que 7 ans lorsque la famille déménagea
à Fribourg.

Michel fit donc ses études de 1896 à 1903 au Collège St-Michel, dans les
classes de la section dite industrielle de ce temps-là, qui préparait en par-
ticulier les candidats à l’Ecole polytechnique fédérale à Zürich. Il finit ses
études au collège avec un Baccalauréat ès sciences en 1903. Ayant le goût et
des dispositions spéciales pour les mathématiques, il s’inscrivit à la Faculté
des sciences à l’université de Fribourg de 1903 à 1907, où il eut comme pro-
fesseurs les mathématiciens hollandais et tchèque Mathieu Frans Daniels
et Mathias Lerch. Lerch avait la chaire de mathématiques pures et effectuait
ses recherches principalement dans la théorie des nombres et en analyse.
En effet, Lerch gagna le grand prix de l’Académie des Sciences à Paris en
1900 pour un travail sur la théorie des nombres. Aujourd’hui on connaît,
par exemple, la fonction de Lerch et la formule de Lerch.

Fig. 2. Mathias Lerch, directeur de thèse de Michel

La carrière du mathématicien Plancherel. Michel Plancherel fit sous la
direction de Lerch une thèse brillante sur un sujet dans la théorie des
nombres et obtint en 1907 à l’âge de seulement 22 ans son doctorat ès
sciences mathématiques, à la veille du départ de son maître, appelé à l’Uni-
versité de Brno, en Moravie. Sa thèse [1] s’intitule : Sur les congruences (mod
2m) relatives au nombre des classes des formes quadratiques binaires aux



Michel Plancherel, une vie pour les mathématiques et pour le prochain 3

coefficients entiers et à discriminant négatif, tout un programme ! Il avait
rédigé cette thèse en partie pendant une période de service militaire.

Avec l’aide d’une bourse de l’Etat de Fribourg, il continua ses études à
l’Université de Göttingen (1907–1909) et à Paris (1909–1910) au collège de
France et à la Sorbonne. A Göttingen, il suivit en particulier les cours de Fe-
lix Klein, David Hilbert et Edmund Landau. Il fit là-bas la connaissances de
Hermann Weyl aux côtés duquel il devait plus tard enseigner à l’Ecole po-
lytechnique fédérale à Zürich pendant une dizaine d’années ; à la Sorbonne
et au Collège de France enseignaient alors Emile Picard, Henri Lebesgue,
Edouard Goursat, Jacques Hadamard et d’autres, soit les grands noms de
la mathématique française de cette époque.

En 1910, Plancherel fut nommé privat docent de mathématiques à l’Uni-
versité de Genève et dès 1911 professeur extraordinaire puis ordinaire
(1913) à Fribourg, comblant ainsi la lacune laissée, à côté de la chaire de
mathématiques appliquées du professeur Daniels, par le départ de Lerch
en 1906.

Après la mort de son père en 1912, Michel, l’aîné de ses frères et sœurs,
assista sa famille. En même temps, il était très reconnaissant pour la bourse
de l’Etat de Fribourg qui lui avait permis d’étudier à l’étranger. Par consé-
quent, il refusa alors des appels de Berne et de Lausanne. En 1919 et 1920,
Plancherel servit comme doyen de la faculté des sciences. Il resta à Fribourg
jusqu’en 1920 quand il devint professeur de mathématiques à l’Ecole po-
lytechnique fédérale de Zürich, succédant au professeur Adolphe Hurwitz,
et il s’établit à Zürich, où il occupa la chaire de mathématiques supérieures
pendant 35 ans, jusqu’à sa retraite en 1955. Entre 1928 et 1931, Plancherel
fut doyen de la section de mathématiques et de physique.

La confiance de ses collègues le porta à la dignité de recteur de l’ETH
qu’il revêtit de 1931 à 1935. C’est pendant son quadriennat qu’a été insti-
tué la Journée de l’ETH, qui est en somme la fête annuelle de cette école,
ce qui montre qu’il avait aussi de la compréhension pour ce genre de re-
quête. A l’Ecole polytechnique fédérale, il enseignait surtout à la Section des
Mathématiques, mais donna aussi des cours aux Sections des ingénieurs
mécaniciens et des ingénieurs électriciens. Ses exposés étaient clairs, bien
que son débit rapide en français ne fut pas toujours facile à saisir. Aux
examens, il était d’une sévérité militaire, mais toujours correct et juste. Il
appliquait à ses élèves à peu près la discipline à laquelle il s’était soumis
lui-même. Un petit éclairage sur le personnage de Michel Plancherel nous
est rapporté : lorsqu’il faisait ses calculs, il sifflotait. . . un autre jouait du
violon, tout faux !

Michel Plancherel était avant tout un savant. Ses travaux de haute va-
leur scientifique forment une suite ininterrompue. Ses recherches se dis-
tinguaient par leur maturité et leur précision, ses cours, par leur clarté
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Fig. 3. Michel Plancherel à l’ETH Zürich.

pénétrante, leur animation entraînante et l’élégance de sa diction. Sous sa
direction magistrale sont nées un grand nombre de thèses de valeur (voir
la liste en annexe), qui ont éveillé, dans les milieux spécialisés, plus d’écho
que ce n’est habituellement le cas pour des travaux de ce genre.

L’homme publique. En dépit de sa réserve personnelle et bien qu’il fut dé-
pourvu de tout orgueil et de toute envie de se mettre en avant, Michel Plan-
cherel n’était pas seulement un homme de salle d’étude. Ses collègues sur-
ent reconnaître ses éminents talents d’organisateur et le choisirent comme
quatrième président de la Société Mathématique Suisse pendent les an-
nées 1918 et 1919, juste après Marcel Grossmann (1916–17), Henri G. Fehr
(1913–15) et Rudolf Fueter (1910–12). En 1929, Michel Plancherel avait
créé avec d’autres personnalités qui partageaient son avis, la Fondation
pour l’avancement des sciences mathématique en Suisse, qu’il a présidée
pendant de longues années. Ensuite, il fut nommé vice-président du 9ème
Congrès international de mathématiques de 1932 à Zürich. Plancherel était
président de nombreuses autres institutions au service des hautes études,
de la science et de l’économie. Pour l’encouragement à la relève universi-
taire et l’unification du niveau de la culture dans l’ensemble de la Suisse, il
a fonctionné pendant environ 30 ans comme membre et comme président
de la Commission suisse de maturité.

Au militaire, Michel Plancherel avait le grade de colonel. En 1939, il a été
appelé à l’état–major de l’armée et a dirigé, pendant les années critiques
1942–1945 de la deuxième guerre mondiale, la division Presse et Radio.
C’est précisément à ce poste des plus délicats qu’il devait faire preuve de
la valeur de son caractère : calme réfléchi, impartialité, intégrité absolue et
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sens de l’essentiel, tout cela uni au tact et à l’esprit de conciliation. Il était
certes remarquable que cet office, très délicat à cette époque, soit confié à
un professeur de mathématiques, après que divers prédécesseurs se furent
révélés inaptes. On sait qu’il était très difficile, à cette dangereuse époque
des hostilités, de concilier la sauvegarde de la neutralité et la liberté de la
presse. La conduite de cette section exigeait de la sagesse, du courage ci-
vique, de la perspicacité, du tact et c’est pourquoi elle se trouve au mieux,
entre les mains du colonel Plancherel. Un germaniste connu, qui travaillait
dans cette section Plancherel, a confié plus tard, qu’au bout d’une semaine
de collaboration avec lui, toute la section s’était sentie entièrement en sé-
curité.

Sous le manteau du colonel battait pourtant aussi un cœur chaleureux
et secourable, comme l’a prouvé son dévouement à l’Œuvre de secours en
faveur des étudiants réfugiés en Suisse. En 1956, après la fuite en Suisse
d’environ 550 étudiants hongrois, la Conférence des recteurs avait créé une
Commission de financement, dont le seul membre agissant fut le profes-
seur Plancherel, qui parvint à réunir plus de 2 millions de francs. Pendant
la crise économique mondiale postérieure à 1930, on a pu le voir fonc-
tionner comme directeur plein d’initiative du Service volontaire de travail
dans l’agriculture. Le Secours suisse d’hiver réclama ses services comme
président à partir de 1948 et il fut un protecteur inlassable des étudiants
hongrois réfugiés.

L’homme de famille. La vie de Michel Plancherel était entièrement tournée
vers sa famille. Il eut comme principe de passer, même dans le plus grand
stress professionnel, au moins une heure par jour avec sa femme et ses
enfants.

Sa femme, Cécile Tercier, naquit le 15 janvier 1891, à l’Adrey, magni-
fique ferme fribourgeoise située à une demi-heure de Vuadens, en Gruyère.
Après avoir suivi l’école primaire de son village natal, elle compléta son
instruction à l’Institut Sainte-Croix à Bulle et aux pensionnats de Melchtal
et de Zoug.

En 1913, elle fut brillante élève de l’Ecole d’infirmière de Fribourg qui ve-
nait d’ouvrir ses portes. Ses camarades appréciaient son caractère enjoué,
sa finesse et sa belle intelligence.

Elle séjourna plusieurs mois à Rome en s’occupant de nourrissons re-
trouvés dans les ruines d’Avezzan, lors du tremblement de terre qui dé-
truisit cette localité.

Elle épousa le 8 septembre 1915 Michel, alors professeur à la Faculté des
Sciences à l’Université de Fribourg. Lorsqu’il fut appelé en 1920 à l’Ecole
polytechnique fédérale de Zürich, elle quitta Fribourg avec sa famille en
1921. Cécile et Michel eurent 9 enfants, cinq garçons et 4 filles. Deux de ses
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Fig. 4. Cécile Plancherel-Tercier.

filles, Marthe (sœur Marie Cornelia) et Marguerite ont été élèves de l’Ecole
d’infirmière de Fribourg. Quatre enfants sont mariés et treize petits-enfants
ont fait la joie de ses derniers jours.

Energique, active, pleine d’entrain, elle s’est dépensée sans compter
pour sa famille et pour les œuvres de la Mission catholique française de
Zürich. Une maladie de cœur l’obligea à suspendre ses activités et à garder
le lit depuis novembre 1952. Le 24 novembre, elle s’éteignait doucement.

Sa force, Michel Plancherel la trouvait dans ses convictions chrétiennes.
Il était lié d’amitié avec les catholiques zürichois de langue française. C’était
lui, en effet, qui en 1922 se fit l’interprète des catholiques de langue fran-
çaise auprès de Monsieur l’Evêque de Coire pour obtenir des services fran-
çais réguliers qui eurent lieu, dès lors, à l’église Saint-Antoine. Lors de la
constitution définitive du Comité de la Mission catholique française le 16
septembre 1938, il fut appelé à la présidence. C’est ainsi que durant vingt-
cinq années, Michel Plancherel exerça ses fonctions avec autorité et une
grande compétence jusqu’en 1963. En dépit de toute cette activité, Mi-
chel Plancherel n’était pas un homme public, mais toujours uniquement un
homme cherchant, par simple conscience de ses responsabilités, à accom-
plir modestement et fidèlement un devoir qu’il considérait comme allant
de soi.

Michel Plancherel mourut le 4 mars 1967 à Zürich. La mort s’est présen-
tée à lui de façon inattendue. En pleine possession de ses facultés physiques
et d’une fraîcheur intellectuelle enviable, Michel Plancherel a été violem-
ment heurté par un véhicule le soir du 1er mars, alors qu’il revenait de
l’Ecole polytechnique fédérale où il avait siégé comme expert des examens
fédéraux de maturité. Comme de coutume, il regagnait à pied son foyer de
Zürichberg. Il traversait correctement un passage de sécurité de la Glad-
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bachstrasse lorsqu’il fut renversé. Il a succombé à ses graves blessures le 4
mars 1967 sans avoir repris connaissance. Neuf enfants lui furent donnés
et vingt-et-un petits-enfants on vu le jour.

L’œuvre de Michel Plancherel

Sur le plan de la science, Michel Plancherel s’est occupé surtout de pro-
blèmes d’analyse réelle et de la théorie des séries de Fourier. Plusieurs
théorèmes de Plancherel ont acquis la célébrité et appartiennent aujour-
d’hui au bagage classique des mathématiques.

La production scientifique ne resta pas non plus sans écho à l’étranger
et lui valut de nombreux appels, par exemple du Pérou, d’Egypte, du Japon
et des Etats-Unis. Dans sa modestie bien connue, il n’en parlait pourtant
jamais, ni n’en tira des avantages. Divers honneurs lui furent attribués, en
Suisse et à l’étranger, et c’est ainsi par exemple qu’il était membre corres-
pondant de l’Académie royale de Turin et membre d’honneur de diverses
associations scientifiques. En 1954, la Société mathématique Suisse nomma
Michel Plancherel membre honoraire.

Michel Plancherel s’est occupé principalement d’analyse, de physique
mathématique et d’algèbre. Dans une série de travaux datant des années
1910, il s’est consacré à transmettre des résultats de l’analyse de Fourier
classique à des espaces fonctionnels généraux (espaces de Hilbert) en étu-
diant la sommation, la représentation de fonctions par des séries de Fourier
respectivement des intégrales de Fourier tout comme les transformations
intégrales (transformations de Fourier et Laplace) de différents systèmes
de fonctions orthogonales (polynômes de Legendre, séries de Fourier entre
autre). Il obtint des résultats fondamentaux, parmi lesquels le théorème de
Plancherel, le résultat plus connu comme théorème fondamental de l’ana-
lyse harmonique.

Ces résultats, parmi tant d’autres, il les appliqua à l’étude d’équations
différentielles partielles hyperboliques (voir, par exemple, [37], [39], [42]),
paraboliques (voir, par exemple, [37]) et elliptiques (voir, par exemple, [25],
[55], [7]), de l’équation intégrale singulière (voir, par exemple, [3], [5], [15]),
à la solution de problèmes de variation avec le procédé de Ritz (voir, par
exemple, [25]) tout comme à la théorie ergodique. Il donna par exemple en
1913 une preuve pour l’impossibilité de systèmes ergodiques mécaniques
(voir [19], [14]). En algèbre, il obtint surtout des résultats dans la théorie des
formes quadratiques (voir, par exemple, [1], [2]) et leurs applications, dans
la résolution de systèmes d’équation avec une infinité de variables (voir,
par exemple, [4], [25]) et à la théorie des algèbres de Hilbert commutatives
(théorème de Plancherel–Godemet, voir, par exemple, [8], [10]).
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Le théorème de Plancherel. Dans ce chapitre nous suivons en partie la
présentation donnée par Jean-Paul Pier dans son livre [87]. Quand Planche-
rel a commencé à s’intéresser à l’analyse harmonique, cette théorie avait
déjà eu une longue histoire. Par exemple, la formule pour les coefficient
d’une série de Fourier se trouve déjà dans l’œuvre d’Euler (voir [83]). Mais
c’était Fourier qui épanouit ce domaine :

« Les questions de la théorie de la chaleur offrent autant d’exemples de
ces dispositions simples et constantes qui naissent des lois générales
de la nature ; et si l’ordre qui s’établit dans ces phénomènes pouvait
être saisi par nos sens, ils nous causeraient une impression comparable
à celles des résonances harmoniques. »

(Jean-Baptiste Joseph Fourier)

Les fonctions périodiques apparaissent très fréquemment dans la nature :
pendule, signaux électriques, des ondes. . . Les fonctions trigonométriques
sont les fonctions périodiques les plus simples. Le problème de la décom-
position d’une fonction en série de Fourier est le suivant : quelles types
de fonctions s’écrivent (se décomposent) comme somme des ces fonctions
périodiques élémentaires ? Autrement dit, est-ce que la série de Fourier de
f converge ? En quel sens ? Si oui, est-ce vers f ? Ces questions, abordées à
la suite des travaux de Joseph Fourier sur l’équation de la chaleur en 1830,
ont suscité beaucoup de travaux chez les plus grands mathématiciens (Di-
richlet, Cantor, Lebesgue), et font encore l’objet de recherches actives.

L’idée a surgit naturellement de problèmes en astronomie ; en fait, on a
découvert que les Babyloniens utilisaient une forme primitive de séries de
Fourier pour la prédiction d’événements célestes.

Un des problèmes les plus intéressants qui occupa les scientifiques du
XVIII siècle et qui se présente fréquemment en physique dans les problèmes
en relation avec des processus oscillatoires, fut celui de la corde vibrante.
On peut décrire la situation la plus élémentaire de la manière suivante :
supposons qu’on tende une corde flexible et que ses extrémités sont fixées
aux points (0,0) et (π,0) sur l’axe des abscisses. On tire alors la corde
vers le haut jusqu’à ce qu’elle prenne la forme d’une courbe donnée par
l’équation y = f(x) et on la lâche. La question qui se pose est : quel est le
mouvement décrit par la corde ? Si ses déplacements se trouvent toujours
dans le même plan et si le vecteur du déplacement est perpendiculaire, à
tout moment, à l’axe des abscisses, le mouvement sera alors donné par
une fonction u(x, t) représentant le déplacement vertical de la corde, où
0 ≤ x ≤ π est la position et t ≥ 0 est le temps. Donc, pour chaque valeur
fixée de t, u(x, t), comme fonction de x ∈ [0, π], est la forme qu’aura la
corde à ce moment t. Le problème qui se pose est obtenir u(x, t) à partir
de f(x). Le premier qui élabora un modèle approprié pour ce problème
fut d’Alembert (1747) qui montra que la fonction u doit, dans des unités
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appropriées, satisfaire les conditions suivantes :

∂2u
∂t2

= ∂
2u
∂x2

pour 0 < t, 0 < x < π,

u(x,0) = f(x) pour 0 < x < π,
∂u
∂t

= 0 pour 0 < x < π,

u(0, t) = u(π, t) = 0 pour 0 ≤ t.

La première condition est une équation aux dérivées partielles de 2ème
ordre connue sous le nom d’équation d’onde. La deuxième condition repré-
sente la position initiale de la corde, tandis que la troisième nous dit que
la vitesse initiale est nulle. La dernière exprime le fait que les extrémités
de la corde sont fixes. D’Alembert démontra que la solution du problème
est donnée par

u(t,x) = 1
2

(
f̃ (x + t)+ f̃ (x − t)),

où f̃ est le prolongement impaire de période 2π de la fonction f .
Le résultat de d’Alembert confirma que la position future de la corde

est complètement déterminée par sa position initiale.
L’interprétation physique de la solution de d’Alembert est très intéres-

sante : la fonction f̃ (x + t) représente une onde qui se déplace vers la
gauche à vitesse 1 et de manière analogue, la fonction f̃ (x − t) représente
une autre onde qui se déplace vers la droite à vitesse 1. La solution du
problème est donc la superposition de deux ondes.

Euler (1748) proposa de représenter f̃ sous forme d’une série de sinus

f̃ (x) =
∞∑
n=1

an sin(nx),

avec la conséquence que

u(x, t) =
∞∑
n=1

an cos(nt) sin(nx).

L’harmonique simple cos(nt) sin(nx) est interprétée comme un mode fon-
damental de la corde et la fréquence n

2π comme un de ses tons fondamen-
taux. La même idée était avancée par Daniel Bernoulli (1753) et Joseph Louis
Lagrange (1759). La recette pour trouver les coefficients

an = 2
π

∫ π
0
f(x) sin(nx)dx,
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plus tard associés au nom de Fourier, apparaît pour la première fois dans
un article de Euler (voir [83]).

La contribution de Fourier commence en 1807 avec son étude sur le
problème de la propagation de la chaleur

∂u
∂t

= ∂
2u
∂x2

présenté à l’Académie des Sciences en 1811 et publié en partie sous le nom
de Théorie analytique de la chaleur (1822). Il fit une sérieuse tentative pour
prouver que toute fonction lisse par morceaux f peut être prolongée en
une série trigonométrique. Une preuve satisfaisante a été trouvée après par
Dirichlet (1829). Riemann (1867) fit également d’importantes contributions
à ce problème.

La clef pour de nouvelles avancées fut donnée par la nouvelle intégrale
de Lebesgue (1904). L’idée était de considérer la classe L2(a, b) des fonc-
tions f Lebesgue mesurables avec

‖f‖2 =
(∫ b

a
|f(x)|2 dx

) 1
2
<∞.

Au sujet de la série de Fourier se poseront, d’une part, la question de l’uni-
cité du développement, d’autre part, celle de l’existence d’une limite pour
les différents modes de convergence imaginables.

En effet, la convergence est étudiée très tôt dans l’espace de Hilbert L2.
Parlant du procédé général de la résolution d’équations intégrales linéaires
mis au point par Hilbert, Frigyes Riesz met l’accent sur l’importance du
problème suivant (voir [90], [91]) :

Soit (φi) un système orthonormé réel de fonctions définies sur un in-
tervalle [a, b], c’est-à-dire,∫ b

a
φi(x)φj(x)dx = δij

où le symbole de Kronecker δij = 0 si i ≠ j et δij = 1 si i = j. A toute
fonction φi on associe un nombre réel ai. Sous quelles conditions existe-

t-il une fonction f telle que
∫ b
a f(x)φi(x)dx = ai quel que soit i ? Riesz

démontre que, pour qu’il existe f ∈ L2(a, b) de ce type, une condition
nécessaire et suffisante est la convergence de

∑
i a2
i .

Un peu antérieurement à Riesz et indépendamment de lui, Ernst Fi-
scher [84] obtient un résultat équivalent, mais qu’il publie un peu plus tard.
Il commence par établir les importantes formules généralisant la conver-
gence des séries. Soit f ,g ∈ L2(a, b) alors le produit fg ∈ L1(a, b), et

(∫ b
a
f(x)g(x)dx

)2
≤
(∫ b

a
f(x)2 dx

)(∫ b
a
g(x)2 dx

)
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et aussi

(∫ b
a
(f (x)+ g(x))2 dx

) 1
2 ≤

(∫ b
a
f(x)2 dx

) 1
2 +

(∫ b
a
g(x)2 dx

) 1
2
.

Fischer en déduit que si (fn) constitue une suite de Cauchy pour la norme
‖ · ‖ dans L2(a, b), elle converge vers un élément de L2(a, b) relativement
à cette norme. Soit maintenant la famille orthonormée (φn) dans L2(a, b).
Si la série

∑
n a2

n converge, alors
∑
n anφn converge vers une fonction f ∈

L2(a, b), et an =
∫ b
a f(x)φn(x)dx pour chaque n.

Ici se place le mémoire Contribution à l’étude de la représentation d’une
fonction arbitraire par des intégrales définies [10] dans lequel Plancherel
fait prendre conscience de certains aspects essentiels de l’analyse de Fou-
rier. Il attribue aux travaux de Fredholm l’impulsion qui a donné naissance
aux recherches sur le développement d’une fonction réelle d’une variable
réelle en série de fonctions orthogonales dont « le type le plus important
et le plus anciennement connu » est le développement en série de Fourier
d’une fonction définie sur [0,2π]. Il observe que la théorie de Fredholm
fournit des conditions suffisantes, mais que les travaux de Weyl et de Haar
montrent qu’elles sont « bien loin d’être nécessaires ».

Plancherel considère dans L2(a, b) une suite de fonctions (φp) ortho-
normée. Il y adjoint l’ensemble �2 de suites réelles (an) telle que

∑∞
n=1 a2

n
converge. La suite (φp) est dite complète s’il n’existe pas de fonction ψ ∈
L2(a, b) de norme 1 telle que

∫ b
a ψ(x)φp(x)dx = 0 pour tout p. L’inégalité

de Schwarz lui permet d’associer à f ∈ L2(a, b) les coefficient de Fourier

cp =
∫ b
a
f(x)φp(x)dx.

De l’identité de Bessel∫ b
a

(
f(x)−

n∑
p=1

cpφp(x)
)2
dx =

∫ b
a
f(x)2 dx −

n∑
p=1

c2
p

découle l’inégalité
n∑
p=1

c2
p ≤

∫ b
a
f(x)2 dx

donc, (cn) ∈ �2.
Ce cadre général fixé, Plancherel établit une nouvelle démonstration du

résultat de Riesz et Fischer. Si a = (an) ∈ �2 alors la suite fp =
∑p
n=1 anφn

converge dans L2(a, b).
D’après une propriété déjà établie par Weyl, il doit alors exister une fonc-

tion f dans L2(a, b) vers laquelle une sous-suite de (fp) converge presque
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partout ; f est unique à sa détermination sur un ensemble de mesure nulle
près. De l’inégalité

(∫ b
a
(f (x)− fq(x))φp(x)dx

)2
≤
∫ b
a
(f (x)− fq(x))2 dx

∫ b
a
φp(x)2 dx

découle ∫ b
a
f(x)φp(x)dx = lim

q→∞

∫ b
a
fq(x)φp(x)dx = ap.

De même,

lim
p→∞

∫ b
a

(
f(x)− fp(x)

)
f(x)dx = 0,

donc ∫ b
a
f(x)2dx = lim

p→∞

∫ b
a
f(x)

p∑
n=1

anφn(x)dx,

c’est-à-dire ∫ b
a
f(x)2 dx =

∞∑
n=1

a2
n.

De ces observations Plancherel déduit l’importante conclusion suivante :
si, en particulier, la suite (φn) est complète, à toute suite (an) de nombres
réels dont la série des carrés converge, est associée exactement une fonc-

tion f ∈ L2(a, b) dont le coefficient de Fourier
∫ b
a f(x)φp(x)dx est ap

quel que soit p. Pour cette fonction on a

∫ b
a
f(x)2dx =

∞∑
n=1

(∫ b
a
f(x)φp(x)dx

)2
.

Le résultat, connu sous le nom de formule de Plancherel, donnera lieu à une
gamme ininterrompue de travaux d’extension. Pour une fonction définie
sur [−π,π] et les coefficients de Fourier associés, l’identité a été établie
par Parseval en 1799 d’une manière formelle, c’est-à-dire en l’absence de
considérations de convergence.

Qualifiant le résultat du théorème de Riesz–Fischer, Plancherel note en-
core que si (ap), (bp) sont les suites constituées par les coefficients de
Fourier des fonctions f ,g ∈ L2(a, b), il a la formule de Riesz (voir [90])

∫ b
a
f(x)g(x)dx =

∞∑
p=1

apbp

Passons maintenant des séries de Fourier à la transformation de Fourier.
Rappelons brièvement la théorie de la transformée de Fourier sur L1(Rn).
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On travaille avec différents espaces définis sur Rn, à savoir les espaces
Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞, qui contiennent toutes les fonctions mesurables f tel

que ‖f‖p = (
∫ b
a |f(x)|p dx)

1
p < ∞. Le nombre ‖f‖p est appelée la norme

de f dans Lp(Rn).
Soit f ∈ L1(Rn). La transformée de Fourier de f est la fonction f̂ définie

par

f̂ (ξ) = 1
(2π)n/2

∫
Rn
f (x)e−ix·ξ dx.

L’intégrale qui définit la transformée de Fourier n’est pas définie dans le
sens de Lebesgue pour des fonctions générales dans L2(Rn) ; malgré cela,
la transformée de Fourier possède une définition naturelle sur cet espace
et une théorie particulièrement élégante.

Si on suppose que f est de carré intégrable, alors f̂ est aussi de carré
intégrable. On a le résultat suivant :

Théorème. Si f ∈ L1(Rn)∩ L2(Rn), alors ‖f̂‖2 = ‖f‖2.

Ce théorème affirme que la transformée de Fourier est un opérateur
linéaire borné défini sur le sous-ensemble dense L1(Rn)∩ L2(Rn) : en fait,
c’est une isométrie. Il existe donc une unique extension bornée, F , de cet
opérateur sur tout L2(Rn). F est appelée la transformée de Fourier sur
L2(Rn). On utilise aussi la notation f̂ = F(f) pour f ∈ L2(Rn).

En général, si f ∈ L2(Rn), cette définition de la transformée de Fourier
nous donne f̂ comme la limite L2 de la suite (ĥk), où (hk) est une suite
quelconque dans L1(Rn)∩ L2(Rn) qui converge vers f en norme L2. Il est
convenable de choisir la suite (hk) avec hk(t) = f(t) pour |t| ≤ k et nulle
partout ailleurs. Alors f̂ est la limite L2 de la suite de fonctions ĥk définies
par

ĥk(x) = 1
(2π)n/2

∫
|t|≤k

f (t)e−ix·t dt.

Un opérateur linéaire, bijectif sur L2(Rn) qui est une isométrie et agit sur
L2(Rn) est appelé un opérateur unitaire. C’est une conséquence immédiate
du théorème précédent que F est une isométrie. Donc, nous avons la pro-
priété suivante :

Théorème. La transformée de Fourier est un opérateur unitaire sur L2(Rn).

En plus, on a le théorème :

Théorème. L’inverse de la transformée de Fourier, F−1 : L2(Rn) → L2(Rn),
est obtenue en posant (F−1g)(x) = (Fg)(−x) pour g ∈ L2(Rn).
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Ces deux théorèmes forment le théorème de Plancherel. Un autre théo-
rème dû à Plancherel et connu sous le nom de formule de Plancherel nous
dit la chose suivante : soient f , f̂ , g, ĝ ∈ L1(Rn). Alors on a :∫

Rn
f (x)ĝ(x)dx =

∫
Rn
f̂ (x)g(x)dx.

André Weil [94] se rend compte que les groupes abéliens localement com-
pacts « forment le domaine naturel de l’analyse harmonique », théorie « qui
s’est développée autour de l’intégrale classique de Fourier ». Pour les gé-
néralisations des théorèmes de Plancherel dans ce cadre nous recomman-
dons [87]. Il existe aussi une version du théorème de Plancherel pour des
groupes localement compacts qui ne sont pas commutatifs.
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