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Vorwort

Die Hochschulrektorenkonferenz hat 1990 einen Katalog Grundkenntnisse in Mathematik
verbffentlicht. Darin wurde festgelegt, welcher Stoff zu Studienbeginn als bekannt voraus-
gesetzt wird. Nach der Maturitdtsreform 1995 wurde der Katalog von der DMK, der CRM
und einer Kommission der ETH Ziirich 1997 tberarbeitet und nach einer umfassenden
Vernehmlassung gesamtschweizerisch zur Umsetzung empfohlen. Seit der Jahrtausendwende
haben sich die Rahmenbedingungen wiederum geéndert. So wurde vielerorts die Schulzeit
verkiirzt, graphikfihige Taschenrechner und CAS (Computer Algebra Systeme) sowie
Geometriesoftware bieten neue Moglichkeiten im gymnasialen Mathematikunterricht.

An der Konferenz Ubergang Gymnasium-Hochschule im Oktober 2010 im Centro Ste-
fano Franscini wurde deshalb angeregt, den Katalog neu zu gestalten. Die Kommission
Gymnasium-Universitéit hat darauthin die DMK beauftragt, eine breit abgestiitzte Gruppe
aus Vertretern von DMK /CRM/CMSI und der Hochschulen zu bilden, um die Arbeit
auszufithren und das Resultat in eine allgemeine Vernehmlassung zu geben.

Das Resultat dieser Arbeiten ist der Kanon Mathematik (http://math.ch/kanon). Eine
wichtige Neuerung besteht darin, dass eine Einfithrung in die Modellierung mit Differenti-
algleichungen nicht nur im mathematisch-naturwissenschaftlichen Profil, sondern in jedem
Profil im Grundlagenfach erfolgen soll. Es zeigte sich allerdings, dass dafiir ein sowohl fiir
die Schiilerinnen und Schiiler, als auch fir die Lehrpersonen brauchbares Lehrmittel fehlt.

Das vorliegende Skript, dessen Erstellung von der ETH Ziirich unterstiitzt wurde, mochte
diese Liicke schliessen. Es zeigt an vielen Beispielen auf, was Differentialgleichungen sind,
woher sie kommen und wie sie exakt gelost werden konnen, falls dies moglich ist. Es werden
graphische und numerische Methoden vorgestellt, mit denen in jedem Fall brauchbare
angendherte Losungen gefunden werden kénnen. Das Einbeziehen moéglicher Software
(GeoGebra) und praktische Experimente runden diese Einfithrung ab.

Im Anhang findet sich ein Glossar und die Lésungen zu den Aufgaben.

Die vorliegende, gedruckte Form wurde im Unterricht erprobt. Der Zeitbedarf mit Priifung
betrégt ca. 20 Lektionen. Bei Bedarf und Interesse kénnen unter http://math.ch/dgl
folgende Ergénzungen eingesehen und heruntergeladen werden:

« Differentialgleichungen zweiter Ordnung
o Differentialgleichungen und ebene Kurven
o Differentialgleichungssysteme

Die Autoren hoffen mit diesem Skript sowohl Schiilerinnen und Schiilern als auch Lehr-
personen den Einstieg in die Thematik zu erleichtern. Natiirlich freuen wir uns iiber
Riickmeldungen jeglicher Art.

Viel Erfolg!


http://math.ch/kanon
http://math.ch/dgl

Aufwarmen

In der Welt verdndern sich Dinge dauernd. Die Mathematik hilft uns, diese Verdnderungen
besser zu verstehen. Den Schliissel zum Erfolg kennst du bereits: es ist die Idee der Funktion.

Aufgabe 1

a) Lola nimmt ein Joghurt aus dem Kiihlschrank. Fiir die Temperatur gilt:
T(t) =25—21-e %1

wobei die Temperatur 7" in °C und die Zeit ¢t seit der Entnahme in Minuten
gemessen werden. Berechne und interpretiere (mit Einheiten):
o den Funktionswert 7'(5).

die mittlere Anderungsrate % im Intervall [5, 20].

o die momentane Anderungsrate T"(5).
o den Grenzwert von T'(¢) fiir t — oo.

b) Sei T'(t) = 3e~0%. Wie lautet die Stammfunktion 7'(t), fiir welche gilt T'(0) = 0?

Wir haben die Erwédrmung des Joghurts mathematisch mit Hilfe einer Funktion beschrieben.
Wir haben also fiir diesen Vorgang ein Modell erstellt, bzw. diesen Vorgang modelliert. Es
ist klar, dass ein solches Modell nicht immer exakt die Realitdt wiedergeben kann: Die
Temperatur im Innern des Joghurts entspricht beispielsweise nur ungefdhr auch dessen
Aussentemperatur. Trotzdem ist ein solches Modell wertvoll, weil es die Moglichkeit eréffnet,
Aussagen iiber den Vorgang zu treffen und rechnerisch zu bestétigen.

Vielleicht hast du dich auch schon gefragt, wie man auf Funktionen wie 7'(¢) = 25 — 21e~0-1¢

kommt. Du wirst es bald erfahren!

Wir halten fest:

e Mit Funktionen kénnen wir Vorgidnge beschreiben. Oft verdndert sich etwas im
Laufe der Zeit. Dann wéihlen wir als unabhéngige Variable den Buchstaben ¢ (fiir das
englische Wort time) anstelle von x.

e Ist die unabhéngige Variable die Zeit ¢, dann erfasst die Ableitungsfunktion die
momentane Anderungsrate (interpretierbar als Geschwindigkeit) eines Vorganges.

« Ist die Ableitungsfunktion gegeben, erhalten wir durch Integrieren die urspriingliche
Funktion — bis auf eine Konstante — zuriick.



e Ein Modell ist immer eine Vereinfachung eines realen Vorganges, bei dem nur gewisse
Aspekte berticksichtigt werden oder werden kénnen. Ein Modell erlaubt es aber, den
Vorgang besser zu verstehen, zu analysieren und zu simulieren. Wir miissen dabei
stets tiberpriifen, wie sinnvoll unsere Berechnungen sind bzw. wie sie interpretiert
werden konnen.



KAPITEL

Die Differentialgleichung f'(x) = a - f(x)

1.1 Ein erstes Beispiel

Du kennst bereits Differentialgleichungen! Die Gleichung
flla)=-2+3
ist eine Differentialgleichung.

Bisher war es eine Gleichung bzw. die Ableitungsfunktion, mit der Du die momentane
Anderungsrate berechnet hast. Wir &ndern jetzt den Blickwinkel und sagen:

fl(x)=—2+3
ist eine Gleichung mit einer unbekannten Funktion f(x). Auch die Losung, die wir durch
Integrieren finden, kennen wir:
2

fla) = —%—1—31:4—0.

Damit haben wir unsere erste Differentialgleichung geldst! Die Lésung ist eine Funktion.
Wir haben es also mit einer neuen Art von Gleichung zu tun!

Eine Gleichung, in der die Ableitung einer Funktion auftritt, heisst
Differentialgleichung.

Die Gleichung lésen wir, indem wir eine Funktion (und keine Zahl!) suchen, welche
die Gleichung erfiillt. Eine Funktion, die eine solche Gleichung erfiillt, heisst

Losung der Differentialgleichung.

Aufgabe 2 - Differentialgleichung mit Anfangswert

a) Wie lautet die Losung der Differentialgleichung f’(t) = 2t —t + 17?



b) Welche in a) gefundene Losung besitzt den Anfangswert f(0) = 37

Natiirlich sind Differentialgleichungen noch viel mehr.

In einer Differentialgleichung tritt ndmlich in der Regel neben der Ableitung der Funktion
auch die Funktion selber auf! Dies erfahren wir im néchsten Abschnitt.

1.2 Wachstum einer Population

Stellen wir uns eine Gruppe von Hasen vor. Je mehr Hasen es sind, umso mehr Junge
werden sie gebédren. Diese werden heranwachsen und ihrerseits Junge bekommen. Die
Hasengruppe wéchst damit aber immer schneller an: Doppelt so viel Hasen bringen im
selben Zeitraum doppelt so viele Junge zur Welt!

In Zahlen konnte dies vielleicht so aussehen: Zu Beginn sind es 100 Hasen. Im ersten Monat
bekommen sie 50 Junge. Dann haben wir 150 Hasen. Wie viele Junge werden diese 150
Hasen wohl im zweiten Monat bekommen? Wir kénnen (miissen!) annehmen, dass es 75
Junge sind.

Wesentlich an diesem Beispiel ist:

» Die Hasenschar wéchst um so schneller (75 > 50), je mehr Hasen vorhanden sind
(150 > 100) und:

e Die Zunahme pro Monat betrigt gerade die Héalfte der Anzahl Hasen zu Beginn
des jeweiligen Monats. Mit anderen Worten: Die Wachstumsgeschwindigkeit ist
proportional zur vorhandenen Anzahl Hasen (Zunahme pro Monat = 0.5 x Anzahl).

Nicht nur Hasen vermehren sich, sondern alle Lebewesen, etwa Menschen oder Pflanzen.
Wir sprechen allgemein vom Wachsen einer Population.

Aufgabe 3 - Je grosser, umso schneller

Abgebildet sind zwei Graphen, die beide ein Wachstum einer Population beschreiben.
Wenn nun die Population um so schneller wéchst, je grosser sie ist: Welcher der beiden
Graphen bringt dies zum Ausdruck?

4
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Die Wachstumsgeschwindigkeit nimmt also zu, je grosser die Population ist. (Erinnerung:
je mehr Hasen es sind, umso schneller vermehren sie sich!).

Oben haben wir gesehen, dass Wachstumsgeschwindigkeit und Grosse der Population einem
einfachen ,,Gesetz“ gehorchen kénnen.

Die (plausible!) Annahme, dass die Wachstumsgeschwindigkeit einer Population - zu jedem
Zeitpunkt t - proportional zur momentanen Grosse der Population ist, driicken wir nun
mit Hilfe einer Gleichung aus:

P'(t)=a- P(t)

(Wachstumsgeschwindigkeit = Proportionalitétsfaktor x Grosse der Population).

Aufgabe 4

Die Annahme fiir unser Wachstumsmodell lautet: die Wachstumsgeschwindigkeit
(Wachstumsrate) ist proportional zur Population. Mit einem Koordinatensystem im
»Hintergrund* kénnen wir den Proportionalitatsfaktor a schitzen. Wie gross ist a im
vorliegenden Fall?

4 )k Population (in Tausend)

|
T T »

1 2 3

Hinweis: Zeichne dazu Tangenten ein und lies die Steigungen ab. Vergleiche dann diese
Anderungsraten mit den jeweiligen Funktionswerten.

Bemerkung - Selbstversténdlich ist die ,,Grosse“ der Population P(t) stets eine natiirliche
Zahl und die Funktion P(¢) macht bei jeder ,Verdnderung® einen ,Sprung®. P(t) ist also
nicht differenzierbar, so dass die Differentialgleichung P’(t) = a - P(t) zunéichst gar nicht
sinnvoll erscheint. Man behilft sich hier, wie immer bei einem Modell, mit einer Idealisierung,
was nur kleine Abweichungen von der effektiven Situation ergibt, aber - mit Hilfe der
Differentialgleichung - grosse Einsichten!



Fiir das Wachsen einer Population treffen wir folgende natiirliche Annahme:
Die Anderungsrate ist proportional zur Grosse der Population.

Die daraus abgeleitete Gleichung besitzt die allgemeine Form
fl@)=a- f(z)

und heisst

Differentialgleichung des natiirlichen oder exponentiellen Wachstums.

Der Name Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums rithrt daher, dass es sich
bei den Losungen dieser Differentialgleichung um Exzponentialfunktionen handelt.

1.3 Lo6sung der Differentialgleichung f'(x) = a - f(x)

Wenn wir die Gleichung
flz) =a- f(z)

betrachten sehen wir, dass ,im Wesentlichen* die Ableitung der Funktion gerade gleich der
Funktion selber ist. Wie lautet nun eine solche Funktion f(z)? Wir kennen dafiir einen
geeigneten Kandidaten: die Ableitung von f(z) = e® lautet f'(x) = e*!

Damit sind wir fast am Ziel. Was uns noch fehlt, ist der Faktor a. Wir erinnern uns an die
Kettenregel und sehen, dass f(z) = e* genau diesen Faktor a als innere Ableitung liefert.
Wir behaupten also: f(z) = e® 16st die Differentialgleichung

f(@) = a- f(@).

Um die Richtigkeit unserer Losung zu iiberpriifen, gehen wir vor wie immer. Wir setzen
ein: Fiir die linke Seite gilt f'(z) = a - e und fiir die rechte Seite a - f(z) = a - e**. Wir
haben also eine Losung dieser Differentialgleichung gefunden!

Es gibt aber noch weitere Losungen. Wir kénnen f(z) noch um eine Konstante C' anreichern!
Das siehst du in der folgenden Aufgabe.



Aufgabe 5 - Stammfunktionen und Konstanten

a) Zeige durch Einsetzen, dass die Funktionen f(z) = C -e%" die Differentialgleichung
f(x)=a- f(x) losen.

Hinweis: Bestimme dazu einzeln die linke und die rechte Seite. Sind sie gleich?

b) Ist auch die Funktion f(z) = e* + C eine Losung der Differentialgleichung
f@)=a-f(z)?

Aufgabe 6 - Exponentielles Wachstum, Ausbreitung einer Population
Von einer Fischpopulation P(t), t in Jahren, ist bekannt, dass die momentane Ande-
rungsrate ein Fiinftel der vorhandenen Population betrigt.

a) Wie lautet die zugehorige Differentialgleichung?
b) Welche Funktionen 16sen diese Differentialgleichung?

¢) Um die Konstante C' zu bestimmen, brauchen wir zusétzliche Information iiber die
Grosse der Fischpopulation zu einem bestimmten Zeitpunkt — einen sogenannten
Anfangswert. Wir nehmen an, dass es zu Beginn (also fiir ¢ = 0) 500 Fische gab.
Bestimme die Konstante C.

d) Skizziere den Verlauf der Kurve P(t), welche die Fischpopulation beschreibt,
qualitativ.

e) Berechne
o wie gross die Population nach 3 Jahren ist,
o wann es mehr als 3000 Fische sind.
f) Mach dir noch einmal klar, indem du es jemandem erklérst,

o wie wir ganz natiirlich auf die Differentialgleichung P’(t) = a - P(t) gestossen
sind,

o wie die Losungen lauten,

o wie die Parameter C und «a in der Losung interpretiert werden kénnen.

In der vorherigen Aufgabe haben wir die Differentialgleichung P’(¢t) = 0.2 - P(t) gelost. Die
Lésungen sind Funktionen der Form P(t) = C - %%t wobei C eine beliebige Konstante ist.
Dabei heisst

P(t) = C-e"%

die allgemeine Lisung der Differentialgleichung.



Zum Anfangswert P(0) = 500 gehort eine dieser Losungen, namlich die Funktion
P(t) = 500 - *%,
Eine solche Losung heisst spezielle Losung.

Warum diirfen wir von einer allgemeinen Losung sprechen? Es wéire doch denkbar, dass
die Differentialgleichung weitere Losungen besitzt — mit uns unbekannten Funktionen. In
der folgenden Aufgabe kannst du zeigen, dass dies nicht der Fall ist.

Aufgabe 7 - Eindeutigkeit der Losung

Zeige, dass jede Losung der Differentialgleichung f'(z) = a- f(z) die Form f(z) = C-e**
besitzt!

Hinweis: Nimm an, dass g(z) ebenfalls eine Losung ist und betrachte die Funktion

h(z) = %. Zeige jetzt, dass h'(z) = 0 gilt. Was heisst dies nun fiir h(z)? Was folgt

damit fir g(x)?

4 R

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung enthélt noch eine Konstante C'.

Eine spezielle Losung wird aus der allgemeinen Losung gewonnen, wenn wir der
Konstanten C' einen festen Zahlenwert zuweisen, etwa aufgrund eines vorgegebenen

Anfangswertes.
\ J/

Aufgabe 8 - Exponentieller Zerfall, Umweltverschmutzung

Durch einen Unfall wird ein See mit einem Giftstoff verschmutzt. Dabei gibt @ die
Masse des Giftstoffes in kg an. Aus einem Fluss gelangt frisches Wasser in den See,
wird dort mit dem verschmutzten Wasser vermischt und dann iiber einen anderen
Fluss abgefiihrt. Sei ¢ die seit dem Unfall vergangene Zeit in Tagen.

a) Zuerst ist klar, dass die Verschmutzung abnimmt, @ ist also fallend. Messungen
zeigen weiter, dass () nicht stets um den gleichen Wert abnimmt, sondern zu Beginn
schneller, dann langsamer. Sie nimmt also umso langsamer ab, je kleiner sie ist.

e Welcher der beiden folgenden Graphen bringt dies zum Ausdruck?

e Versuche in eigenen Worten zu erkléren, warum dies so ist.



‘ Verschmutzung @ Verschmutzung Q)

Zeit t Zeit 2

» >

b) Die zugehorige Differentialgleichung tragt dem Rechnung (beachte das Vorzeichen!):
Q) =-a-Qt) (a>0).
Von welchen Gegebenheiten wird der Wert von a wohl beeinflusst?
c) Wir wahlen a = 0.05. Wie lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung?

d) Der Anfangswert der Verschmutzung betriagt Q(0) = 12. Wie lautet die spezielle
Losung?

e) Berechne die sogenannte Halbwertszeit, also die Zeitdauer, die es braucht, bis sich
die Verschmutzung auf den halben Wert gesenkt hat. Ist die Halbwertszeit vom
Anfangswert abhéngig?

f) Mach dir noch einmal klar,

o wie wir ganz natiirlich auf die Differentialgleichung Q’(t) = —a- Q(t) gestossen
sind,

o was der Unterschied zwischen der allgemeinen und der spezielle Losung ist,

o wie die Parameter C und a interpretiert werden kénnen.

Wir hétten die Differentialgleichung auch wie folgt aufschreiben kénnen:

Qt)=a Q) (a<0).

Wir wahlen aber a immer positiv und schreiben demnach ,,—a“, wenn die Situation einen
negativen Proportionalitdtsfaktor erfordert. Das Vorzeichen zeigt uns dann sofort, ob es
sich um einen exponentiellen Zerfall (—) oder um ein exponentielles Wachstum (+) handelt.

1.4 Riickblick

« Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der eine Ableitung der gesuchten
Funktion vorkommt.

o Eine Losung einer Differentialgleichung ist keine Zahl, sondern eine Funktion!
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o Als wichtiges Beispiel haben wir die Differentialgleichung des natiirlichen oder
exponentiellen Wachstums kennengelernt:

F)=a- f().

Sie stellt eine Beziehung her zwischen der unbekannten Funktion f(x) und ihrer
Ableitung f/(x) und besitzt die allgemeine Losung

flz)=C-e".

Ist ein Anfangswert vorgegeben, konnen wir die Konstante C' bestimmen. Wir
erhalten damit eine spezielle Losung.



KAPITEL

Die Differentialgleichung f'(x) = a- f(x) + b

2.1 Abkiihlungsgesetz von Newton

Aufgabe 9 - Kaffee

Wir stellen einen 70 °C heissen Kaffee nach draussen, wo es 0°C ist. Was passiert?
Der Kaffee kiihlt sich ab. Aber wie? Welcher der beiden Graphen beschreibt den
Abkiihlungsvorgang wohl zutreffender? Nenne Griinde.

‘ Temperatur T’ ‘ Temperatur T’

70°C 70°C +

Zeit t Zeit t

Ll >

Der linke Graph erinnert uns an die Differentialgleichung
T'=-a-T (a>0)

aus dem Kapitel 1. In Worte {ibersetzt besagt sie hier: Ein heisser Kaffee kiihlt sehr
schnell ab. Je kélter er wird, umso langsamer erfolgt die Abkiihlung. Dies ldsst sich an
den Tangentensteigungen (Anderungsraten, in Orange) sehen. Je kilter der Kaffee, umso
weniger schnell wird er kélter.

11
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Temperatur T’

70°C

\
\’@

Wir stellen nun einen gleich heissen Kaffee nach draussen, jetzt aber bei einer Aussen-
temperatur von 20 °C. Wie kiihlt sich der Kaffee jetzt ab? Zuerst einmal wird der Kaffee
sicher nicht kélter als 20°C. Aber sonst wird dies in derselben Art wie oben geschehen.
Die Abkiihlung erfolgt zuerst schnell, dann immer langsamer.

A Temperatur T’

70°Cr:;

20°C ===

Es ist das Verdienst des Physikers Isaac Newton (1643-1727) hinter der Abnahme der
Temperatur eine Gesetzmaéssigkeit zu vermuten und diese experimentell zu bestétigen. Das
zu seinem Ehren benannte ,Newtonsche Abkiihlungsgesetz“ lasst sich wie folgt formulieren:

Die Abkiihlungsgeschwindigkeit eines Objektes ist proportional zur Differenz
zwischen seiner Temperatur und der Umgebungstemperatur.

Die Abkiihlungsgeschwindigkeit des Kaffees ist also proportional zum Temperaturunter-
schied von Kaffeetemperatur und Aussentemperatur.

Temperatur T’
70°C

Temperaturdifferenz

20°Ct - -

Wir iibersetzen das mutig in eine Differentialgleichung:
T'(t) = —a - ( ) (a>0),

wobei U fiir die Umgebungstemperatur steht.
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Aufgabe 10 - Kuchen

a) Stelle die Differentialgleichung fiir einen abkiihlenden Kuchen geméss dem New-
tonschen Abkiihlungsgesetz auf. Wahle als Aussentemperatur 15 °C.

b) Frisch aus dem Ofen hat der Kuchen zu Beginn (¢ = 0) eine Temperatur von 100 °C.
In der Abbildung sind mogliche Temperaturkurven skizziert. Von was héngt der
unterschiedlichen Verlauf ab? Bei welcher Kurve ist der Parameter a grosser?

4

T Temperatur T' ‘ Temperatur T'

100°C+: 100 °C

1500t ------- - TTTTTe— 150C ===

4 )

Das Abkiihlungsgesetz ermdglicht eine Beziehung zwischen der momentanen Anderung
der Temperatur und der Temperatur selbst in Form einer Gleichung zu formulieren.
Auch bei anderen Problemen erweist sich das Suchen nach einer

Beziehung zwischen der momentanen Anderungsrate der Grosse und der
Grosse selbst

als fruchtbar. Solche Beziehungen lassen sich, wie du bereits weisst, mit Hilfe von

Differentialgleichungen beschreiben.

Wie kénnen wir die Differentialgleichung
T'(t) = —a- (T(t) - U)

l6sen? In Kapitel 4 werden wir uns ndher mit Losungsmethoden befassen. Mit ein bisschen
Intuition gelingt uns aber bereits jetzt die Losung dieser Gleichung! Wenn wir ndmlich die
obigen Graphen betrachten, konnen wir vermuten, dass 7T'(¢) einfach eine um U verschobene
Exponentialfunktion ist. Wir vermuten also, dass die Funktionen

Tt)=C-e %+ U

die Differentialgleichung l6sen.
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Aufgabe 11 - Nachweis

Zeige, dass die Funktion T'(t) = C - e~ + U fiir beliebiges C die Differentialgleichung
T'(t) = —a- (T(t) — U) lost.

Aufgabe 12 - Kaffee 11

Die Funktion 7'(t) modelliert das Abkiihlen von heissem Kaffee (7 in °C, ¢ in Minuten).

a) Stelle die Differentialgleichung fiir 7'(t) geméss dem Newtonschen Abkithlungsgesetz
auf. Wahle als Aussentemperatur 20 °C und fiir den Proportionalitédtsfaktor a = 0.2.

b) Gib die (allgemeine) Losung dieser Differentialgleichung an. Uberpriife deine Lésung
durch Einsetzen!

c) Von was kénnte der Wert von a abhéngen?
d) Die Anfangstemperatur des Kaffees betriagt 70 °C.
o Wie lautet die spezielle Losung?
e Wie warm ist der Kaffee nach 10 Minuten?
e Wie lang dauert es, bis er eine Temperatur von 30 °C hat?

e) Fiir welchen Wert von ¢ gilt 7”(¢) = 07 Interpretiere deine Losung!

Das Gesetz von Newton und die daraus resultierende Differentialgleichung
T'(t) = —a - (T(t) = U) (a>0),

kénnen wir auch benutzen, wenn sich etwas erwdrmt. Beachte dabei, dass das negative
Vorzeichen bestehen bleibt, obwohl 77(¢) > 0 ist. Warum?

T Temperatur T’ 4 Temperatur T’
Tt)—U >0 Ut----------------==
Abkiihlung

Tt)—-U<O0
Erwirmung
S R TN | Zeit t _

Wenn sich etwas erwdarmt, dann ist die Umgebungstemperatur U grosser als T'(t) und somit
T(t) —U < 0. Fur a > 0 ist demnach wieder

—a-(T(t) -~ U) > 0.

Das negative Vorzeichen interpretieren wir also so, dass die Temperaturdifferenz abnimmdt.
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Aufgabe 13 - Joghurt (vgl. Aufgabe 1)

Lola nimmt ein Joghurt aus dem Kiihlschrank und vergisst es auf dem Tisch in der
25 °C warmen Kiiche. Sei t die seit Entnahme verstrichene Zeit in Minuten. Wir setzen
a=0.1.

a) Stelle die Differentialgleichung auf und interpretiere sie.
b) Wie lautet die (allgemeine) Losung der zugehorigen Differentialgleichung?

c) Das Joghurt hat zu Beginn eine Temperatur von 4 °C. Zeichne eine Kurve, welche
die Temperatur des Joghurts qualitativ wiedergibt.

d) Ab wann ist das Joghurt warmer als 15°C?

Aufgabe 14 - Gleichgewichtslosung

Wir betrachten das Beispiel
T'(t) = —0.25 - (T(t) — 10).
Die allgemeine Losung kennen wir. Sie lautet:
T(t) = C-e "%t 1 10.
a) In der Abbildung sind zwei Kurven dargestellt:
o Ti(t) = C; - e 925 4 10 mit Anfangstemperatur 7(0) = 16
o Th(t) = Co-e 925 1 10 mit Anfangstemperatur 7(0) = 2.

Bestimme die Konstanten C7 und Cs.

A Temperatur T’
16°C+
Ty (t)
10°Ct---------——=======
Tx(t)
2°C+ Zeit i

b) Die Temperaturkurven verlaufen immer hin zur Umgebungstemperatur von 10 °C,
unabhéngig davon, wie gross die Anfangstemperatur ist. Was passiert eigentlich,
wenn die Anfangstemperatur 7'(0) = 10 °C betragt?

Klar: Es passiert nichts — die Temperatur dndert sich nicht! Dieser spezielle Fall
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ist in unserer allgemeinen Lésung enthalten, wenn wir C' = 0 setzen:
T(t) = 10.

Diese spezielle Losung heisst Gleichgewichtslosung. Die Gleichgewichtslésung
erhalten wir auch direkt iiber die Differentialgleichung, wenn wir die Gleichung

T'(t)=0
l6sen:
T'(t) = —0.25-(T(t) —10) =0
ergibt T'(t) = 10.

Erklare mit eigenen Worten, was eine Gleichgewichtslosung ist und wie man sie
finden kann!

Die Gleichung
T'(t) = —a- (T(t) - U)
ist ein Beispiel einer linearen Differentialgleichung. Wenn wir die rechte Seite ausmultipli-
zieren erhalten wir
T'(t)=—a-T(t)+a-U.
Wenn wir fiir a eine beliebige Konstante zulassen und b = a - U setzen, dann erhalten wir

die Form
T'(t)=a-T(t) +0.

4 R

Eine Differentialgleichung der Form

fl@)=a-f(x)+b

heisst

lineare Differentialgleichung (mit konstanten Koeffizienten)

2.2 Losung der Differentialgleichung f/(x) = a- f(x) + b

Aufgabe 15 - Lineare Differentialgleichung

a) Lose die lineare Differentialgleichung

flle)=a- f(x)+0b

in Abhéingigkeit von a und b.
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b) Uberpriife deine Losung durch Einsetzen.

2.3 Riickblick

e FEine lineare Differentialgleichung besitzt die Form

F@)=a- f(x)+b.

Die allgemeine Losung lautet:

fw)=C o=

a .

Eine wichtige Anwendung dieser Gleichung sind Erwdrmungs- und Abkiihlungs-
prozesse, welche wir in der Form

T'(t) = —a-(T(t) - U) (a>0),

schreiben, wobei U fiir die Umgebungstemperatur steht. In der ausmultiplizierten
Form zeigt sich ihre lineare Gestalt:

T'#t)=—a-T{t)+a-U (a>0),
Die allgemeine Losung lautet:

Tt)=C-e %+ U.

Bei vielen Problemen ist es méglich eine Beziehung zwischen der momentanen Ande-
rungsrate einer Grosse und der Grosse selbst in Form einer Gleichung anzugeben. Als
Beispiele solcher Differentialgleichungen sind uns bisher Wachstums- und Erwarmungs-
bzw. Abkiihlungsprozesse begegnet.



KAPITEL

Die Differentialgleichung f'(x) = a - f(x) - <1 - f(Gw)>

3.1 Logistisches Modell

In Kapitel 1 haben wir uns mit der Differentialgleichung des natiirlichen Wachstums befasst:
P'(t)=a- P(t).

Diese Differentialgleichung haben wir auf ,natiirliche® Art hergeleitet, in dem wir folgende
Annahme getroffen haben:

Die Anderungsrate ist proportional zur Grésse der Population.
Diese Annahme leuchtet ein, aber sie greift zu kurz. Warum?

Die Population kann sich nicht beliebig ausbreiten - irgendwann ist nicht mehr gentigend
Platz oder Nahrung vorhanden! Wir sagen: die Population stosst ressourcenbedingt an eine
(obere) Sattigungsgrenze G.

Wir miissen also unser Modell &ndern, wenn wir dies beriicksichtigen wollen. Nur wie?
Dem belgischen Mathematiker Pierre-Francois Verhulst (1804 - 1849) verdanken wir das
folgende Modell, das diesem Umstand Rechnung tréagt. Es heisst logistisches Wachstum

und lautet: Ps
P'(t)=a- P(t)- (1 — C(;)> (a>0).

Verhulst hat die Differentialgleichung des natiirlichen Wachstums also um den Faktor
P(t)

(1 — T) merweitert. Welchen Einfluss hat dieser Faktor?

18
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Aufgabe 16 - Einfluss des Faktors

Erginze den Liickentext mit den folgenden Wértern:

natiirlichen - 0 - ungehindert - 1 - verlangsamt - 1 - a - P(t) - geringen - 0 - starken - 0

b(t)

a) Ist P(t) klein im Vergleich zu G, dann ist ~—* ~ , also
(1 - %) R . Damit ist P'(t) ~ .
Das heisst: zu Beginn hat der Faktor einen Einfluss. Das

logische Wachstum entspricht in dieser Phase ungefidhr dem

Wachstum. Die Population wéchst .
b) Ist P(t) nahe bei G, dann ist % R~ , also (1 - %) ~
. Damit ist P'(t) ~ .
Das heisst: nédhert sich P(t) der Sattigungsgrenze G, hat der Faktor
einen Einfluss. Das Wachstum wird immer mehr
. Der Faktor ,,driickt“ die Anderungsrate zu Boden. Der
Faktor bewirkt also genau das, was wir wollen!

4 Population P

GA ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Wachstum wird langsamer

Wachstum gemass P/ = a - P

Zeit t

>

Aufgabe 17 - Logistische Kurve

a) Stelle die Differentialgleichung eines logistischen Wachstumsprozesses auf mit
a = 0.01 und G = 1000.

b) Die Abbildung zeigt qualitativ den ty- Population P
pischen Verlauf einer logistischen Kurve. “ 77 """~~~ 77" =777
Beschreibe den Verlauf der Kurve in eige-
nen Worten!

Zeit ¢

c) Betrachte die in a) aufgestellte Differentialgleichung. Was passiert, wenn die
Population P zu Beginn bereits grosser ist als die Stittigungsgrenze G7
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Das logistische Wachstumsmodell

Pt)=a-P(t)- <1— Pg)> (a>0)

ist eine wichtige Differentialgleichung. Viele Vorgédnge lassen sich mit dieser Gleichung
modellieren.

Multiplizieren wir sie aus, dann sehen wir, dass es sich nicht um eine lineare Differential-
gleichung handelt:

P'(t)=a- P(t)- ( - Pg)) =a-P(t) - %-P(t)z‘

Der logistischen Gleichung lésst sich die Losung nicht ohne Weiteres ansehen. Im néchsten
Kapitel werden wir uns deshalb eingehender mit Losungsmethoden befassen.

Der folgende Abschnitt beleuchtet die logistische Gleichung noch von einer anderen Seite.
Fiir das Verstédndnis ist er aber nicht notig.

3.2 Wachstumsrate*

Whéchst eine Hasenpopulation um 100 Hasen pro Monat, dann kénnen wir nicht sagen, ob
es sich bei diesen Hasen um eine schnell wachsende Art handelt — ob sie also sehr viele
oder nur wenige Junge pro Monat bekommen.

Warum?
Weil wir nicht wissen, wie gross die Hasengruppe zu Beginn des Monats war!
Waren es namlich zu Beginn

e 100 Hasen, dann wiirden sich die Hasen schnell vermehren - wir hétten eine Verdop-
pelung jeden Monat.

o 1000 Hasen, dann wiirden sich die Hasen weniger schnell vermehren. Nur jeder zehnte
Hase gebért ein Junges.

Wie ist das jetzt zu verstehen?

Wenn wir hier von ,schnell“ bzw. ,weniger schnell“ sprechen, meinen wir dies immer relativ
- also im Verhéaltnis - zur bereits vorhandenen Anzahl. Wir betrachten also den Quotienten

der auch Wachstumsrate genannt wird.
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Aufgabe 18 - Wachstumsrate

a) Was kannst du iiber die Wachstumsrate beim natiirlichen Wachstum aussagen?
Hinweis: Dividiere die Differentialgleichung durch P(t).

b) Was kannst du tiber die Wachstumsrate aussagen beim logistischen Wachstum?

3.3 Riickblick

e Die Differentialgleichung fir das logistische Wachstumsmodell besitzt die Form

P't)y=a-P(t)- ( _PC(;)> (a>0).

Das logistische Modell beriicksichtigt, dass die Population P(t) ressourcenbedingt an

eine obere Grenze G stOsst.
o Wiéhrend die Wachstumsrate % beim natiirlichen Wachstum konstant ist, hangt
sie beim logistischen Modell linear (also denkbar einfach!) von P(t) ab: je grosser

P(t), umso kleiner die Wachstumsrate.



KAPITEL

Losungsmethoden

In Kapitel 3 sind wir auf die Differentialgleichung des logistischen Modells gestossen

P(t)=a-P(t)- (1 - Pé?)

die wir noch nicht 16sen konnen. Es ist also an der Zeit, dass wir uns mit Losungsmethoden
auseinandersetzen.

Wie du weisst, ist die Losung einer Differentialgleichung eine Funktion, welche die Gleichung
erfiillt. Funktionen lassen sich auf unterschiedliche Arten darstellen. Die Losungsmethoden,
die wir hier besprechen, entsprechen dabei in gewisser Weise diesen Darstellungsarten.

‘ Darstellungsart ‘ Losungsmethode
1 | Graph (als Kurve) | Richtungsfeld
2 | Funktionsgleichung | Separation der Variablen
3 | Wertetabelle Euler-Verfahren

4.1 Richtungsfeld — graphische Losung
Diese Methode hilft uns, den ungefdhren Verlauf der Losung einer Differentialgleichung zu
bestimmen - mit ihr erhalten wir eine Vorstellung vom Graphen der Losungsfunktion.
Wir beginnen mit dem Beispiel

f(@) =05+ f(a).
Wir kennen die Losung! Es sind die Funktionen

f(z) =C - e,
Wir interpretieren nun diese Differentialgleichung auf geometrische Weise:

Die Gleichung sagt, dass fiir jede Stelle x die momentane Anderungsrate f'(x) - geometrisch
also die Steigung der Tangente an die Losungskurve - gerade halb so gross ist, wie der
Funktionswert f(x) - also der y-Wert - an dieser Stelle.

22
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In der Abbildung sind zwei Lésungskurven mit einigen ihrer Tangentenstiicken gezeichnet
und zwar

o fiir die Konstante C' = 1 die Kurve f(z) = e%52.
o fiir die Konstante C' = 2 die Kurve f(z) = 2e%-52.

Wenn wir die Steigungen in den einzelnen Punkten betrachten, ist es genau so, wie in der
Differentialgleichung verlangt: Sie betrdgt in jedem Punkt gerade die Hélfte des y-Wertes
in diesem Punkt!

Im Punkt mit der y-Koordinate 4 betragt die Steigung also f'(x) =0.5-4 = 2.

vE

Jetzt ist es nicht mehr weit zum Richtungsfeld.

Wenn wir die eingezeichneten Kurven weglassen und nur die Steigungen stehen lassen,
dann ergibt sich folgendes Bild.
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Wir kénnen aber solche Tangentenstiicke fiir weitere Punkte einzeichnen: Zum Beispiel hat
das Tangentenstiick im Punkt (2|3) die Steigung des halben y-Wertes an diesem Punkt,
also 1.5.

T
— 1 — — 1 — 1 - | - Lo

-1 1 2 3 4

Damit erhalten wir aber umgekehrt bereits einen guten Eindruck vom Verlauf der Lésungs-
kurven. Eine solche Darstellung heisst Richtungsfeld der Differentialgleichung.

Jede mogliche Losungskurve verlduft in jedem Punkt der z-y-Ebene in Richtung des dort
eingetragenen Tangentenstiicks.

In diesem Beispiel sind die Steigungen auf jeder Horizontalen immer gleich gross. Das
ergibt sich aus der zugehorigen Differentialgleichung f’'(z) = 0.5 - f(x), denn die Steigung
f'(x) hiangt nur von f(x) - also vom y-Wert - ab.

Natiirlich kénnen wir dieses Richtungsfeld noch engmaschiger zeichnen.

6l?

5

W

1
|
1
|
3]
2 A

xT
e e R R
-1 1 2 3 4

In einem Richtungsfeld kénnen wir sehen, wie ,der Geist der Losungskurve lauert* und
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durch das Festlegen eines ,,Anfangspunktes* darauf wartet, sichtbar zu werden.

Um nun graphisch die Losungskurve zu bestimmen, die durch einen vorgegebenen Punkt P
verlauft, gehen wir von diesem Punkt P aus und zeichnen im Richtungsfeld die zugehorige
Losungskurve so ein, dass die Steigung ihrer Tangente in all ihren Punkten mit der Steigung
des Tangentenstiicks des Richtungsfeldes in den jeweiligen Punkten tibereinstimmt.

Die eingezeichneten Kurven passen in unser Richtungsfeld: sie gehen durch die vorgegebenen
Punkte P = (0]2) bzw. Q = (0[1).

T
—t—t——t——F——+»
-1 1 2 3 4

Zum Einzeichnen einer Losungskurve kénnen wir bei einem beliebigen Punkt P starten
und dann sowohl vorwérts als auch riickwérts in die durch das Richtungsfeld gegebene
Richtung gehen. Dabei passen wir die Steigung laufend an.

 (erke ) ‘

Mit einem Richtungsfeld kann der Verlauf der Losungskurven veranschaulicht wer-
den, wobei oft auch qualitative Aussagen tiber deren Verhalten (beispielsweise tiber
allfillige Asymptoten) moglich sind. Die Losungskurven liegen so im Richtungsfeld,
dass ihre Tangentensteigungen in jedem Punkt mit der Steigung des Tangentenstiicks
des Richtungsfeldes in diesem Punkt {ibereinstimmen. Durch das Festlegen eines An-
fangspunktes kann in den meisten Fallen die entsprechende Lésungskurve gezeichnet
werden. Es ist aber mdoglich, dass durch einen Punkt mehrere Losungskurven gehen.

| J
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Aufgabe 19 - Richtungsfeld I

a) Sei f'(x) = —0.25- f(x).
e Zeichne ein Richtungsfeld im Bereich von (—2| — 2) bis (4]4).
o Zeichne die Losungskurve, welche durch den Punkt (2|1) verlauft.
e Warum sind die Steigungen auf jeder Horizontalen gleich gross?
b) Sei f/(z) = —0.25- x.
o Zeichne ein Richtungsfeld im Bereich von (—2| — 2) bis (4]4).

o Zeichne die Losungskurve, welche durch den Punkt (4]0) verlauft.

e Die rechte Seite der Differentialgleichung héngt nur von der Variable z ab.

Wie macht sich dies im Richtungsfeld bemerkbar?

c) Abgebildet sind die Richtungsfelder der Differentialgleichungen f'(z) = —f(z) + 3
und f'(z) = L.

Tz

S
|
S

2+ 9
1} 1
o X
% : ——— —1— : : : : >
1 1 2 3 4 -1 1,2 3, 4
1L ~1

w
_ * —_
w
—_—

e Welches Feld gehort zu welcher Gleichung?

o Zeichne jeweils die Losungskurve ein, welche durch den Punkt (1|0) verlauft.

o Zeichne jeweils die Losungskurve ein, welche durch den Punkt (0|3) verlauft.

e Was denkst du: Besitzen die Kurven Asymptoten? Oder anders gefragt: Lasst
sich etwas aussagen iiber das Langzeitverhalten von y fir x — oo?

Das Richtungsfeld gibt uns also einen Eindruck vom Verlauf der Loésungskurven. Das

werden wir nun am Beispiel der logistischen Differentialgleichung

P'(t)y=a- P(t) - ( - Pé”)

»sehen®,
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Aufgabe 20 - Richtungsfeld bei logistischer Kurve

Wir betrachten die logistische Differentialgleichung

P@)ZOﬁ-P@y( —}§ﬂ>.

a) Zeichne ein Richtungsfeld im Bereich von (0|0) bis (10|6).

Hinweis: Weil die Gleichung komplizierter ist als die bisherigen, kénnen wir uns
die einzelnen Steigungen zuerst in einer Steigungstabelle notieren und zeichnen sie

dann ein.
Punkt ({{P) [t=0|t=1]t=2[t=3|t=4|t=5]t=6
P=0 0 0 0 0 0 0 0
pP=1 05 | 0.5
P=2 0.8
pP=3
pP=4

Die Steigungen bleiben hier auf jeder Zeile (Horizontale!) gleich. Du weisst jetzt
auch warum!

b) Zeichne - so gut wie moglich! - die Losungskurve ein, welche im Punkt (0|1) beginnt.

Hinweis: Ist dir deine Steigungstabelle zu ,weitmaschig”, kannst du einzelne
Steigungen zusétzlich berechnen.

c) Wie lautet die Asymptote? Begriinde mit Hilfe
e des Richtungsfeldes.
e der Gleichung.

d) An welcher Stelle steigt die Kurve am stérksten an? Oder: wann besitzt die Losung
die maximale Wachstumsgeschwindigkeit?

Zum Schluss dieses Abschnittes wenden wir uns noch zwei Beispielen von Differentialglei-
chungen zu, bei denen auf der rechten Seite auch die Variable x auftritt. Solche Gleichungen
haben wir bisher noch nicht angetroffen; sie sind aber nicht weiter aussergewhnlich.

Aufgabe 21 - Richtungsfeld I1

Wir betrachten die Differentialgleichung

F(@) = f(2) +a.

Beachte: Das ist eine Differentialgleichung, fiir die wir noch keine Losung kennen.
Trotzdem kénnen wir das zugehorige Richtungsfeld zeichnen.
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Das Richtungsfeld ist unten gezeichnet.

a)

b)

A
Y

3 £
2 N A
1 L

T

— ———F——F—»

-2 -1 1 2 3

—14
9\

Uberpriife die Richtigkeit der Zeichnung. Berechne dazu die Steigungen an von dir
gewahlten Punkten und vergleiche.

Natiirlich konnten wir - mit entsprechendem Aufwand - das Richtungsfeld wiederum
engmaschiger zeichnen.

310
|
2 &£
1 &
T
O e S B s S
-2 -1 1 2 3
1%
—9 A

Wir erkennen, dass die Losungskurven immer deutlicher zu Tage treten...

... und kénnten problemlos einen Punkt wéhlen und die dazugehérige Losungskurve
einzeichnen. Machen wir das!

Zeichne eine Losungskurve ein, welche durch den Punkt (2| — 1) verlduft.
Eine spezielle Losungskurve hat eine besonders einfache Gestalt. Siehst du sie?

Gib ihre Gleichung an und iiberpriife durch Einsetzen, dass sie die Differentialglei-
chung tatséchlich 16st!
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Aufgabe 22 - Richtungsfeld III (mit Steigungstabelle)

Wir betrachten die Differentialgleichung

Im néchsten Abschnitt werden wir oft y anstelle von f(x) schreiben, weil das einfach
kiirzer und bequemer ist. Die obige Gleichung hat dann die Form

Yy =-y -
a) Zeichne ein Richtungsfeld zu i’ = —y?-x. Erstelle dazu zuerst eine Steigungstabelle.

b) Zeichne diejenige Losungskurve ein, welche durch den Punkt (2|2) verlauft.

Bemerkung - Engmaschige Richtungsfelder lassen sich gut mit dem Computer zeichnen.
Néheres findest du in Kapitel 5 - Computer und Experiment.

4.2 Separation der Variablen - analytische Losung

Mit dem Richtungsfeld konnen wir uns der Losung nur zeichnerisch anndhern. Die Methode
der Separation der Variablen hilft uns nun, gewisse Differentialgleichungen analytisch zu
16sen: Wir erhalten damit die exakten Gleichungen der Losungsfunktionen!

Zuerst rufen wir uns eine bekannte Integrationsregel in Erinnerung:
1
/—dx =In(|z|)+ C (fir x #0).
x

Beachte stets: Diese Gleichung kénnen wir auf zwei Arten lesen:

1) Die Stammfunktionen von 1 sind In(|z|) + C.

1
2) Die Ableitung von In(|z|) + C ist .

Aufgabe 23

a) Begriinde mit Hilfe der Kettenregel, dass gilt :

! ! =1In(|f(x ir f(x
[ fy @ =m(s@) +0 -t f2) £ 0)

Hinweis: Leite dazu die rechte Seite ab!

b) Integriere! (Man spricht von logarithmischer Integration.) Kontrolliere deine Er-
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gebnis durch Ableiten!

e/ %Hdm.

2
o J 53 A

1 wreiae [ 1 _ (1.1 _1.[.1
o [ 5zzde. Hinweis: [ 5-=dz = fQIJr%d:E— 5 fz+%d$.

Jetzt sind wir bereit! Wir beginnen wiederum mit dem Beispiel

fi(z)=05- f(z)
und bestimmen die Funktion f(z). Dazu gehen wir Schritt fiir Schritt vor:

Schritt 1 - Separation der Variablen (die Namensgebung wird spédter noch genauer
erldutert; wir dividieren durch f(x)):

L,
mf (x) = 0.5.

Schritt 2 - Integration (wir bilden auf beiden Seiten die Stammfunktion):

1, B -
/f(:L‘)f (z)dz —/O.5d
1n(]f(a;)|) + C1 =0.52 + (O,

wobei wir die beiden Konstanten zu einer Einzigen zusammenfassen: D = Cy — C] Das
merken wir uns: Es geniigt immer, die Konstante auf einer Seite hin zu schreiben:

In(|f(z)]) = 0.5z + D.

Schritt 3 - Auslésen nach f(x) (wir wollen ja die Funktion f(x) finden!):
eln(|f(z)\) :eo.5x+D

’f($)| _ eO.5z+D :eO.Sm X eD.
Kiirzen wir die Konstante e” durch L ab, erhalten wir:
[f(z)] = L -7

Jetzt storen nur noch die Betragsstriche. Wir lassen die Betragsstriche weg, wodurch sich
hochstens das Vorzeichen dndert, d.h.

f(z) = £L - "5,
Wir kiirzen die Konstante £L durch C ab:

fla) =0,
et voilal

Dieses Resultat haben wir frither bereits durch ,,Raten“ gefunden. Jetzt haben wir aber
gerechnet und damit verbindet sich die Hoffnung, auch schwierigere Differentialgleichungen
analytisch l6sen zu kénnen. Zuvor iiben wir die eben vorgestellte Losungsmethode an
Beispielen.
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Aufgabe 24 - Differentialgleichung 16sen / Separation der Variablen

Lose die folgenden Differentialgleichungen, indem du - langsam! - die oben ausgefithrten
Schritte durchgehst. Ube dabei auch den sicheren Umgang mit den auftretenden
Konstanten.

a) f'(z) =3 f(a).
b) v =-0.1-y.

c) Lose das folgende Beispiel und erklire, warum diese Methode wohl ,,Separation
der Variablen® heisst:

y=x -y

Unser bisheriger ,,Erfolg” fusst auf der Losung von Aufgabe 23 und damit auf der Anwendung
der Kettenregel. Die Kettenregel ist der Schliissel fiir die Separation der Variablen. Wir
schauen uns das noch einmal genauer an:

Die Kettenregel lautet bekanntlich

dussere Ableitung innere Ableitung

Die Schreibweise mit f(z) ist ein bisschen schwerfillig. Wir schreiben deswegen y anstelle
von f(z) und erhalten:

wl'=  Jd&» - Y
fussere Ableitung innere Ableitung
Diese Gleichung kénnen wir auf ,,zwei Arten® lesen, wie folgt:
o Die Ableitung von g(y) ist ¢'(y) - v'.
o Die Stammfunktionen von ¢'(y) - ¢’ sind g(y) + C.

Die Kettenregel liefert also eine Integrationsregel. Es gilt ndmlich:
/g’(y) y'de = g(y) + C.
Wenn wir uns die linke Seite anschauen, sehen wir, dass da steht:

/...y'dx:...

Diese Form treffen wir hier immer an. Wir l6sen nun zwei Beispiele parallel vor. Lies sie
langsam durch und mach dir jeden Schritt klar!
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Beispiel 1 Beispiel 2

Wir betrachten die Differentialgleichung

y =3(y+2) y = —6z -y
Schritt 1 - Separation der Variablen

1 . i.y’:_ﬁx
y+2 y?

Schritt 2 - Integration

1 / _ i/ _/_
/y+2yda:—/3dx /ydex— 6zxdz

Die Kettenregel sagt: [¢'(y) - y'dz = g(y) + C. Hier ist

1 1
/ _ / _
g@%—y+2 g (y) )

Wir miissen einzig eine Funktion g(y) so finden, dass die jeweilige Ableitung dem gegebenen
Term entspricht!

9(y) =In(jy +2/) + C o) = -S4+ ¢

Wir erhalten

1
In(|ly +2[) + C1 = 3z + C; —§+C&:—M?+@
¢ 0
1 2
In(ly +2|) = 3z + D —5 = o

Schritt 3 - Auflésen nach y

y = Ce’™ — 2 Y
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( A

Diese oben beschriebene Methode, eine Differentialgleichung analytisch zu 16sen, heisst

Separation der Variablen.

Aufgabe 25 - Separation der Variablen

Drei der vier folgenden Differentialgleichungen lassen sich mit der Separation der
Variablen losen, zwei nicht. Lose diejenigen, die moglich sind und sage, warum sich
eine nicht mit dieser Methode 16sen l&sst.

a) y =6z%-y.
b) ¢ = (¢ +1)- 4
c) y =22 (y+1).

d) v =22 +y.

Die Separation der Variablen ldsst sich immer nur dann anwenden, wenn die Differential-
gleichung die Form

y' = ,Funktion von x“ x ,Funktion von y* also v’ = h(zx) - g(y).

besitzt, weil wir dann die Variablen separieren kénnen: Nach Division durch g(y) erscheint
y nur noch auf der linken und = nur noch auf der rechten Seite der Gleichung:

Aufgabe 26 - Seperation der Variablen I1

a) In Aufgabe 25 c) hast du die Differentialgleichung 3 = 22 (y+1) mit der Separation
der Variablen gelost. Sie ist ndmlich von der Form y' = h(z) - g(y) mit h(z) = 2*
und ¢(y) = y + 1. Auch die folgende Differentialgleichung ist - wenn auch weniger
offensichtlich - von dieser Form:

y =x-y+ 3.
Wie lauten hier die Funktion hA(x) und ¢(y)? Lose diese Differentialgleichung!

b) Beschreibe dein Vorgehen im allgemeinem Fall y' = h(z) - g(y). Siehst du, welche
Probleme auftreten kénnen, wenn wir die Funktion y bestimmen wollen?

Im Folgenden wenden wir uns Differentialgleichungen zu, denen wir schon frither begegnet
sind. Die Variable x tritt nicht mehr auf (es liegt also der ,Spezialfall* h(x) =1 vor).
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Aufgabe 27 - Lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

Loése die folgenden Differentialgleichungen mit Separation der Variablen.
Hinweis: Aufgabe 23 b)!

a) v =y+5.

b) T' =2T + 3.

c) PP=0.5P +b.

d) vy =a-y+b.

Wir widmen uns nun der logistischen Differentialgleichung

P(t)=a-P(t)- (1 _ Pé“) (a>0).

Diese Gleichung haben wir bereits mit dem Richtungsfeld ndherungsweise gelost!

Sie lasst sich aber mit der ,,Separation der Variablen“ l6sen, die Integration ist ein weniger
schwieriger als bisher. Du findest die Herleitung auf Seite 63.

Wir geben uns hier mit der Angabe der Losung zufrieden.
Wir betrachten dazu das folgende, konkrete Beispiel einer logistischen Gleichung;:

P(t)

Plt) =05 P(t)- (1 - 6> .

Die Losung lautet
6
14 C e 05t
Siehst du, wo die Parameter a = 0.5 und G = 6 in der Lésung zum Vorschein kommen?
Dann kannst du die folgende Aufgabe 16sen!

P(t)

Aufgabe 28 - Losung der logistischen Gleichung

a) Wie lautet vermutlich die Losung der logistischen Gleichung

Pt)=a-P(t)- (1_Pg)>?

b) Uberpriife durch Einsetzen, ob deine in a) gefundene Lésung stimmt.

c) Welchen Grenzwert besitzt P(t) fir t — +o00?
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Aufgabe 29

a) Ist der Anfangswert P(0) = A bekannt, dann lésst sich die logistische Wachstums-

gleichung in der Form
A-G

PO=grG=a o=

schreiben. Begriinde dies!

Hinweis: Lose P(0) = HC% = A zuerst nach C auf. Ersetze dann C in der

Funktionsgleichung und forme um.

b) Wir betrachten die Differentialgleichung

Pl(t) =02 P(t) - (1 - Pét))

mit dem Startwert (0]1).
o Wie lautet P(¢)?
o Skizziere die Kurve P(t) qualitativ.

o Fur welches ¢ gilt P(t) = 47

4.3 Euler-Verfahren - numerische Losung

Leider lassen sich nur die wenigsten Differentialgleichungen explizit 16sen. In vielen Féllen
sind wir auf numerische Ndherungsmethoden angewiesen. Dabei wird mit dem Compu-
ter eine gegebene Differentialgleichung zu einem gegebenen Anfangswert numerisch, d.h.
ndherungsweise, aber beliebig genau, gelost: Der Computer sucht im Richtungsfeld die
Losungskurve durch den gegebenen Punkt. Das Euler-Verfahren ist solch eine Methode,
mit welcher wir schrittweise eine Wertetabelle mit angendherten Werten der Losungskurve
finden kénnen.

Wir beginnen wiederum mit dem Beispiel

J'(@) = 05- f(a).

Konkreter konnen wir uns wieder vorstellen, dass P(t) beispielsweise die Anzahl der Hasen
zu einem Zeitpunkt ¢ (¢ in Monaten) angeben soll, wodurch sich nur der Name der Variable,
aber nicht die Differentialgleichung dndert:

P'(t) =05 P(t).

Wir geben uns einen Anfangswert vor und nehmen an, dass es zu Beginn 1000 Hasen sind,
also P(0) = 1000.
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Wie berechnen wir jetzt die Anzahl der Hasen nach einem Monat? Ganz einfach:
Hasen nach einem Monat = Hasen zu Beginn (Anfangswert)+ Zuwachs in diesem Monat.

Den Zuwachs bzw. die Anderung in diesem Monat kénnen wir aber - niherungsweise! -
bestimmen. Wie?

Mit Hilfe der Differentialgleichung!

Die Differentialgleichung
P'(t) =0.5- P(t)

sagt uns ja, wie gross die Anderungsrate (Geschwindigkeit, mit der die Hasenschar grosser
wird) zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ ist.

Zu Beginn, also fiir ¢ = 0, sind es 1000 Hasen. Damit gilt fiir die Anderungsrate zu Beginn:

Hasen

P/(O) =0.5- P(O) = 0.5-1000 = 500 .
Monat

Damit kénnen wir nun die Anzahl Hasen nach einem Monat ndherungsweise bestimmen:

Hasen nach einem Monat =Anfangswert 4+ (momentane!) Anderungsrate x Monat

H

=1000 + 500——— x 1 Monat

onat
=1500 Hasen
Die Abbildung zeigt uns, was passiert:
Hasen (in Tausend) Losung
2 T t
Richtiger Wert angente

Néherung

Zeit t (in Monaten)

| | >

N N o
1 2

Den Wert 1500 erhalten wir, wenn wir uns vom Punkt (0/1000) entlang der Tangente
bewegen.

Der Wert 1500 ist dabei nur eine Ndherung des richtigen Wertes auf der Losungskurve.
Dies ist darum der Fall, weil wir in der obigen Berechnung angenommen haben, dass die
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Anderungsrate in der betrachteten Zeitspanne von einem Monat konstant bleibt, obwohl
sie sich kontinuierlich vergrossert. Die Tangenten an die exakte Losungskurve weisen ja
mit zunehmender Zeit eine immer grosser werdende Steigung auf.

Dazu schreiben wir noch einmal formal auf, wie wir die Anzahl der Hasen nach einem
Monat berechnet haben:

Anzahl Hasen nach einem Monat = Anzahl Hasen zu Beginn + Anderung in diesem Monat
= Anfangswert + Anderungsrate x 1 Monat
= P(0) + P’(0) x 1 Monat

und mit Hilfe der Differentialgleichung:
P(1) =P(0) + 0.5 - P(0) x 1 Monat.
Wir haben also, um P(1) zu berechnen, nur den Wert P(0) verwendet.

Vollig analog kénnen wir jetzt die Anzahl der Hasen nach zwei Monaten berechnen, wenn
wir die Anzahl nach einem Monat kennen!

Hasen nach 2 Monaten = Hasen nach einem Monat + Anderung in diesem Monat
P(2)=P(1) + P'(1) x 1 Monat
= P(1) +0.5- P(1) x 1 Monat.
Mit dieser Vorgehensweise konnen wir uns hochhangeln, also P(¢) von Monat zu Monat

angendhert berechnen und damit - mit geniigend Ausdauer - die Anzahl der Hasen zu
jedem beliebigen Monat ndherungsweise berechnen!

4 )

Die oben beschriebene Methode, eine Differentialgleichung schrittweise numerisch zu
16sen, heisst

Euler-Verfahren.

Aufgabe 30 - Anzahl Hasen mit Euler-Verfahren

Die Differentialgleichung P’(t) = 0.5 - P(t) mit den Anfangswerten P(0) = 1000
beschreibt das Wachstum einer Hasenpopulation (¢ in Monaten).

a) Berechne mit dem Euler-Verfahren die angegebenen Werte. Achte auf deine Dar-
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stellung. Gehe genau so vor, wie fiir den ersten ,,Schritt* angegeben:

P(1) = P(0) + P'(0) x 1 Monat
= P(0) + 0.5 P(0) x 1 Monat
= 1000+ 0.5-1000 x 1
= 1500

b) In der Abbildung siehst du die exakte Losungskurve (gestrichelt) und die Werte,
die man tber das Euler-Verfahren bekommt. Stimmen deine Werte in a) mit der

Abbildung tiiberein?

54k

4 Hasen (in Tausend)
usw.

<+— nach 3 Monaten

<+—— nach 2 Monaten

+«— nach 1 Monat

Zeit t (in Monaten)

| | | | |
T T T T T

0 1 2 3 4 )

Die Abbildung zeigt, dass die Strecken wéihrend einer Zeitspanne (hier ein Monat),
gleich steil bleiben, um sich dann in der néchsten Zeitspanne neu anzupassen. Dies
erinnert uns nicht zuféllig an das Richtungsfeld, wo es auch galt, die Losungskurve
immer wieder neu zu ,orientieren”, d.h. die Steigung der Loésungskurve fiir jeden
Schritt wieder neu vom Richtungsfeld zu iibernehmen.

Natiirlich konnen wir die Zeitspanne 1 Monat auch anders wahlen, beispielsweise als 1
Woche statt eines ganzen Monats. So kénnen wir das Wachstum der Hasenpopulation von
Woche zu Woche verfolgen. Der Einfachheit halber nehmen wir hier an, dass jeder Monat

vier Wochen hat.

Nach einer Woche (= 0.25 Monat) sind es

P(0.25) = P(0) + P'(0) x 1 Woche

= P(0) + P'(0) x 0.25 Monat
= P(0)+0.5- P(0) x 0.25
= 1125 Hasen.
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Aufgabe 31 - Wochenschritte

a) Berechne die Werte von 2, 3 und 4 Wo-
chen mit dem Euler-Verfahren, also 9

Hasen (in Tausend)

P(0.5) = P(0.25) + P'(0.25) x 1 Woche
=... L5
P(0.75) = ...

P(1)=... 1 Inach?)VVOChen

{nach 2 Wochen
b) Der in a) berechnete Wert nach 4 Wo-

chen stimmt nicht mit dem Wert 1500
iiberein, den wir in der vorangegange- Zeit ¢ (in Monaten)
|

nen Aufgabe mit dem ,,Monatsschritt* -
berechnet haben. Warum? 0 1 2

0.5 nach 1 Woche

Mit dem Euler-Verfahren begehen wir bei jedem Schritt einen Fehler. Dieser Fehler ist
umso kleiner, je kleiner die Zeitspanne At ist. Je kleiner wir aber die Zeitspanne At wéhlen,
umso mehr Schritte miissen wir machen, um zum selben Ziel zu gelangen.

1 grosser Schritt erzeugt 1 grossen Fehler
————————————————Ppe

4 kleine Schritte erzeugen 4 kleinere Fehler
D

Was ist nun besser? Viele kleine Schritte mit vielen kleinen Fehlern oder wenige grosse
Schritte mit wenigen grossen Fehlern?

Es lésst sich allgemein zeigen, was du vielleicht vermutest: kleine Schritte erzeugen in der
Summe den kleineren Fehler. Dies bezahlt man allerdings mit dem rechnerischen Aufwand,
den viele kleine Schritte mit sich bringen.

Ganz unabhéngig, welche Schrittweite wir wahlen, das Prinzip bleibt immer gleich:

Neuer Wert = momentaner Wert + (momentane!) Anderungsrate x verstrichene Zeit
Px(t+ At) = P(t) + P'(t) - At,

dabei ist Px(t + At) der Ndherungswert, mit welchem wir anschliessend beim néchsten
Schritt weiter rechnen. Die momentane Anderungsrate bestimmen wir bei jedem Schritt
mit Hilfe der Differentialgleichung von neuem. Der richtige Wert P(t + At) stimmt mit
dem Néaherungswert nicht iiberein: Er weicht um den Fehler P(t + At) — Px(t + At) von
diesem ab, wie dies fiir den ersten Schritt des Euler-Verfahrens in der folgenden Skizze
dargestellt ist. Entsprechend kommen zusétzliche Fehler bei jedem weiteren Schritt hinzu,
die sich kumulieren.
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Wir iiben nun das Euler-Verfahren. Die folgenden beiden Aufgaben beinhalten Beispiele,
die uns bereits bekannt sind.

Aufgabe 32 - Euler-Verfahren bei Newtons Gesetz

a) Wir untersuchen die Differentialgleichung 77(¢t) = —0.5 (T'(t) — 4) mit dem Start-
wert (0]0). Berechne mit dem Euler-Verfahren nédherungsweise die Werte von P(t)
im Bereich 0 < t < 5 mit der Schrittweite At = 1. Achte, wie immer auf eine
systematische Darstellung!

b) Du kennst bereits die exakte Losung dieser Differentialgleichung. Sie lautet:
T(t) = —4-¢ 05 4.
Die Kurve ist in der Abbildung eingezeichnet.

Trage die Werte, die du in a) iiber das Euler-Verfahren erhalten hast, in die Graphik
als Streckenzug ein.

Vergleiche mit der eingezeichneten (exakten) Losungskurve.

A
T

\ A
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Aufgabe 33 - Euler-Verfahren bei einer logistischen Kurve

Wir untersuchen die Differentialgleichung

P'(t) = P(t) - ( — Pét))

mit dem Startwert (0]1).

a) Berechne mit dem Euler-Verfahren ndherungsweise die Werte von P(t) im Bereich
0 <t <2 mit der Schrittweite At = 0.5.

b) Du kennst bereits die exakte Losung dieser Differentialgleichung. Sie lautet:

5

Tt) = —.
®) 14+4-et
Die Kurve ist in der Abbildung dargestellt.

Trage die Werte, die du in a) iiber das Euler-Verfahren erhalten hast, in die Graphik
als Streckenzug ein.

(Die ,Euler-Punkte® im Bereich 2,5 <t < 6 sind bereits eingezeichnet.)

AEP

\ A

Die folgende Aufgabe zeigt ein Beispiel, das wir nicht mit der Separation der Variablen
16sen kénnen (vgl. Aufgabe 25 d)). Aber fiir uns ist das kein Problem mehr. Wir verfiigen
jetzt tiber das Fuler- Verfahren!

Aufgabe 34 - Euler-Verfahren bei y/ = 22 + y

Wir untersuchen die Differentialgleichung 3’ = 22 + y mit dem Startwert (0] — 1).

a) Berechne mit dem Euler-Verfahren ndherungsweise die Werte von y im Bereich
0 < z < 2 mit der Schrittweite Az = 0.5.



b) In der Abbildung ist das zugehorige Richtungsfeld und die Losungskurve durch
den Startwert (0| — 1) gezeichnet.
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Schitze ab, ob deine in a) berechneten Werte stimmen koénnen.

Aufgabe 35 - Verschiedene Losungsmethoden

Gegeben ist die Differentialgleichung

y=—-.
y

a) Entscheide, welches der beiden Richtungsfelder zur Gleichung gehort.

Yy
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Du ,siehst“: Das Richtungsfeld gibt uns schon einen guten Eindruck von einem
moglichen Verlauf der Losungskurven. Hast du bereits eine Vermutung?

b) Als Startwert nehmen wir den Punkt (3]4). Berechne mit dem Euler-Verfahren
den Wert y fiir (4|y). Wéhle als Schrittweite Az = 0.25.



43

c) Lésst sich die vorliegende Differentialgleichung mit der Separation der Variablen
exakt l0sen?

e Wenn ja, bestimme die Losung!
e Wenn nein, erkliare warum!
d) Zum Euler-Verfahren:

o Wie gross ist die Abweichung des in b) mit dem Euler-Verfahren berechneten
Wertes vom exakten Wert? Wie kénnten wir die Abweichung verringern?

e In b) haben wir den Startwert (3|4) gewéhlt. Was passiert, wenn wir den
Startwert (5|0) wiahlen? Gibt es andere Startwerte, die dem Euler-Verfahren
auch Probleme bereiten?

e) Interpretiere die Losung dieser Differentialgleichung geometrisch.

Bemerkung - Das Euler-Verfahren ist eine exakte Handlungsweise, die gut von einem
Tabellenkalkulationsprogramm ausgefiihrt werden kann.

Algorithmus
1) Setze den Startpunkt (x|f(z)).
2) Schleife:
o Bewege dich zum Punkt (z + Az|f(z) + f'(z) - Az).

e Mache den neuen Punkt zum alten Punkt.

auswerten
r:=x+ Ax
(% f(w)) —» L » (l"neu, f(xncu»
T f(z) = f(z)+ f(z) - Az
iterieren

Néheres findest du in Kapitel 5.

4.4 Riickblick

e In diesem Kapitel haben wir drei verschiedene Vorgehensweisen kennengelernt:
— eine graphische: das Richtungsfeld.
— eine analytische: die Separation der Variablen.

— eine numerische: das Euler-Verfahren.
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o Mit dem Richtungsfeld verschaffen wir uns einen Uberblick iiber den Verlauf der
Loésungskurven einer Differentialgleichung. Das Richtungsfeld stellt in ausgewéahlten
Gitterpunkten mit einem Tangentenstiick die dortige Steigung der Losungskurve
dar. Ausgehend von einem gegebenen Punkt zeichnet man die Losungskurve durch
diesen Punkt, indem man die Steigung so gut wie moglich laufend dem Richtungs-
feld anpasst. Dabei lédsst sich gut sehen, was wir bereits wissen: Die Losung einer
Differentialgleichung besteht aus (unendlich) vielen Funktionen. Wahlen wir einen
Anfangspunkt (z]y), dann gibt es in den meisten Féllen genau eine Losungskurve,
die durch diesen Punkt verlauft.

,Einfache Richtungsfelder zeichnen wir von Hand oder mit einer Steigungstabelle.
Fiir schwierigere oder engmaschigere Richtungsfelder konnen wir einen Computer
verwenden.

e Die Methode der Separation der Variablen hilft uns, gewisse Differentialgleichun-
gen analytisch zu 16sen, indem wir die Funktionsgleichung bestimmen. Die Separation
der Variablen lisst sich anwenden, wenn die Differentialgleichung auf die Form

y = h()-g(y)
gebracht werden kann. Wir gehen dann in drei Schritten vor:

1) Separation der Variablen durch Division der Gleichung von ¢(y): y kommt nur
noch auf der linken und z nur noch auf der reichen Seite vor.

2) Integration beider Seiten.
3) Auflosen der gefundenen Gleichung nach y.

e Mit dem Euler-Verfahren bestimmen wir die Losung einer Differentialgleichung
fiir einen gegebenen Anfangswert indem wir eine Wertetabelle der Losungskurve
niaherungsweise berechnen. Ist fiir ein bestimmtes  ein Anfangswert y(x) bekannt,
kénnen wir mit der Formel

y(z + Az) = y(z) + ¢ (z) - Az

von y(z) ausgehend, den néchsten Wert y(z + Ax) nédherungsweise berechnen. Dieser
Wert ist umso genauer, je kleiner Az ist. Im Prinzip kann die exakte Losung durch
das Euler-Verfahren beliebig genau approximiert werden. Bei kleinen Ax erhoht sich
aber der Rechenaufwand, weil dann viele einzelne Berechnungen durchgefiihrt werden
miissen. Um numerische Verfahren sinnvoll einzusetzen, ist es unumgénglich, mit
einem Computer zu arbeiten. Es gibt Differentialgleichungen, die nicht exakt durch
eine Formel gelost werden kénnen. In solchen Féllen helfen numerische Verfahren.



KAPITEL

Computer und Experiment

Das Motto dieses Kapitel lautet: Experimentiere! Am Computer oder ganz real.

5.1 Computer

Der Computer kann Berechnungen, die von Hand viel zu aufwéndig wéren, in kurzer
Zeit ausfuhren und die entstehenden Resultate visualisieren. Vielleicht kennst du bereits
das Computerprogramm GeoGebra. Mit GeoGebra kannst du problemlos Richtungsfelder
zeichnen und das Euler-Verfahren durchfiithren.

5.1.1 Richtungsfeld

Mit GeoGebra kannst du Richtungsfelder zeichnen.

Der Befehl um z.B. das Richtungsfeld der Differentialgleichung
y' =a(y—2)

zu erzeugen lautet Richtungsfeld[x(y-2)]. Natiirlich ldsst sich die Anzahl Tangenten-
stiicke, deren Lange etc. nach eigenen Wiinschen einstellen oder eine Losungskurve durch
einen festgelegten Punkt zu “ziehen”. Probiere es aus!

&l oA~ L
g ) o7 T L

* Algebra
Funktion
s f(x) = 2 OB
Ortslinie
+ Steigungsfeldl

Eingabe: @

Die obige Abbildung zeigt das Richtungsfeld von 3y’ = 0.25y. Zusitzlich ist die Losung
y = 2e%2°% durch den Punkt (0|2) dargestellt.
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https://www.geogebra.org/
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5.1.2 Euler-Verfahren

Das Euler-Verfahren lasst sich mit der Tabellenkalkulation von GeoGebra durchfihren.

[-XsK:} ewlerverfahren. Kopie.agh ann eulerverfahren. Kopie.ggb
(][ L] B @) ) ) N mne Lot e oo |[]ler 18 B (@) [0, ) N aee] 2 (e
» Algebra I - Tabelle I+ Grafik = | Algebra - Tabelle + Grafik =
Funktion £ [FIK =- 0~ ! Funktion £[FIK =- i[O~ i
s f(x) = &% A B 16 /e S F(x) = 0% A 16 /
Liste 1 0 1 14 / Liste 1 0 1 1a /
5 Listel = {0, 1 3 0.5 1.13 delta = 0.5 /* s Listel = {(0,1 0.1 103 delta = 0.1 /
Zzahl 12 /s 2zahl 12
S delta = 0.5 2 1 L2z / el =0 3 0.2 1.05
4 15 142 19 / 4 0.3 108 o
5 2 16 . A 1 5 0.4 1.1
6 25 1.8 8 ya 6 0.5 113 8
7 3 2.03 & /,' 7 0.6 1.16 6
8 3.5 228 & 8 0.7 1.19
9 4 2.57 o~ 9 0.8 122 4
10 45 289 2| ¥ 10 0.9 125 2
11 5 3.25 r 11 1 1.28
12 5.5 3.65 P4 6 8 10 12 1.1 1.31 3 4 6 8 10
Eingabe: @ Eingabe: o

In der Abbildung ist die Schrittweite iiber einen Schieberegler delta so gesteuert, dass sie
beliebig variiert werden kann. Du siehst sehr gut: Je kleiner delta ist, umso kleiner ist der
Fehler!

Aufgabe 36 - Logistisches Modell

Die logistische Differentialgleichung lautet:

P=q.P. (1_2) (a>0).
Lege als Schieberegler fest:
o Faktor a
e Grenze G
o Anfangswert A (zu t = 0)
e delta
a) Zeichne ein Richtungsfeld.

b) Fiihre das Euler-Verfahren durch. Lege dazu eine Tabelle (100 Werte) an und
stelle sie als Liste von Punkten dar. Hinweis: Zelle A2 = A1 4 delta und B2 =
Bl+a-Bl-(1—2)-delta (vgl. Abbildung).

‘E be: Richtungsfeldla*y*(1-y/G)l ~ Tabelle
ingabe: Richtungsfeldla®y*(1-y = - -
[F[F T ] [BEE) (@~ ] E~]
A B |
1 0 1
EBIREiEEECEEE
2 E Eingabe: Funktion[A*G/(A+(G-A)"eA(-a%x)),0,10]
1 olA
. .. o AG
c) Plotte die Losungskurve P(z) = yEE (R re

d) Stelle alles geeignet und schon(!) dar, indem du entsprechende Einstellungen wéhlst.
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e) Variiere die Schieberegler. Beobachte! Experimentiere!

Unser Bild sieht so aus. Und deines?

2o logistisch.gab

AL U B @] A N e Ll [ |
|» Algebra - Tabelle “ s Grafik _ z |
Funktion A FIK o-| O~ ST, ool fbafifufifafifaulibulu b afal el i
- 5-1 A ] ] |
+ M) = T+(-1) 05 o 1l: |
2 glx) =5 2 0.5 12"
= Liste 3 1 143
= Ortslinie L
- Punkt 4 1.5 1.68
Zahl 5 2 1.96
A=1 6 2.5 2.26
G=5 7 3 257
a=0.5 1
8 15 2.88
delta = 0.5 ]
o 9 4 310
10 4.5 3.48
11 5 374 1 If
12 5.5 398 -z
: Eingabe:

5.2 Experiment

5.2.1 Experiment: Modell des Bierschaum-Zerfalls

Der Bierschaum gibt dem Bier nicht nur sein typisches Aussehen, sondern wirkt sich auch
positiv auf den Genuss des Bieres aus, denn der Bierschaum tragt unter anderem dazu
bei, dass sich das Bier langsamer erwidrmt und die Kohlensdure am Austreten gehindert
wird. Anhand der Bierschaumqualitat lasst sich auch erkennen, ob qualitativ hochwertige
Zutaten verwendet wurden. Der Bierschaum ,zerfallt“ aber nach dem Einschenken des
Bieres...

Wie schnell zerfillt Bierschaum oder:
wie viel Zeit kann man sich beim Trinken lassen?

Bei einem Experiment musst du sorgfaltig arbeiten und am besten in einer Gruppe. Lies
zuerst den ganzen Text durch.

Materialien
¢ Geféiss mit konstantem Querschnitt, z.B. Zylinder
o Messinstrumente (Lineal, Stoppuhr)
o Bier
e Heft, Schreibzeug

Wenn du dein eigenes Material mitbringst und dafiir Verantwortung trégst, dass das
Experiment durchgefiithrt werden kann, hast du mehr Freude am Experiment und es bleibt
dir besser im Gedéchtnis.
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Durchfiihrung

e in deinem Heft eine geniigend grosse Tabelle vorbereiten, wie folgt:

Schaumhé- Zerfallsge- Proportio-
Zeit || Schaumh6he | hendnderung | Zeitdifferenz | schwindigkeit | nalitdtsfaktor
tins || h(t) in cm Ah = At B (t) ~ a=
h(t + At) — Ah/At h'(t)/h(t)
h(t)
0 e e 30
30 30
60 30
90 30

 Bier so in das Gefiiss giessen, dass sich viel (aber nicht zu viel!) Schaum bildet
e ein wenig warten, bis der Zerfall einsetzt

o alle 30 Sekunden die Hohe h des Bierschaumes messen (nur die Schaumhoéhe messen,
die Flussigkeit unten gehort nicht dazu!)

o mindestens 12 Messungen vornehmen

Wiéhrend des Experimentes tragst du in die graue Spalte deine Messwerte ein. Die restlichen
Spalten werden spéater ausgefiillt.

Auswertung

o Ubertrage deine Messungen in ein Koordinatensystem. Vielleicht hast du bereits eine
Vermutung, nach welchem ,,Gesetz“ der Bierschaum zerféllt.

e Vervollstdndige in der Tabelle die restlichen Spalten.

Das Experiment zeigt dir: die Zerfallsgeschwindigkeit A’ nimmt mit der Zeit ab. Dies ist
im Grund genommen leicht einsichtig: wenn viel Bierschaum vorhanden ist, zerfillt auch
mehr Bierschaum, als wenn wenig vorhanden ist.

Mathematisch ausgedriickt: die Zerfallsgeschwindigkeit ist abhéngig von der vorhandenen
Schaumhohe (bzw. -menge). Wie du weisst, lautet das einfachste Modell dazu: h'(t) = a-h(t).

o Ist der Ansatz: h/(t) = —a - h(t) gerechtfertigt?

Dies ist dann der Fall, wenn in der letzten Spalte der Proportionalitétsfaktor a = %,

zumindest ndherungsweise, fiir alle deine Messungen immer denselben Wert ergibt.
Dies sollte der Fall sein!

Um einen moglichst ,,genauen“ Faktor a zu erhalten kannst du die einzelnen Werte
,mitteln®

o Lose die Differentialgleichung! (Beachte: den ,,Anfangswert“ kennst du!)

e Zeichne den Graphen der Losungsfunktion in dein Koordinatensystem. Passt er zu
den gemessenen Werten? Was kénnten Griinde fiir mogliche Abweichungen sein?
(vergleiche mit den Bemerkungen unten)
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e Kenner behaupten, dass der Schaum eines guten Bieres eine Halbwertszeit von
(mindestens) 110 Sekunden hat. Ist dies bei deinem Bier der Fall?

Bemerkungen

¢ Oben wurde das Modell
h'(t) = —a - h(t)

gewdhlt. Ware auch das modifizierte Modell
W(t) = —a- (h(1))?

tauglich? Diese Gleichung lasst sich auch mit Hilfe der Separation der Variablen 16sen.
Ergibt sich eine bessere Anpassung an die erhobenen Daten?

e Zum ,Bierschaumexperiment* findet sich ganz viel im Internet!

5.2.2 Experiment: Modell des Wasserausflusses bei einer PET-Flasche

Wer beobachtet, wie viel Wasser aus einem Behélter ausfliesst, stellt fest, dass dies zuerst
schell und dann - mit sinkendem Wasserspiegel - immer langsamer passiert. Das wollen wir
genauer wissen!

Welche Funktion h(t) beschreibt das Absinken des Wasserspiegels
wiahrend der Entleerung?

Bei einem Experiment musst du sorgfaltig arbeiten und am besten in einer Gruppe. Lies
zuerst den ganzen Text durch.

Materialien
e Leere 1.5 Liter PET-Flasche

o Messinstrumente (Lineal, Stoppuhr). Praktischer Hinweis: Eventuell einen Streifen
Milimeterpapier auf die Flasche kleben

e Werkzeug, um in die PET-Flasche ein Loch zu bohren. Praktischer Hinweis: Eventuell
das Loch mit einem erhitztem Nagel bohren

e Heft, Schreibzeug

Wenn du eigenes Material mitbringst und dafiir die Verantwortung trégst, dass das Experi-
ment durchgefiithrt werden kann, hast du mehr Freude am Experiment und es bleibt dir
besser im Gedéchtnis.

Durchfiihrung

o Loch mit ca. 3mm Durchmesser in den unteren Teil der PET-Flasche bohren (das
Loch soll unten am zylinderférmingen Teil der Flasche sein, bevor sich die Flasche
wieder verengt)

e Ca. 1 Liter Wasser in die Flasche giessen
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o alle 10 Sekunden die Hohe h des Wasserspiegels messen
o mindestens 12 Messungen vornehmen

e in deinem Heft eine geniigend grosse Tabelle vorbereiten, wie folgt

Sinkge- Proportio-
Zeit Hoéhe Hoéhendnderung| Zeitdifferenz schwindigkeit | nalitatsfaktor
tins || A(t) in cm Ah = At R (t) ~ a=h(t)/h(t)
h(t+At)—h(t) Ah/At

0 ... . 10

10 10

20 10

30 10

Wihrend des Experiments triagst du in die graue Spalte deine Messwerte ein. Die restlichen
Spalten werden spater ausgefiillt.

Auswertung

o Ubertrage deine Messungen in ein Koordinatensystem. Vielleicht hast du bereits eine
Vermutung, nach welchem ,,Gesetz“ der Wasserspiegel absinkt.

e Vervollstindige in der Tabelle die rechten Spalten.

o Das Experiment zeigt dir: die Sinkgeschwindigkeit A’ nimmt ab. Was konnte ein
Grund dafiir sein?

Mathematisch ausgedriickt: die Sinkgeschwindigkeit ist abhéngig von der Wasserhthe. Wie
du weisst, lautet das einfachste Modell dazu: h'(t) = —a - h(t).

o Ist der Ansatz: h/(t) = —a - h(t) gerechtfertigt?

Dies ist dann der Fall, wenn in der letzten Spalte der Proportionalitétsfaktor a = %,
zumindest ndherungsweise, fiir alle deine Messungen immer denselben Wert ergibt.

Dies schien hier aber nicht der Fall zu sein...

Die Messergebnisse und theoretische Uberlegungen (vergleiche Bemerkungen) zeigen, dass
das Modell

den Prozess des Absinkens besser beschreibt.

o Ist der Ansatz: h/(t) = —a - \/h(t) gerechtfertigt?

' (t)

h(t
zumindest ndherungsweise, fiir alle deine Messungen immer denselben Wert ergibt.
Dies sollte der Fall sein!

Dies ist dann der Fall, wenn in der letzten Spalte der Proportionalitdtsfaktor a =

)

~

Um einen moglichst ,, genauen“ Faktor zu erhalten, kannst du die einzelnen Werte
,mitteln®



o1

o Lose die Differentialgleichung! (Beachte: den , Anfangswert“ kennst du!)

e Zeichne den Graphen der Lésungsfunktion in dein Koordinatensystem. Passt er zu

den gemessenen Werten? Was kénnte der Grund fiir mégliche Abweichungen sein?
(Vergleiche dazu auch die Bemerkungen unten)

Bemerkungen

o Vergleicht man die Losung h(t) mit den tatsdchlichen Messwerten stellt man eine

gute Ubereinstimmung nur fiir nicht zu kleine Werte von h(t) fest. Tatséchlich spielen
fir kleine Werte von h(t) weitere Effekte eine Rolle, die wir bei unserem Ansatz
vernachlassigt haben.

Wir wollen noch die oben angegebene Differentialgleichung fiir die gesuchte Funktion
h(t) begriinden. Die Herleitung beruht auf zwei Grundprinzipien der Physik, ndmlich
auf der Energieerhaltung und der Massenerhaltung.

Den Energieerhaltungssatz kennst du aus der Physik:

m-g-h(t)z%-m-v(t)?

In unserem Beispiel ist h(t) der Pegelstand und v(¢) die Geschwindigkeit, mit der
das Wasser ausstromt. Diese Gleichung 16sen wir nach v(¢) auf und erhalten

u(t) = /2 g-h(t) (%)

Der Massenerhaltungssatz meint in unserem Beispiel, dass das Volumen an Wasser,
welches im Geféss ,verschwindet”, gerade dem Volumen an Wasser entspricht, das
unten ausstromt. Ist Q der Querschnitt des Gefésses und ¢ der Querschnitt der
Offnung, dann ergibt sich fiir eine Zeitspanne At:

Volumen ,,oben“ = Volumen ,,unten*
Q- (h(t) = h(t + At)) = q - Vmittel - At
+ u(t + At)
2

Q- (h(t) —h(t+At))=q- o(t) - At (k)

Kannst du mit (%) und (x*) und fiir At — 0 die Differentialgleichung herleiten?
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5.2.3 Gedanken zur Modellierung in der Mathematik

Die Mathematik versucht verschiedene Prozesse zu untersuchen.

Weichen die mathematischen Ergebnisse zu stark von der Messung in der Realitat ab,
muss ein neues, besseres Modell - basierend auf anderen Annahmen - aufgestellt werden!
Allerdings muss eine quantitative Anpassung an die Realitdt nicht in jedem Fall sinnvoll
sein - auch Messungen kénnen fehlerhaft sein.

Bedenke: Ein Modell entspricht nie ganz der Realitét, es gibt nur Modelle, die es besser
machen als andere.

Modelle kénnen helfen, die Prozesse selbst besser zu verstehen.

Beim Modellieren gehen wir - natiirlich (!) - von der Annahme aus, dass der Natur tiberhaupt
eine gewisse Regelmissigkeit zu Grunde liegt. Diese Annahme wird gestiitzt durch ein Zitat
von Galileo Galilei:

,Die Natur ist in der Sprache der Mathematik geschrieben.”



Losungen der Aufgaben

Aufgabe 1.

orY. i : AT
a) T(5) = 12.3°C; die (momentane) Temperatur des Joghurts nach 5 Minuten. %Xy =

% = 0.66 °C/min; um wie viel die Temperatur im Mittel im Zeitintervall [5, 20]

steigt 7"(t) = 1.27°C/min; um wie viel die Temperatur momentan im Zeitpunkt
t = 5 steigt ima_,o T'(t) = 25°C; die Temperatur nahert sich immer mehr (der
Umgebungstemperatur) 25 °C an.

b) T(t) =15 —15-e 021,
Aufgabe 2.

a) f(t)=263-052+t+C.
b) f(t) =2t —0.5¢>+t+3.
Aufgabe 3.

Der rechte Graph.

Aufgabe 4.

a~0.7.

Aufgabe 5.

a) Linke und rechte Seite ergeben C - ae®”. Die Funktionen f(z) = C -e®” sind Lésungen
der Gleichung.

b) Linke Seite: ae®®; rechte Seite a(e®® + C); die beiden Seiten sind nicht gleich (ausser
fir C' = 0). Die Funktionen f(x) = e** 4 C sind keine Losungen der Gleichung.

Aufgabe 6.

a) P'(t)=02-P(t),

b) P(t) = Ce%2t,

c) P(0)=C-e’ = C =500; also ist P(t) = 500¢%2¢,
d) Siehe Abbildung

93
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»
!

750 T

500

250 +

| A

e) ca. 910 Fische; ca. 9 Jahre,

f) Die Wachtumsgeschwindigkeit P’ ist proportional zur Grosse der Population P. Die
Losungen haben die Form P(t) = C'e®*. C ist der Anfangswert, a der Proportionali-
téatsfaktor.

Aufgabe 7.

Annahme: g(x) ist ebenfalls eine Losung. Dann gilt ¢’'(z) = a g(x). Damit folgt fiir die

Funktion h(z) = % mit Hilfe der Quotientenregel, dass

gelten muss. Damit gilt: h(x) is konstant, also % = k. Somit ist g(x) = k- f(x) =

k-Ce® =C"e*" wobei wir C' also k - C auffassen konnen. Die Funktion g(z) besitzt also
auch diese ,,Form“ und damit folgt die Behauptung.

Aufgabe 8.

a) Der rechte Graph.

b) a ist abhéngig von der Zuflussmenge bzw. Abflussmenge des Wassers.
c) Q(t) = Ce 005¢,

d) Q(t) = 127995t wobei Q in kg und ¢ in Tagen angegeben ist.

e) ca. 14 Tage.

f) Die Geschwindigkeit @', mit der die Verschmutzung abnimmt, ist proportional zur
Grosse der Verschmutzung . Die Losungen haben die Form Q(t) = Ce™**, wobei C'
der Anfangswert und a der Proportionalitdtsfaktor ist.

Aufgabe 9.

Der linke Graph; je kiithler der Kaffee ist, um so weniger schnell nimmt seine Temperatur
ab.
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Aufgabe 10.

a) T'(t) = —a (T(t) — 15).

b) a ist grosser beim linken Graphen.
Aufgabe 11.

Linke Seite: 77(t) = —a C'e™**; rechte Seite —a - (T'(t) —U) = —a (C-e *"+U —-U) =
—a Ce %t Daraus folgt, dass T'(t) = C e~ ?'+U die Differentialgleichung T"(t) = —a (T(t) — U)
16st.

Aufgabe 12.

a) T'(t) = —0.2- (T(t) — 20).

b) T(t) = Ce %2t + 20, wobei T in °C und ¢ in min.

c) wie gut die Kaffeetasse ,isoliert*.

d) T(t) =50-e 2t + 20, wobei T in °C und ¢ in min; 26.8 °C; 8.05min.

e) T’ wird nie ganz 0; erst im ,,Grenzfall“ ¢t — oo wird theoretisch die Umgebungstempe-
ratur erreicht.

Aufgabe 13.

a) T'(t) = —0.1(T(t) — 25).

b) T(t) = Ce %" + 25 wobei T in °C und ¢ in min.
c) T(t) =25—21e 01,

20

10

10 20 30 40

d) 7.4min.
Aufgabe 14.
a) C1 =6; Cy = —8.

b) Gleichgewicht herrscht dann, wenn sich 7" nicht mehr dndert, also wenn gilt 77 = 0. Die
Gleichgewichtslosung erhalten wir also dann, wenn wir die Differentialgleichung T" =
losen.
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Aufgabe 15.

a) f(x)=Ce** — g.

b) Linke Seite: C - ae®®; rechte Seite: a - (Ce” — g) +b=C-ae*”.
Aufgabe 16.

a) Ist P(t) klein im Vergleich zu G, dann ist % ~ 0, also (1 - %) ~ 1. Damit ist
P'(t) = a P(t). Dass heisst: Zu Beginn hat der Faktor einen geringen Einfluss. Das
logistische Wachstum entspricht in dieser Phase ungefdhr dem natiirlichen Wachstum.
Die Population wéchst ungehindert.

b) Ist P(t) nahe bei G, dann ist % ~ 1, also (1 - %) ~ 0. Damit ist P'(t) ~ 0. Das
heisst: Nahert sich P(t) der Sattigungsgrenze G, hat der Faktor einen starken Einfluss.
Das Wachstum wird immer mehr verlangsamt.

Aufgabe 17.

a) P'(t) = 0.01- P(t) (1 - 15).

b) Siehe Aufgabe 16.

¢) Die Population nimmt ab und nédhert sich ,von oben“ der Séittigungsgrenze.
Aufgabe 18.

a) Die relative Wachstumsrate % ist beim natiirlichen Wachstum konstant.

b) Beim logistischen Wachstum héngt sie linear von P(t) ab: je grosseer P(t) umso kleiner
die Wachstumsrate.

Aufgabe 19.

a) f'(z) ist auf jeder Horizontalen jeweils gleich, da f’(x) {iberall proportional zum
jeweiligen y-Wert ist und damit allein von y, aber nicht von z selber, abhéngig ist.

Ay

4 +

3<,

2-,
1_\
X
E— — e N B A e—

-1 1 2 3 4
—1 +
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b) Die Steigungen sind auf jeder Vertikalen gleich gross, da f’(z) nur von x, aber nicht
von y abhéngig ist.

¢) Das linke Feld gehort zu f'(x) =

%, keine Asymptote; das rechte Feld gehort zu
f'(x) = —f(z) + 3, Asymptote: y = 3.

Aufgabe 20.

a) Wir haben die folgende Zeichnung;:

P(t)

)

4

3 S
2 2
1 4

t
1 2 3 4 Y 6 7 8 9 10

b) Siehe Abbildung
c) Asymptote: y = 6. Begriindung: Fiir P(t) = 6 ist P'(t) = 0.
d) Bei P(t) = % = 3; also bei etwa t = 2.7.
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Aufgabe 21.

a) Wir haben die folgende Abbildung

b) Siehe Abbildung.

c) f(z)=—2z—1.
Aufgabe 22.

4

3

2

4y
|
|
1

a) Wir haben die folgende Steigungstabelle und Skizze.

Punkt(az\y)‘a::—l‘sz‘le‘sz‘sz‘xzél

y=-—1 1
y=20 0
y=1 1
Yy =2 4
y=3 9
y=4 16
A
4_
3__
2__
1__
—
-1

0

o O O O O

-1 ] =2 [ -3
0 0 0

-1 | -2 | -3
—4 | -8 | -12
—9 | —18 | —27
~16 | —32 | —48

v&

—4
0
—4
—16
—36
—64
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b) Siehe Abbildung.

Aufgabe 23.
1
a) (lo )|+ = — . "(z
) (log|f(z)|+C") @) f'(@)
N~ innere Ableitung

Aussere Ableitung
b) log |z + 3| + C; log |2z + 3| + C; %4_0.
Aufgabe 24.
a) f(z)=Ce.

b) y=Ce0le,

$3 !
c) y = Ces. Die Gleichung y' = 2%y wird umgeformt zu % = 22. Die Variablen sind
ysepariert worden: die ,y“ stehen auf der linken Seite, die ,,x* auf der Rechten.

Aufgabe 25.
a) y=Ce?".
— 1 _ 2
b) Yy=- %x2+z+0 — T z24224C-

23
c) y=Ces — 1.
d) nicht separierbar.

Aufgabe 26.

22
a) ¥ = x(y + 3); separierbar mit h(z) =z und g(y) =y +3; esist y =Ce=z — 3.

b) Schritt 1: Separation der Variablen: g%;/) = h(z).

Schritt 2: Integration: | ﬁ;) dy = [ h(z)dz.
Schritt 3: Auflésen nach y: y = . ...

Probleme, die auftreten konnen: Finden einer Stammfunktion (Schritt 2), Auflésen
nach y (Schritt 3).

Aufgabe 27.
a) y=Ce"—5.

— (a2 3
b) T'=Ce™ — 3.
c) P=Ce%7 —2p.

d) y'zay+b:a(y+%);y:C’ea‘C—§.
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Aufgabe 28.
a) P(t) = %
b) Selber.

c) limy o, P(t) =G.
Aufgabe 29.

a) Esist: P(0) =& = A, = C =54 und

—~  P(t)= G B A-G
N 1—}—%6—(115 - A+(G_A).e—at'
b) P(t) = yoz; t = 13.86.
AP
e S A S S S N
P(t)
4
3
2
1
t
5 10 15 20 -
Aufgabe 30.

a) P(2) =2250; P(3) = 3375; (weiter wire: P(4) = 5063).
Aufgabe 31.

a) P(0) = 1000; P(0.25) = 1125; P(0.5) = 1266; P(0.75) = 1424; P(1) = 1602; (weiter
ware: P(1.25) = 1802).

b) Dank der kleineren Schrittweite (Woche statt Monat) werden die Steigungen héufiger
angepasst: die Losungskurve wird damit immer besser angenédhert als mit grosseren
Schritten.

Aufgabe 32.

a) Siehe Abbildung.
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a) Siehe Abbildung.
a) Siehe Abbildung.

Aufgabe 33.
Aufgabe 34.
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Aufgabe 35.

a) Das Richtungsfeld in der linken Abbildung passt: Die Losungskurven sind Kreise um
den Ursprung.

b) y = 3.08.

c¢) Diese Gleichung eignet sich fiir die Losung mit der Methode der Separation der Variablen:
y'y = —ux lasst sich integrieren. Die Losungskurven sind Kreise mit der Gleichung
2 +y% =20 =r2.

d) Exakter Wert: y = 3; Abweichung 3.08—3 = 0.08; Verbesserung durch kleine Schrittweite.
Das Euler-Verfahren kann nicht in ,,Startwerten® auf der x-Achse beginnen, da dort
, .
Yy’ = oo Ist.



Losung der logistischen Gleichung

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung

P’(t)—0_5.p.< _Pét)>

bzw. in einfacherer Schreibweise

P':O.5-P-<1—]63>.

Wir 16sen diese Gleichung mit Hilfe der Separation der Variablen.

Schritt 1 - Separation der Variablen

Die Schwierigkeit ist offensichtlich: Wie soll man bloss eine Stammfunktion fiir die linke
Seite finden?

-P'=0.5.

Hier hilft eine Technik mit dem Namen , Partialbruchzerlegung®.

Es handelt sich um ein (nicht offensichtliches!) Umformen des Quotienten ﬁ. Zuerst
6

vereinfachen wir:

1 6

P\ P.(6—
p. (1 _ g) P.-(6-P)
und ziehen dann das Ganze auseinander:
6 _P+6-P P 6—P 1 1

P-(6-P) P-(6—P) _P-(6—P)+P-(6—P) “s-p'P

und bekommen so:

(L Nl L Ly
0.5_(6_P+P>P_6_PP+PP.

Schritt 2 - Integration

Wir berechnen durch Integration:

—log |6 — P| +1log|P| =0.5-t+ D.

Schritt 3 - Auflosen nach P

Die erhaltene Gleichung l6sen wir nach der Funktion P auf.

63



64

Dazu multiplizieren wir die Gleichung zuerst mit (—1):
log |6 — P| —log|P| = —0.5-t— D.

Wir fassen zu einem Logarithmus zusammen:

1
¢8| —p

6—P
’:—0.5t—D

und beseitigen ihn:

P

Da P < 6 kénnen wir auf die Betragsstriche weglassen und erhalten:

6 — P 05t - ~0.5-
’ — 005t =D _ [ 05t

6—-P

=C- —0.5~t'
Iz e
Der Rest ist nicht mehr schwierig:
6
F_lzc.e—05t
6
— =14C .05t
P +
P 1
6 1+C-e 05t
6
P =
14+ C-e 05t

Aus dem Text war dir diese Losung bereits bekannt. Jetzt hast du aber auch den Weg zur
Losung verfolgen kénnen!

Als kleine Aufgabe: Versuch den Weg zur Lésung der allgemeinen logistischen Gleichung

P'(t)=a-P(t)- <1— Pé?) (a>0)

zu finden, indem du die oben gemachten Schritte anpasst!
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