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Finanzderivat (von Basiswerten abgeleitetes Finanzprodukt)

Eine europäische Verkaufsoption ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien,

dem Aussteller der europäischen Verkaufsoption und

dem Inhaber der europäischen Verkaufsoption,

welche dem Inhaber der Verkaufsoption das Recht, aber nicht die Pflicht, einräumt zu
einem vertraglich festgelegten Zeitpunkt T > 0 einen vertraglich festgelegten Wert
(Basiswert) zu einem vertraglich festgelegten Preis (Ausübungspreis) K > 0 zu
verkaufen.

Beispiele für Basiswerte: Aktien, Indizes, Anleihen, Rohstoffe, Devisen, Zinsen

Profit durch europäische Verkaufsoption: Sei xT ≥ 0 Preis des Basiswertes zur Zeit
T .

Der Fall xT > K liefert Profit K − xT .

Der Fall xT ≤ K liefert Profit 0.

Insgesamt also Profit max{K − xT , 0} (Preis der Verkaufsoption zur Zeit T ).

Derivatebewertung: Preis der Verkaufsoption zur Zeit 0.
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Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Geeignete Modellannahmen liefern:
Funktionaler Zusammenhang zwischen Preise der Basiswerte und Preis des
Derivates. Wertfunktion

u : [0, T ]× Rd → R

für Derivat mit d ∈ N = {1, 2, 3, . . . } Basiswerten. Preis des Derivats

u(t, x) ∈ R

zur Zeit t ∈ [0, T ] in Abhängigkeit der Preise x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd der
Basiswerte. Wertfunktion erfüllt partielle Differentialgleichung

∂u
∂t (t, x) + f

(
x, u(t, x), (∇x u)(t, x), (Hessx u)(t, x)

)
= 0 (PDGL)

mit u(T , x) = g(x) für t ∈ [0, T), x ∈ Rd mit geeigneten Funktionen
f : Rd × R× Rd × Rd×d → R und g : Rd → R. Ziel: Näherungsweise lösen von
(PDGL). Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter Fluch der Dimensionalität.



Beispiel: Wärmeleitungsgleichung

∂u
∂t (t, x) + (∆x u)(t, x) = 0.

Klassische Näherungsverfahren für (PDGL) leiden unter dem Fluch der
Dimensionalität.

Finite-Differenzen-Methode: Betrachte N ∈ N, Gitterpunkte

xm =
(

m1
N ,

m2
N , . . . ,

md
N

)
für m = (m1, . . . ,md ) ∈ Zd (Räumliche Diskretisierung) und

tn = nT
N

für n ∈ {0, 1, 2, . . . ,N} (Zeitliche Diskretisierung), Näherungen

Un,m ≈ u(tn, xm) ∈ R

und Differenzen-Quotienten in (PDGL). Diskretisierungsfehler ∃C > 0 : ∀N ∈ N :

max
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Künstliches neuronales Netz mit s ∈ N verborgenen Schichten

ρ ∈ N hinreichend groß,

FunktionR : Rd → Rd mit ∀ x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd :

R(x) = (max{x1, 0}, . . . ,max{xd , 0}) ,

∀ θ = (θ1, . . . , θρ) ∈ Rρ, v ∈ N0, k, l ∈ N mit v + k(l + 1) ≤ ρ Funktion

Aθ,vk,l : Rl → Rk mit ∀ x = (x1, . . . , xl) ∈ Rl :

Aθ,vk,l (x) =


θv+1 θv+2 . . . θv+l

θv+l+1 θv+l+2 . . . θv+2l
...

...
...

...
θv+(k−1)l+1 θv+(k−1)l+2 . . . θv+kl




x1

x2
...
xl

+


θv+kl+1

θv+kl+2
...

θv+kl+k

 ,

∀ θ ∈ Rρ Funktion Uθ : Rd → R mit

Uθ = A
θ,sd(d+1)
1,d ◦ R ◦ A

θ,(s−1)d(d+1)
d,d ◦ . . . ◦ R ◦ A

θ,d(d+1)
d,d ◦ R ◦ Aθ,0d,d .

Für x ∈ Rd und geeignete θ ∈ Rρ betrachten wir die Näherung
Uθ(x) ≈ u(0, x) ∈ R.
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Sowohl numerische Simulationen als auch erste theoretischen Ergebnisse legen die
Vermutung nahe, dass künstliche neuronale Netze in vielen Fällen den Fluch der
Dimensionalität überwinden.

100-dimensionale Allen-Cahn Gleichung
∂u
∂t (t, x) = (∆x u)(t, x) + u(t, x)− [u(t, x)]3

mit u(0, x) = 1
(2+0.4‖x‖2) für t ∈ [0, 3

10 ], x ∈ R100.

(a) Relativer Fehler für u( 3
10
, 0) ≈ 0.0528
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(b) Näherungsw. Darst. von u(t, 0), 0 ≤ t ≤ 3
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Fehler: 0.3%, Laufzeit: 647 Sekunden. PYTHON, TENSORFLOW, MACBOOK PRO

2.9 GHz (INTEL i5, 16 GB RAM)
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