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Vorwort

Dieser Kurs ist ein€&infihrung in die lineare Algebraif Studentinnen und Studenten der Na-
turwissenschafterkr wurde als Teil der Mathematikvorlesungen im Grundstodder Chemie,
Biochemie, Pharmazie, Erdwissenschaften und GeographderaUniversitat Bern entwickelt.

Neben den theoretischen Ausfuhrungen werden die einzdlnemen durch die Besprechung
von Anwendungen aus den entsprechenden naturwissenstieadtDisziplinen — sowohl in
der Vorlesung als auch in ddsbungen — erganzt und bereichert. Es soll dabei die piieis
Nutzlichkeit der Mathematik als Werkzeug im Alltag der Natvissenschaftlerinnen und Na-
turwissenschaftler deutlich gemacht werden. Ferner wewde uns an verschiedenen Stellen
mit einigen einfachen numerischen Berechnungen und Aspekiter Einbezug der Programme
MATLAB undOCTAVE befassen.

Dieses Skript ist ausschliesslidlr fdie Studentinnen und Studenten der Univéatdtern ge-
dacht. Jede Vervigiftigung ist untersagt.
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1 Lineare Gleichungssysteme

1.1 Gauss-Verfahren

Die einfachsten elektrischen Kreise enthalten typisck&®zwei verschiedene Komponenten:

e Stromquellen (z. B. Batterien):

e Widerstande (z. B. Gluhbirnen):

A A

Stromquellen erzeugen Strom, Widerstande dampfen damStarke. Im Zusammenhang mit
elektrischen Kreisen sind die folgenden drei physikakscGrossen besonders wichtig:

e Spannung/, gemessen in Volv;
e WiderstandR, gemessen in Oh;
e Stromstarkd, gemessen in Amperé.
Fur den Stromfluss in einem elektrischen Kreis gelten dgefaden Gesetze:

e Ohm’s Gesetz: Der Spannungsabfall durch einen Widerstdridrigewisse leitende Ma-
terialien gegeben durdhi = I - R.

e 1. Kirchhoff'sches Gesetz: Die Summe der zufliessendeon&trin einem Knotenpunkt
ist gleich der Summe der abfliessenden Strome.

e 2. Kirchhoff'sches Gesetz: Die Summe aller Spannungssicivézde in einem geschlosse-
nen (Teil-) Kreislauf ist gleich Null.

Betrachten wir als Beispiel den Stromkreis in Abbildubgl 1@esucht sind die drei
Stromstarken’;, I, Is. Um diese Grossen zu bestimmen, stellen wir zunachstgd@ignete
Gleichungen auf.
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Abbildung 1.1: Beispiel eines elektrischen Stromkreises.

1. Nach dem 1. Kirchhoff'schen Gesetz, angewandt auf P4nkilt:
I =1 + I,

oder
[1—]2—13:0.

Fur den Punki3 ergibt sich genau dieselbe Gleichung.

2. Betrachten wir Kreis 1: Die beiden Widerstande ergebgdem Ohm’schen Gesetz einen
Spannungsverlust von/; + 373. Nach dem 2. Kirchhoff'schen Gesetz muss dies genau
gleich der Spannung sein, welche von der Spannungsqudiéegewird, also:

71, + 315 = 30.

3. Genau gleich erhalten wir fur Kreis 2:

Fassen wir die so gefundenen drei Gleichungen zusammengigb €ich das folgendkneare
Gleichungssystem

() L — L, — Iy =0
(I11) 71 + 33 = 30 (1.2
(I11) 111, — 3I3 = 50

Um diese Gleichungen nach den Unbekanmtgr,, I3 aufzuldsen, bringen wir das System
in eine einfachere Form. Dabei beachten wir:



1.1 GAUSS-VERFAHREN

e Multiplizieren einer Gleichung mit einer festen Zahl (uaigh 0) andert den Inhalt der
Gleichung und damit die Losung des Systems nicht.

e Addieren oder Subtrahieren einer Gleichung zu/von einden Gleichung andert die
Losung des Systems ebenfalls nicht.

Kommen wir auf das Systerfi{1.1) zuriick. Wir lassen die e&&chung(/) unberiihrt und
betrachten zunachst die zweite Gleichung. Unser Zielsstie Unbekannté; zu eliminieren.
Zu diesem Zweck subtrahieren wir 7-mal die erste Gleichwrgder zweiten Gleichung:

In-7-)y: 74 + 3L; =30
M — L — ) = 0 o

71 ¥ 35 = 30
M - T, — Wy = 0 . ©

¥ 7, + 103 = 30

Das System(111) hat jetzt die neue Form

(1) L — I, - Iy =0
(I1) 71, + 103 = 30 . (1.2)
(I11) 11/, — 3I3 = 50

Die Unbekanntel; ist nun aus der zweiten Gleichung verschwunden! Die Losirg Glei-
chungssystems bleibt aber unverandert. Im nachsteiitSaksen wir sowohl die Gleichund)
als auch die Gleichung@/I) unbertihrt und arbeiten in Gleichurig//) , wobei wir die Un-
bekanntel, eliminieren wollen. Subtrahieren vdr,%-mal die zweite Gleichung von der dritten
Gleichung macht dies moglich:

([11)— % - (I1): 111, — 33 = 50
111, — 33 = 50
1L+ 1—;0]3 = @ S
131 _ 20
- wh =7
Damit erhalten wir das System
(I) [1 7 [2 - [3 - O
(I1) 71, + 1013 = 30. (1.3)
(IIT) - B = 2

Wir stellen fest: Wir haben das GleichungssysteEml (1.1) sgawandelt, dass
e Gleichung([) ist unverandert,
e Gleichung(/I) enthalt nur noch die Unbekannténund I,

e Gleichung(/I7) enthalt nur noch die Unbekanntgund kann gelost werden.
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Diese Technik heissbauss-VerfahrenoderGausselimination
Nun losen wir Gleichung/ 1) nachl; auf:

20
AT
Diesen Wert konnen wir in Gleichur{d/) in (L.3) einsetzen. Dies ergibt eine Gleichung fiir
200 290
IT) : I, — — = = 5N
(D) lmqg =30 = 27131

Schliesslich setzen wir die berechneten Werte ¥ouand I3 in Gleichung(7) in (L.3) ein. Dies

fuhrt zu

590 20 570
nN: L-———(-=)= I =3,
D b3l < ) " XX LT3

Um die Losung des ursprunglichen Gleichungssystems deffinlosen wir zunachst die letz-
te Gleichung im umgewandelten System auf und arbeiten ung @Gdeichung fur Gleichung
nach oben. Dadurch kdnnen wir in jeder Gleichung eine wait&)nbekannten auflosen. Dieses
Verfahren wirdRuckwartseinsetzen(backward solve) genannt.

Wir wollen das Gauss-Verfahren und das Rickwartseissetmhand einiger weiterer Bei-
spiele verdeutlichen.

Beispiel 1.4 Gelost werden soll das lineare Gleichungssystem

(1) T + re + 2x3 = 9
(IIT) — 3z, + 61y — 53 = 0

Zur einfacheren Darstellung fuhren wir die folgende Ketrgibweise ein:

(I) 112 |9
(I1) 2 4 23 |1
(I11) 36 —5 | 0

Hier beschranken wir uns darauf, die Koeffizienten der iabaten Variablen:, z», x3, sowie
die Zahlen auf der rechten Seite der drei Gleichungehn) @lsSEintrage eines Arrays aufzu-
schreiben. Ein solcher Block von Zahlen wivthtrix genannt. In diesem Fall hat die Matrix 3
Zeilen und 4 Spalten. Wir sprechen dann von ebher4-Matrix.

Nun zur Losung des linearen Gleichungssystéms (1.5):

Schritt 1: Wie zuvor lassen wir die erste Gleichung (d.h., die erstéezigr Matrix) unberihrt.
In einem ersten Schritt wollen wir die Unbekanmteaus der zweiten und dritten Gleichung (mit
Hilfe von Gleichung(/) ) entfernen. Dazu arbeiten wir zunachst in der zweitenchleag und
zahlen 2-mal die erste Gleichung von ihr ab:

(ITy=2-(I): 24 -3 1)
211 2 | 9) e
24 3| 1) (1.6)
22 4 | 18) o
0 2 —7 | —17)

10



1.1 GAUSS-VERFAHREN

Ahnlich arbeiten wir in der dritten Gleichung und subtrabie3-mal die erste Gleichung von
der dritten Gleichung:

(I11)—3-(I): 36 —5 | 0)
311 2 | 9) o
36 —5 | 0)
33 6 | 27) O
0 3 —11 | —27)

Jetzt ist das urspriingliche lineare Gleichungssysie6) éb. umgewandelt, dass die zweite und
dritte Gleichung die Unbekannte, nicht mehr enthalten. Die entsprechenden Koeffizienten
sind 0. Wir schreiben dies wie folgt:

(1) 11 2 [9 () 1.1 2 | 9

(IT) 4 =3 | 1] =~ (1) —2-(I) 02 -7 | —17

(I11) 6 —5 | 0 (I1I)—3-(III) 0 3 —11 | —27
urspringliches System transformiertes System

Schritt 2: Um das lineare Gleichungssystem aufzuldsen, eliminieienoch die Variabler,
aus der dritten Gleichung des zuletzt erhaltenen (tramsésten) Systems (mit Hilfe der Glei-
chung(17) ). Dies geschieht durch Subtrahieren vpmal der zweiten Gleichung von der drit-
ten. Die erste und zweite Gleichung bleiben unbertihrtzKur

(I) 11 2 | 9
(I1) 0 2 -7 | -17
(I11) 0 —11 | —27
(I) 1 1 2 | 9
~ (1) 0 2 —7 | —17
(I11) - 2. (IT) 0 3—3/2-(2) —11=3/2-(=7) | —27 —3/2-(—17)
11 2 | 9
=0 2 —7 | —17
00 -3 |-

Durch Gausselimination haben wir das lineare Gleichurgjesy[1.5) nun umgewandelt in

() rr+ x2 + 2w3 = 9
(IT1) — lpy = =3

RuckwartseinsetzenAus (/1) erhalten wir
T3 = 3.
Einsetzen in /1) liefert

209 — 21 = —17 = Ty = 2.

11
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Schliesslich, mi(7) :
r1+2+6=9 = Ty =1

O
Beispiel 1.8 Betrachten wir weiter das System
() ry + x2 + 2x3 = 6
([I[) T + 2.7?2 - 4.7?3 = 2

Wir gehen gleich vor wie zuvor:
Schritt 1: Gleichung(!) bleibt unverandert; aus den Gleichundét) und (/1) eliminieren
wir zunachst die Variable,; mit Hilfe der Gleichung /) :

(1) 1 1.2 | 6 (I) 11 2 | 6
(IT) 3 -1 | 11| ~ (II)=3-(I) 00 —7 | =7
(I11) 2 —4 | 2 (I1I)—1-(II1) 01 -6 | —4

Schritt 2: Im nachsten Schritt wirden wir nun gerne, wie zuvor, dieidfde x, aus Glei-
chung (/1) entfernen. Vorher geschah dies durch Subtrahieren eiredfatfies der zweiten
Gleichung von der dritten. Weil die Variable in Gleichung(/) aber nicht auftritt (O an der
zweiten Stelle!), lasst sich dies hier nicht realisiel@as Problem ist aber einfach loésbar: Wir
vertauschen die zweite und die dritte Gleichung. Dies éntie Losung des linearen Gleichungs-
systems nicht:

(I) 11 2 | 6 (I) 11 2 | 6
(I1) 0 0 =7 | =7| ~ (I)«— (III) 01 —6 | —4
(I11) 0 —6 | —4 (I11) < (II) 00 —7 | =7

Nun hat das lineare Gleichungssystem genau die gewunischte
RuckwartseinsetzenAus der dritten Zeile lesen wir:

—Txs = —7 = r3 = 1.
Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt:
l-29—6=-4 = To = 2.
Schliesslich erhalten wir aus Gleichud :
r1+24+2-1=6 = T = 2.

Durch Einsetzen der Losungswerte in das ursprunglicleec@®lingssystem kariiberprift wer-
den, ob die Losung richtig gefunden worden ist. O

Wir fassen zusammen:

12



1.1 GAUSS-VERFAHREN

Algorithmus 1.10 (Gaussalgorithmus)Gegeben sei ein lineares Gleichungssystemifitei-
chungen undh Unbekannterr, zs, x3, ..., 7,:

a11T1 + a12T9 + -+ aipnTy, = b1
1Ty + QpTy +---+ AT, = by
. . (1.11)
Ap1®T1 + GpaT2 +---+ AppTn, = bn
Oder in Matrixform:

aixz Qa2 - Aip | by
A1 Q22 -+ A2y ‘ by
Ap1 Ap2 - Qpp | bn

Hier sind die Zahlens,;; die Koeffizienten der Unbekannten in den Gleichungen. Genau
stehta;; fUr den Koeffizient vorx; in Gleichung:. Die Zahlenb; sind die Zahlen auf der rechten
Seite der Gleichheitszeichen im linearen Gleichungseyste

Das Gauss-Verfahren zur Losung vbn(1.11) ist dann wie figjniert:

e Schritt 1: Die erste Gleichung bleibt unverandert. Aus destlichen Gleichungen wird
jeweils die Unbekannte; eliminiert. Dies geschieht durch Subtraktion eines gesigm
Vielfachen dererstenGleichung von der entsprechenden Gleichung. Das Gleidsyag
stem hat dann typischerweise die folgende Form:

aixz a2 Qi3 - Aip | by
0 % *x = x| %

0 x ke ok |k

|

0 x ke ok |k

Hier sindx irgendwelche Zahlen, die sich aus den Manipulationen inZislen ergeben.

e Schritt 2: Die erste und zweite Gleichung bleiben unberifkus den restlichen Gleichun-
gen wird jeweils die Unbekannte, eliminiert. Dies geschieht durch Subtraktion eines
geeignetes Vielfachen deweitenGleichung von der entsprechenden Gleichung. Das Glei-
chungssystem hat dann typischerweise die folgende Form:

aji; Q2 @13 -+ Qip | by
0 * * - * | %
0 0 x - % | %
. : . ) . | :
0 0 % * | %

13



1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

e Schritt 3: Falls das Gleichungssystem mehr als nur 3 Gleigan und Unbekannte hat
wird nun genau gleich weitergefahren: Die erste, zweitednitte Gleichung bleiben un-
berthrt. Aus den restlichen Gleichungen wird jeweils dréoekannter; eliminiert. Dies
geschieht durch Subtraktion eines geeignetes Vielfaclkeemritten Gleichung von der
entsprechenden Gleichung. Das Gleichungssystem hat gpischerweise die folgende

Form:
ail; Az a3 Q4 - Qip | by
0 * * * - % | *
0 0 x * - x | %
0 0 0 * - * | %
A
0 0 0 % - x| x

e Nach dem gleichen Prinzip wird nun weiterverfahren, bis @éschungssystem nach
Schritten typischwerweise (nicht immer!) die folgenderR@ufweist:

ajx aiz @13 A4 - Aip | by
0 * x k0% | %
0 0 x % - *x | %
0 0 0 * - x | %
A S ST P R
0 0 0 --- 0 * | *

Diese Form wird auchechts-obere Dreiecksforgenannt.

e Auflosen durch Ruckwartseinsetzen: Ausgehend von dentseoberen Dreiecksform,
kann das Gleichungssystem nun “von unten her” aufgelostieve In der Tat lasst sich
die letzte Gleichung direkt nach, auflosen. Einsetzen dieses Wertes in die zweitletzte
Gleichung ermoglicht dann die Losung nagh ¢, etc.

Unter Umstanden ist es notig in den einzelnen SchrittamggpeteZeilenvertauschungerorzu-
nehmen.

Wir betrachten nochmals ein Beispiel.

Beispiel 1.12 Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem mit £kamnten und 4
Gleichungen:

(I) 1 3 0 1 | 2
(IT) 4 2 0 | 1
(I11) 0] -2 —2 -1 | -1
(1V) —4 1 1 | 3

14



1.2 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME UND MATRIZEN

Schritt 1: Erste Gleichung unverandert, Elimination vopaus den restlichen Gleichungen
mit Hilfe von Gleichung(7) .

1 3 0 1 | 2

o un= 0o 1 2 -1 -1
(I11) 0 -2 -1 | -1
V) —2-(I) 0 [-10] 1 =1 ] -1

Hier konnten wir die Gleichung//I) unverandert lassen, da sie bereits die gewiinschte Form
hat.

Schritt 2: Erste und zweite Gleichung unverandert. Elimination wenaus den restlichen
Gleichungen mit Hilfe von Gleichun@[) .

13 0 1| 2

01 2 -1 | -1

I = (=2) - (11) 00 2 =1 | -1
(IV) — (=10) - (1) 00 —11 | —11

Schritt 3: Erste, zweite und dritte Gleichung bleiben unveranddimiBation vonz; aus der
vierten Gleichung mit Hilfe von Gleichung /) .

130 1 | 2
" 012 -1 | -1
002 -1 | -1
(IV) =213 (II1) 00 0 =2 | —=1)2
Nun hat das Gleichungssystem rechts-obere Dreiecksform.
Ruckwartseinsetzen:
1 1
([V) —5374:—5 = T4 = 1
(I11) 203 —1-1=-1 = x3=0
(I1) To+2-0-1-1=—1 = 25=0
(1) 1 +3-0+0-04+1-1=2 = ;=1

1.2 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Wir haben bereits gesehen, dass sich lineare Gleichurtgesy®legant durch Matrizen darstel-
len lassen:

Ty, + X9 + 233‘3 = 6 1 1 2 ‘ 6
31+ 3wy — a3 = 11 & 33 -1 | 11
v+ 2ay — dzy = 2 12 -4 | 2

15



1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Die Matrix, welche zu einem linearen Gleichungssystenogelsst sich in zwei verschiedene
Teile “aufspalten”. Hierbei ist der erste Teil eine Matrbe(spielsweise bezeichnet mﬁlﬂ), die
die Koeffizienten der Unbekannten enthalt. Der zweite iSein Vektor (zum Beispiel bezeich-
net mitb), der die Zahlen auf der rechten Seite des Gleichheitsge&cim Gleichungssystem
beinhaltet. Wir zeigen dies anhand des obigen Beispiels:

11 2 | 6 11 2 6
33 -1 | 11 ~  A=[33 -1], b=|11
12 —4 | 2 1 2 =2 2

Oftmals werden auch die Unbekannten in einem Vektor gekpsdic

X
€r = )
€3

Im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystem heisst
o die Matrix A die Koeffizientenmatrix,
o der Vektorb derRechteseite-Vektor
e der Vektorx derUnbekannten-Vektor
des linearen Gleichungssystems. Die Matrix
(4 1 b)

heissterweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems.

Beispiel 1.13Betrachten wir die Koeffizientenmatrid = <g _21) und den Rechteseite-

Vektorb = (3) eines linearen Gleichungssystems. Wie lautet die Losung?

5)
Die erweiterte Matrix ist
0 -1 | 3
3 5 | 5)
Hier lasst sich die Gausselimination nicht direkt anwemdia der Eintrag in Zeile 1 und Spalte
1 gleich 0O ist. Wir vertauschen daher die Zeilen:

3 5 | 5
0 -1 | 3)°
Nun hat die Matrix bereits rechts-obere Dreiecksform (oEtieninationsschritte) und kann

durch backward solve gelost werden:

20
372:—3, 35(]1—53:5 = 371:?.

O

In diesem Skript schreiben wir Matrizen mit fetten Grossistaben und Vektoren mit fetten Kleinbuchstaben.

16



1.3 ANWENDUNGEN

1.3 Anwendungen

Lineare Gleichungssysteme kommen vielerorts in den Nassemschaften und anderen Gebie-
ten vor. Anwendungen, welche die Losung von linearen Gleigssystemen erfordern, gibt es
unzahlige. Ein wichtiges Beispiel haben wir bereits in étstt[T.] beim Berechnen von ein-

fachen Stromkreisen kennengelernt. Wir wollen nun nocigeiweitere Anwendungsbereiche

betrachten.

1.3.1 Interpolation von Daten

Gegeben sei eine Menge von Daten, welche zu einem gewissispjddsweise physikalischen,
Vorgang gehort. Zu diesem Gesetz gebe es ein mathematistieell, das von gewissen Para-
metern bestimmt ist. Wie miissen die Parameter gewahttemedamit die Daten vom entspre-
chenden Modell erzeugt werden? Mit dieser Frage befadstigdnterpolation.

Beispiel 1.14 Die Lufttemperatur nimmt typischerweise mit wachsendehélab. Der genau
Zusammenhang hangt von verschiedenen Faktoren ab urehiskempliziert. Wir betrachten
das folgende (stark) vereinfachte Modell:

e Auf der Meereshohé = 0 betragt die Temperatd?(0) = 15°C.

e Im Hohenbereich von 0 bis 11000m nimmt die Temperatur gheigssig ab bis
auf7(11000) = —56.5°C'.

o Uber 11000m bleibt die Temperatur konstant.

Aufgabe: Finde die Funktiofi(h), welche die Temperatur in Abhangigkeit der Hghangibt.
Zeichnen wir die Temperatur in einem Koordinatensystem rhangigkeit der Hohe auf,
so erhalten wir das folgende Bild: Die gleichmassige Abnalder Temperatur unter 121000m
entspricht einer Geraden mit negativer Steigung. Fur gogksere Hohen bleibt die Temperatur
konstant, was eine horizontale Gerade ergibt; vgl. Abligdli.2. Zwischer®) < h < 11000m

hat die gesuchte Gerade die Form
T(h) = ah + b,

wobei die Parameter undb zu bestimmen sind. Wir wissen, dass

15=T0)=a-0+b=1b
~56.5 = T°(11000) = 11000a + b.

Somit ergibt sich das lineare Gleichungssystem

b = 15
11000a + b = —56.5"
Die Losung lautet:
—71.5
a=-——=—0.0065, b=15.
11000

17



1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

T

15°C
11000m

—56.5°C

Abbildung 1.2: Vereinfachtes Atmospharenmodell: Teraparin Abhangigkeit der Hohe.

Die gesuchte Temperaturfunktion ist somit gegeben durch

T(h) {—0.0065h + 15 wennh zwischen 0 und 11000m liegt

—56.5 wennh > 11000m
0]

Beispiel 1.15Auf einer Parabel

f(x)=2*+az+b
liegen die zwei Punkté—1,1) und(2,2). Zu finden sind die Parametemundb. Es gilt:

l=f(-)=1—a+b, 2=f(2)=4+2a+0b.

Dies fuhrt auf das lineare Gleichungssystem

—-a + b = 0

2a + b = =27
welches die Losung = —2 undb = 2 hat. O

1.3.2 Mischungen und Konzentrationen

Beispiel 1.16 Zwei Flussigkeitenf; und F; enthalten3% respektivet% Alkohol. Es soll eine
Mischung von 5 Litern hergestellt werden, @i% Alkohol enthalt.
Losung: Wir bezeichnen die Anzahl Liter von jeder Flussigkeit imn3sch mit/; und ;.
Sicherlich muss gelten:
li+1=5.

Nun leiten wir noch eine Gleichung fur die Alkoholanteilerh

18



1.3 ANWENDUNGEN

Menge (in Litern) Alkohol in/; Litern von F;: 0.03[y;
Menge Alkohol inly Litern von Fy: 0.0615;
Menge Alkohol inl; + I, Litern vom Gemisch soll seiri.05(1; + ).
Vor und nach dem Mischen ist die Gesamtmenge des AlkohalsgliBaher:
0.031; +0.06ly = 0.05(I; +15) = 3l +6ly=5( +1) = =2l +1y=0.
Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

ll—|—l2:5
—2l1+l2:0.

Die gesuchten Anteile der Flussigkeiten fur die richtMischung entspricht der Losung dieses
linearen Gleichungssystems:

5 . 10 .
l{ = = Liter ls = — Liter.
1 3 3 2 3

1.3.3 Ebene und r aumliche Geometrie

Beispiel 1.17Im drei-dimensionalen Raum seien die folgenden drei Ebgegeben:

Ell $1+[E2+l‘3:1
EQI 21‘1+2l‘2+l‘3:—3
E3Z —31’1+5ZC2+6ZC3 =1

Sie schneiden sich in einem PunRt Dieser Punkt liegt auf allen drei Ebenen, d.h., seine Koor-
dinaten erfullen das Gleichungssystem

1 11| 1
2.2 1| -3
-3 56 | 1
Es hat die Losung
9 41
x1:§, To ry T3 = 9,
und dies sind die Koordinaten des Schnittpunktes. OJ

Beispiel 1.18 Gesucht ist die Gleichung einer Ebeflem Raum,

E axry + bxy + crz = 1,

19



1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

die durch die drei Punkte
P (=2,1,1), Py: (4,0,-1), Py (2,-2,-1)
geht. Da der PunkP; auf E' liegt, muss gelten
—2a+b+c=1.
Analog erhalten wir furP, und Ps:
da —c=1, 2a —2b—c=1.

Diese drei Gleichungen formen ein lineares Gleichungssysitir die drei Unbekanntem b, c.
Es lasst sich mit dem Gaussverfahren losen. Als Losureglenet mam = 2,6 = —2,¢ = 7.
Die gesuchte Gleichung der Ebehast durch

E 201 — 209+ Txs =1

gegeben. O

1.4 Regulare und singul are Matrizen, Rang einer Matrix

In den bisherigen Beispielen haben die linearen Gleichaysjeme immer genau eine Losung
gehabt. Dies muss nicht immer so sein, wie die folgenden Bemspiele zeigen.

Beispiel 1.19 Betrachten wir das lineare Gleichungssystem

(1) 1 230
(IT) 56 | 0
(I11) 8 9 |1
Gausselimination liefert:
1 2 3 |0
s (IT) —4-(I) 0 -3 —6 | 0
(ITI)y—17-(I) 0 —12 | 1
1 2 3 |0
A 0 -3 6|0
(I1I) = (=2)- (I1I) 00 0 |1

Die letzte Gleichung lautet jetzt:
0'.T1+0'.T2+0'373:7.

Offenbar gibt es keine Wahl vany, x5, x3 welche diese Gleichung erfullen kann. Folglich hat
dieses Gleichungssystdmine losung OJ
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1.4 REGULARE UND SINGULARE MATRIZEN, RANG EINER MATRIX

Beispiel 1.20 Wir andern im vorherigen Beispiel den Rechteseite-Vektor

(I) 12310

(I1) 456 |0 (1.21)
(I11) 78910

Die einzelnen Schritte der Gausselimination sind nun dééchen wie vorher, mit dem Unter-

schied, dass die Zahlen auf der rechten Seite des lineasohBhgssystems immer gleich O
bleiben. Somit,

1 2 3 10
- 0 -3 —6 | 0 (1.22)
(I11) — (=2) - (1) 0.0 0 |0

Die letzte Gleichung lautet jetzt

Sie enthalt keine Information, und jede beliebige Kombhoravon Zahlen furz,, x9, 5 10st
diese Gleichung. Die dritte Zeile in der Matrix{1122) wirdghalb auctNullzeile genannt. Das
System reduziert sich damit auf die erste und zweite Gleighion transformierten System:

$1+2$2+3l’3:0

—3x9 — 623 = 0.
Wiederum losen wir von “unten her” auf. Aus der zweiten Gtheing folgt
To = —2x3.
Einsetzen in die erste Gleichung fuhrt zu
x1+ 2 (—2x3)+ 323 =0 = T, = I3.

Wir sehen, dass der Wert van unbestimmt bleibt. Wir haben keine Information mehr, um ihn
festzusetzen. Dies liegt daran, dass wir durch das “Vergeben” von Gleichun@{L.P3) im Prin-
zip nur zwei Gleichungen zur Verfigung haben, um die (ddeipekannten zu bestimmen. Der
Wert vonzs ist nun frei wahlbar. In diesem Fall fuhrt man haufig eisegenannteRarameter
ein, der verwendet wird, um die Gesamtmenge der Losungszuduiicken.

Ersetzen wirrz durch einen Parametey so lasst sich die Losung des linearen Gleichungssy-
stems wie folgt schreiben:

T] =S, Ty = —28, T3 = S. (1.24)
Hier kanns einen beliebigen Wert annehmen. Beispielsweise erhalitefiims = —4 die Losung

Ty = —4, To = 8, T3 = —4.
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1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

In der Mathematik verwendet man haufig die Schreibweise

xq
L= x| 1 1 = 8,10 = —2s, 14 = s, Wobeis eine beliebige Zahl is} ,
T3

um dieMengeL aller Losungen (bsungsmengelu beschreiben. In Worten bedeutet dies: “Die
I

Mengealler Vektoren | z |, fur die gilt: z; = s, 29 = —2s, x4 = s, wobeis eine beliebige
T3

Zahl ist.”

Wir kbnnen einfach nachpriifen, ob die Losundin (1.2#5&ehlich fur alles eine Losung des
urspriinglichen linearen Gleichungssystem ist. Dazuesetwir sie in [1.2Il) ein. Fur die erste
Gleichung gilt

Ty +2x2+ 303 =5+ 2 (—25)+ 3s =0,

d.h., die Gleichung ist erfullt. Genau gleich Uberpriwer die Gleichungeri/) und (/) :

4$1+5$2+6ZC3:4S—108+65’:0
Tx1 4+ 8Ty + 923 = 7s — 1658+ 9s = 0.

Somit ist die gefundene Losung korrekt und es folgt, dassedi lineare Gleichungssystem un-
endlich viele Losungen (namlich eine Losung fur jedehWes Parameterg hat. 0J

Wir halten fest: Ein Gleichungssystem kake&ine genau eineoderunendlich viet
le Losungen haben. Dies hangt sowohl von der Koeffizienterxnals auch vom
Rechteseite-Vektor ab.

Betrachten wir ein lineares Gleichungssystem, welchesMidivektor 0 als Rechteseite-
Vektor hat, d.h.,
(A | 0).

Schreiben wir die Koeffizientenmatrix des linearen Glerggsystems ist in der Form

ail Qa2 - Aip
A1 Q22 - QA2p
A= 4 . . . P
Ap1 Ap2 -+ App
so gilt:
a11ry  + appry 44 apr, = 0
a21T9 -+ A29T9 + -+ Aonly, = 0
. . . . (1.25)
1Tl + ApaTy + -t g, = 0

22



1.4 REGULARE UND SINGULARE MATRIZEN, RANG EINER MATRIX

Ein solches lineares Gleichungssystem héisstogen Falls es auf der rechten Seite mindestens
einen Wert gibt, der ungleich 0 ist, dann heisst das Systeomogen
Offensichtlich hat das Gleichungssystdm (1.RBiner mindestens einédkung namlich die
Losung
Ty =29 ="-+-=x, =0.

Diese Losung wird aucNull-L dsunggenannt.

Wir sagen:

e Eine Matrix A ist regular, falls das zugehorige homogene Gleichungssy-
stem [L.Zbgenau eine tisunghat, namlich die Null-Lésung.

e Eine Matrix A ist singular, falls das zugehorige homogene Gleichungssy-
stem [I.Zb)nehr als eine bsunghat.

Beispiel 1.26 Sind die folgenden Matrizen regular oder singular?

0a-(1Y) wal())

Betrachten wir zunachst die Matria und das zugehorige homogene Gleichungssystem:

(I) -12 |0
(L1) < 5 | 0) '
Mit dem Gauss-Verfahren finden wir
- (—1 2 | 0)
(IT) — (—4) - (I) 0 13 | 0/
Die letzte Gleichung heisst damit
1329 =0 = z9 = 0.
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt dann
—1-214+2-0=0 = z, = 0.

Somitistx; = x5, = 0 die einzige Losung des homogenen Gleichungssystem. DigxXVi ist
deshalb regular.

Analysieren wir die MatrixB. Wiederum betrachten wir das zugehorige homogene Glei-
chungssystem

m @i

Gausselimination liefert
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1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wie in Beispie[CL.ZD ist auch hier die letzte Zeile eMellzeile d.h., sie enthalt keine Informa-
tion. Der Wert vonz,, ist somit frei wahlbar. Wir ersetzen, durch einen Parametey

To — S.
Aus der ersten Gleichung folgt dann

1
201 +1-29=0 = $1:—§S-
Das homogene Gleichungssystem hat also unendlich vigderigen. Die MatrixB ist somit
singular. O

Aus den obigen Beispielén1]20 Und1.26 b) sehen wir, dassApienden des Gaussverfah-
rens auf eirhomogene$ineares Gleichungssystem Nullzeilen entstehen konimstésondere
kann es auch mehr als nur eine geben). Die Differenz zwisdeemnzahl Zeilen einer Ma-
trix und der Anzahl Nullzeilen, die bei der Gausseliminatemtstehen, wir@Rang einer Matrix
genannt und mitang bezeichnet.

Fur einem x n-Matrix A haben wir demnach:

rang(A) = (Anzahl Zeilenm von A)
— (Anzahl Nullizeilen die entstehen beim vollstandigen Andem
des Gaussverfahrens auf das homogene lineare
GleichungssysterfA | 0)).

Wir stellen fest: Istang(A) = 0, dann gibt es nach abgeschlossener Gausselimina-
tion keine Nullzeilen, d.h., die Matrid ist regular. Fallsang(A) > 1, dann istA
singular.

Beispiel 1.27 Wir bestimmen den Rang der Matrix

11 0 1
1 -1 2 3
A= 3 -1 4 7
-3 3 -6 -9

Dazu fuhren wir die Gausselimination vollstandig durdlres ergibt nach dem ersten Schritt

1 1 0 1
0 -2 2 2
0 -4 4 4|’
0 6 -6 —6
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1.4 REGULARE UND SINGULARE MATRIZEN, RANG EINER MATRIX

und nach dem zweiten Schritt

1 1 01
0 -2 2 2
0 0 0O
0 0 0O

Hier endet das Gaussverfahren und es werden 2 Nullzeiletbsic Da die MatrixA genau 4
Zeilen hat, gilt
rang(A) =4 —2=2.

Insbesondere isting(A) > 1 und die MatrixA ist singular. O

Die Klassifikation in regulare und singulare Matrizenirstder Praxis sehr nutzlich. Es lasst
sich der folgende Satz zeigen:

Satz 1.28 Gegeben sei ein Gleichungssystemm@leichungen una Unbekannten
(A | b) ) (2.29)

Hier ist A eine Koeffizientenmatrix (mit Zeilen undn Spalten) undb ist ein beliebiger
Rechteseite-Vektor (mitEintragen).

e Falls A regular ist, dann hat das lineare Gleichungssystgi®9) immer genau eine
LOosung

e Falls A singufr ist, dann hat das lineare Gleichungssyst@®9) entweder keine oder
unendlich viele Losungen

Beispiel 1.301st die Losung des linearen Gleichungssystems

—x + 233‘2 =10

(1.31)
4l‘1 + 5l‘2 =21

eindeutig?
Satz[1.ZB zeigt uns, dass es genligt, die entsprechendézitmeénmatrix des Systems zu

betrachten:
-1 2
A- ( ) 5) |

Dies ist die Matrix aus Beispi€[LP6 a). Wir haben bereitidestellt, dass sie regular ist. Folg-
lich hat das Gleichungssystem (1. 3fBnau eine isung Sie lautet

8 _ 61
T T3
und kann mit dem Gaussverfahren gefunden werden. O
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1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1.5 Determinanten

Im letzten Abschnitt haben wir regulare und singularefizath im Zusammenhang mit der An-
zahl von Losungen linearer Gleichungssysteme definiertviMlen uns nun die Frage stellen,
ob es andere Moglichkeiten gibt, die Regularitat bzwg8laritat einer Matrix festzustellen.

Betrachten wir dazu ein beliebiges lineares Gleichungesysnit 2 Gleichungen und 2 Un-
bekannten:

a1171 + ajpry = by (1.32)

21 T2 + Q222 = by

Hier sind die Zahlem, a2, as1, ass Undby, b, gegeben. Die Zahlen, undz, sind die gesuchten
Unbekannten. Die Koeffizientenmatrix ist

A= (“” ‘“2) : (1.33)

21 QA22

Wann ist sie regular, wann ist sie singular? Dazu beteacivir, nach Definition, das zugehorige
homogene Gleichungssystem

(1) ap a2 | 0
5 <a21 “ 0). (1.34)

Wir 16sen es mit Hilfe des Gaussverfahrens. Dazu unterdehevir die folgenden zwei Falle:
Fall 1: Es seia;; # 0. Dann erhalten wir nach einem Schritt mit der Gausselinonat

ay a12 | 0
(L) — a=r/arn - (I) 0  agp—fan-ap | 0)°

Die letzte Gleichung lautet nun

a1 .
99 — —A12 | T2 = 0.
a1

Sie hat die eindeutige Losung = 0, genau falls

as1
a2 — a1 #0, d.h., ajan —apay #0.
11

Einsetzen in Gleichun@/) ergibt
a11T1 = 0.

Daay; # 0 erhalten wirz; = 0. Die Losung des homogenen linearen Gleichungssystems hat
also genau und nur die Null-Losung, falls

ar1Gg — ay2az # 0. (1.35)
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1.5 DETERMINANTEN

Fall 2: Es seia;; = 0. Vertauschen der Zeilen im linearen Gleichungssysterarlief

- (e ) (1.36)

Die letzte Gleichung lautet nun
a19T9 = 0.

Sie hat die eindeutige Losung = 0, genau fallsa;, # 0. Einsetzen in die erste Gleichung
von (I.36) impliziert

a21T1 = 0.

Wir erhalten die eindeutige Losung = 0, genau fallsa;; # 0. Im Fall a;; = 0 hat das
homogene System hat also genau die Null-Losung, falls# 0 unday; # 0. Im Vergleich
mit (I.39) finden wir dann ebenfalls

a11 Qg2 — A12 Q21 7’é 0.
~—~ —~

=0 #0  #0
S— ~—

Ausserdem bemerken wir, fallg, = 0 und/odera,; = 0, dass gilt

11022 — 12021 = 0.
N~ =
=0 =0

Fassen wir die beiden Falle zusammen, so halten wir fes:@eichungssysteni (1134) hat
genau die Null-Losung (und nur diese), falls

a11Q22 — A12G21 7& 0.

In Bezug auf die MatrixA in (I.33) bedeutet dies:

Die 2 x 2-Matrix A ist regular, falls
a11A22 — A120A21 7£ 0,

undsinguér, falls
(11022 — a12a2; = 0.

92}

Die Zahla;ias — aq2a21 Wird Determinante von A genannt und geschrieben al

det(A) = 11022 — A12091. (137)

Beispiel 1.381st die Matrix

—12 22
M= (—5 23)

27
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regular oder singular? Wir berechnen die Determinante:
det(M) = (—12) - 23 — (—=5) - 22 = —276 — (—110) = —166 # 0.
Die Determinante ist ungleich 0; die Matri¥ ist daher regular. Betrachten wir beispielsweise
das lineare Gleichungssystem
—12 22 | —443
-5 23 | 5453 )’
folgt aus der Regularitat der Koeffizientenmatrix (d®f), dass es eine eindeutige Losung gibt.
O

Das Konzept der Determinante lasst sich auf Matrizen, neshaehr als zwei Zeilen resp. Spal-
ten haben, erweitern. Determinanten sind aber immer msdgenanntguadratische Matri-
zen definiert, d.h., Matrizen die gleich viele Zeilen wie Spalteaben. Ferner lassen sich De-
terminanten im Allgemeinen nicht mehr so einfach wie im a2 x 2-Matrizen berechnen.
Wie bei den2 x 2-Matrizen ist die Determinante eine Zahl, die uns sagt, ole datrix re-
gular oder singular ist: Falldet(A) = 0, dann bedeutet dies, dass die MatAxsingular ist;
falls det(A) # 0, dann ist die Matrix regular.

Zusammenfassend gilt:

Um festzustellen, ob ein Gleichungssystem
(A [ b) (*)
genau eine tsunghat, tberpriufen wieineder beiden folgenden Bedingungen:
(1) Das zugehorige homogene Gleichungssystem
(A4 | 0)
hatnur die Nulllosung oder, aquivalent,

(2) es gilt
det(A) # 0,

d.h., die MatrixA ist regular.
Ansonsten ist die Matri singular und das Gleichungssystém hat entweder kej-

ne oder unendlich viele Losungen (das homogene Systenahatichmer unendlic
viele Losungen).

=

1.6 MATLAB und OCTAVE

Viele Berechnungen in der linearen Algebra, wie beispielserdas Bestimmen von Determi-
nanten oder das Losen von linearen Gleichungssystenmehp&mals sehr aufwendig. Dies ist
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vorallem dann der Fall, wenn Berechnungen mit sehr grossanadn notig sind. Hier wird in
der Praxis haufig auf geeignete Computerprogramme, wspigdsweise MTLABE oder die frei
verfugbare SoftwarecTave], zuriickgegriffen.

Beispiel 1.39 Wir berechnen die Determinante von
1 5 3 7 =3

-2 3 1 3 1
A=10 0 -1 1 7
3 -5 2 3 1
1 -1 -3 -2 5
in OCTAVE:
octave:1> A=[1 5 3 7 -3
> -2 3 1 3 1
> O 0-1 1 7
> 3-5 2 3 1
> 1 -1 -3 -2 5]
A:
1 5 3 7 -3
-2 3 1 3 1
0 0 -1 1 7
3 -5 2 3 1
1 -1 -3 -2 5
octave:2> det(A)
ans = 659
Es gilt also
det(A) = 659 # 0,
d.h., die MatrixA ist regular. OJ

Mit M ATLAB oderOCTAVE lassen sich auch Gleichungssysteme einfach losen.
Beispiel 1.40Betrachte

1 5 3 7 -3 | 107
2.3 1 3 1 | 34
A=|0 0 -1 1 7 | =65
3 -5 2 3 1 | -19
1 -1 -3 -2 5 | —78

2MATLAB is a trademark of The MathWork¥
3© John W. Eaton and others, siefiet p: / / www. gnu. or g/ sof t war e/ oct ave/ i ndex. ht ni
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Die Koeffizientenmatrix ist genau die Matrix aus Beisjpi&d9..Da sie regular ist, hat das obige
lineare Gleichungssystem genau eine Losung. Um diese@TVE zu berechnen, missen wir
zuerst die Koeffizientenmatrix eingeben wie zuvor. Anseddend geben wir den Rechteseite-
Vektor ein:

octave:3> b=[107

> 34
> -65
> -19
> -78]
b =

107

34

-65

-19

-78

Nun wird das Gleichungssystem mit der Operatjor(“backslash operator”) gelost:

octave:4> A\b

-3.0000
5.0000
2.0000
7.0000

-10.0000

1.7 Uberbestimmte und unterbestimmte lineare
Gleichungssysteme

Bis jetzt haben wir uns auf quadratische lineare Gleichsygiem beschrankt, d.h., Gleichungs-
systeme welche gleich viele Gleichungen wie Unbekannterabs kann aber auch sein, dass
ein lineares Gleichungssystem

e mehr Gleichungen wie Unbekannte hat. In diesem Fall ist dagl@ngssysteriberbe-
stimmt. Wir werden uns mit solchen System in Kaplikl 4 genauer kidtgen.
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e weniger Gleichungen als Unbekannte hat. Dann sprechenomieinemunterbestimm-
ten linearen Gleichungssystem. Solche Systeme haben nie ieidewtige Losung; ent-
weder sie haben unendlich viele Losungen oder keine. Wiegem folgenden einige
Beispiele.

Anwendung 1.41 (Chemische Reaktionen)
Wir betrachten die folgende chemische Reaktion zur Héusighvon Eisen:

aC + bFey05 — cFe + d CO,
Kohlenstoff Eisen(lIl)-oxid Eisen Kohlenstoffdioxid.

Hier sinda, b, ¢, d die unbekanntestochiometrischen Koeffizienten
Wir gehen von den folgenden chemischen Voraussetzungen aus

1. Auf beiden Seiten der Reaktionsgleichung hat es gleiele Vitome jeder Sorte.
2. Die stochiometrischen Koeffizienten sind ganzzahlid oninimal.

Der erste Punkt lasst sich mit Hilfe von linearen Gleichasygtemen losen. Der zweite Punkt
kann oftmals schwieriger sein und wird beispielsweise niliteH/on Plausibilitatsargumenten
gelost.

Wenden wir nun Punkt 1 auf die obige chemische Reaktion anh¥ien:

Atom H Anzahl vorher\ Anzahl nachher

C a d
Fe 2b c
O 3b 2d

Vor und nach der Reaktion muss Gleichheit gelten. Diestférdas lineare Gleichungssystem:

a=d
2b=c (1.42)
3b = 2d
oder
a —d =0
26 — ¢ = 0
3b — 2d = 0

Wir stellen fest, dass dieses lineare Gleichungssystembgékamnte, jedoch nur 3 Gleichungen
besitzt. Dies liegt hier daran, dass wir die anfanglicheamn von Molekulen (d.h., vor der
Reaktion) nicht festgelegt haben. Trotzdem wenden wir dagss®verfahren auf das gegeben
lineare Gleichungssystem an. In der erweiterten Matrirfbaben wir:

0
~1 0 |0
0
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In der zweiten und dritten Zeile ist der erste Eintrag jew6ild.h., der erste Eliminationsschritt
ist bereits vollzogen. Im zweiten Schritt lassen wir dietensnd zweite Zeile unberiihrt und
eliminieren den zweiten Eintrag in der dritten Zeile:

(1) 10 0
(I1) 02 -1 0 |0
(I1T) —3/2- (II) 0 0 0

Die vierte Unbekannté ist frei wahlbar. Wir fuhren deshalb einen Parametersneisweises,
ein:

d=s.
Einsetzen in/11) ergibt:
3 4
3¢~ 2s=10 = c= ?S
Dann erhalten wir mit Gleichung/ /) :
4s 2s
26— — =0 = b=—.
3 3
Schliesslich folgt au$l) :
a—s5=0 = a=s.

Da der Parameter beliebig gewahlt werden darf, hat das lineare Gleichuysges [1.4P) un-
endlich viele Losungen. Beispielsweise erhalten wirsfi 15:

Nun wollen wir noch Punkt 2 in den obigen Voraussetzungeillerf. Dazu suchen wir eine
ganzzahlige, minimale Losung. Dies ist dann der Fall, wean3, d.h.

a=3, b=2, c=4, d=3

ist die gesuchte Losung. Nochmals unterstreichen wirs dias urspringliche Gleichungssy-
stem [1.4R) unendlich viele (auch nicht-ganzzahlige Ib@gsun) besitzt. Ausserdem sei noch die
wichtige Tatsache erwahnt, dass es bei einer chemischaktiB@ auchmehrereganzzahlige,
minimale Losungen geben kann (was in der obigen Situaflerdangs nicht zutrifft). Es kann
sogar sein, dass gar keine Losung existiert; dann ist ditiResgleichung falsch gestellt und
die chemische Reaktion lauft auf eine andere Weise ab. \&fiden dazu weitere Beispiele in
denUbungen betrachten. &

Beispiel 1.43 Betrachten wir zuntUben noch das lineare Gleichungssystem

r1  + 2x9 — dx3 — 214 = 3
201 4+ a9 + x3 + 4dxy = 3 (1.44)
-2 — Dx9 4+ X3 — x4 = —7

32



1.7 UBERBESTIMMTE UND UNTERBESTIMMTE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Die erweiterte Matrix ist gegeben durch

(I) 1 2 -5 -2 | 3
(I1) 2 1 1 4 | 3
(I11) —2 -5 1 -1 | -7

Auch hier konnen wir das Gauss-Verfahren anwenden.

(1) 1 2 -5 =2| 3
s (IT) 1 1 4 | 3
(I11) -5 1. -1 | =7
1 2 -5 =2 ] 3
~ (I1)—2-(I) 0o =3 11 8 | -3
(I11) — (=2) - (I) 0 —-9 -5 | -1
1 2 -5 -2 | 3
~ 0 -3 11 8 | -3
(I11)—1/3- (1) 0 0 =383 —23/3 | 0
Die letzte Gleichung lautet
38 23
—§x3—§x4:0.
Daraus folgt
23
.1'3——%374.
Die Unbekannte:, ist frei wahlbar und wird durch einen Paramet@rsetzt:
23
Ty =8, .1'3:—%8.

Einsetzen in Gleichun¢/ /) des transformierten Systems liefert

3y + 11 25 +8s=-3 = _ +1
) 388 S = l‘2—388 .

Aus der ersten Gleichung ergibt sich weiter

17 23 73
x1+2~<§s+1)+(—5)-(—ﬁs)—%:?) = xlzl—%s.

Durch Einsetzen in das urspringliche lineare Gleichwsiesn kann nun tberprift werden,
dass die gefundenen, z,, z3, 24 fur jedes beliebige eine Losung darstellen. Das System hat
folglich unendlich viele Losungen. O

Bemerkung 1.45 Der Begriff des Rangs lasst sich einfach auf Matrizen tibgen, welche ei-
ne ungleiche Anzahl von Zeilen und Spalten haben. Allerslsigd die Begriffe “regular’ und
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“singular” dann nicht mehr sinnvoll definiert. Auch hierlsgin Beispiel Klarheit schaffen: Wir
bestimmen den Rang der Matrix

1 3 5
1 2 4
A=1]13 1 7
-4 0 =8
2 6 10

Durchfuhren des Gaussalgorithmus ergibt nach dem erstientiSerste Zeile unverandert) die
Matrix

1 3 5
0 -1 -1
0 -8 =81,
0 12 12
0 0 0

und nach dem zweiten Schritt (erste und zweite Zeile umckrd)

1 3 5
0 -1 -1
0 0 0
0 0 0
00 0

Hier stoppt das Gaussverfahren. Es werden 3 Nullzeilentschind somit gilt

rang(A) = (Anzahl Zeilen vonA) — (Anzahl Nullzeilen nach vollstandiger Gausseliminajion
=5—-3=2.

1.8 Ubungsaufgaben

1.1. Bestimmen Sie das Gleichungssystem fur die Strmig und I3, welches zum folgenden
Stromkreis gehort:

i\
v 2Q
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1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8 UBUNGSAUFGABEN

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Glegdaysteme mit Gauss-Elimination.
r+2y=3 2u —v? =0
3z +4y =5 u? 4 20 =10

Verschiedene lineare Gleichungssysteme mit jewsgisidhbekannten wurden in Matrix-
form mit dem Gauss-Verfahren bearbeitet. Finden Sie filegeder Systeme die Losungs-
menge in Parameterform und beschreiben Sie diese in Worten.

10210 1021 0
013 ]| 0], 013 | -1}, <(1)_01(1JI_01)
00071 O 000 /]| 4
Bestimmen Sie je die Losungsmenge der folgendeni@liegssysteme.
r+s+t=1 u+2v=1
r+2s+4t=2 v A4 2w =2
r+3s+9t =6 w+ 2u = 3.

Durch die Punktél|1) und(—2|3) in derz;-z,-Ebene soll eine Ellipse der Form
az’ + bry =1

gelegt werden. Bestimmen Sie die Koeffizienteand b. Stellen Sie dazu zunachst ein
Gleichungssystem fiir undb auf und losen Sie es dann mit Gauss-Elimination.

Bekanntlich lasst sich jeder Kreis in dgr-Ebene durch eine Gleichung der Art
4+ +ar+by+c=0

beschreiben. Bestimmen Sie die Gleichung des Kreisesheelturch die drei Punkte
P = (7,-2), P, = (5,—4) und P; = (-3, 4) verlauft.

a) Gegeben sind die beiden Geragieand g, in derx;-z,-Ebene:

g1 201 — Ty =9
go: —dr1 + 319 =2

Bestimmen Sie den Schnittpunkt vonund g,.
b) Gegeben sind die beiden Geraden

hll xrT — To =
hQI 21‘1 — 2[[’2 =k

Fur welche Werte des Parametérs
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1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

i) sind h; undh, identische Geradeéh
i) habenh; undh, keinenSchnittpunkt? Was bedeutet dies geometrisch?
i) habenh; undh, genau einerschnittpunkt?

1.8. Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteingem Gauss-Verfahren.

1 + 229 + 313 = 12 a+b—c+4d =2
4x1 + dxy + 63 = 24 264 —3b—2c+9d =5
Tx1 + 8xg + 1023 = 41 a—4b—-c+3d=1

2a 4+ 120+ ¢+ 11d = 16.

Bringen Sie die Gleichungssysteme zuerst in Rechtsoberks-Form und losen Sie
sie dann durch Ruckwartseinsetzen.

1.9. Wir betrachten die drei Alkohol-Ammoniak-Wasser-bhisngenfy, F; und F3 mit den
folgenden Konzentrationen:

| Alkohol | Ammoniak | Wasser

Fy 85% 10% 5%
FE 75% 15% 10%
F5; | 60% 20% 20%

Hergestellt werden soll 1 Liter eines Gemischs mit 70% Atoi6% Ammoniak und
14% Wasser. Wie gross mussen die Anteile der FlussigkéiteFs; bzw. F; sein?
Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf und losee$Smit dem Gauss-Verfahren.

1.10. Gegeben sei das folgende Abwasserrohrensystem.

100 100
M 100
<€ [ B 3 [ 23
200
@ @
Y
200 >e © LY > 300
\4
400 200

Die Pfeile zeigen die jeweilige Flussrichtung des Wassersde Zahlen stehen fur die
Durchflussmenge in Liter pro Sekunde.
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1.8 UBUNGSAUFGABEN

a) Wie gross mussen die Kapazitaten (in Liter/SekundeRédéren], [1 und [ sein,
wenn die Rohré] geschlossen ist?

b) Was passiert, wenn die RoHreversperrt ist?

Stellen Sie fur (a) und (b) je ein geeignetes lineares Gieigssystem auf und losen Sie
es.

1.11. Fur welche Zahlemwerden die folgenden Matrizen singular?

1—p 2 1—p 2
3 4)7 3 4—-p)

1.12. Bestimmen Sie jeweils den Rang der folgenden Matrizen

1 0 2 3

1 11 1 2 -5 31 2 3 2 1
A=12 1 0], B=|3 -2 2 2 2], cC=1|3 7 2 =2
3 2 3 -1 -1 1 21 4 =3 2 9

8§ 4 -4 0

1.13. Gegeben sind die folgenden drei Ebenen im dreidiraea@n Raum.

FEy o rT—=>0Yy+z= 2
Es: Sr+2y= 1
Es: =3z+1by—32= -6

a) Bestimmen Sie die Schnittmenge dieser drei Ebenen.
b) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Ebéhenit derzy-Ebene.

Geben Sie jeweils eine Parameterdarstellung der Schmiggenan und interpretieren Sie
das Resultat geometrisch.

1.14. Von drei Alkohollosungen seien folgende Angaberabek.

Flissigkeit| Alkoholgehalt| Preis pro Liter

I 3% 4
F 4% 6
I3 6% 8

a) Wie lassen sich die Flussigkeiten mischen, um eine ¥4-gung zu erhalten?

b) Welche davon ist die Mischung mit dem preisgunstigste@rpreis, und wie gross
ist ihr Preis pro Liter?

1.15. PyritFeS, und Sauerstoff), verbrennen zu Schwefeldiox®D, und Roteisensteifie; Os.
Finden Sie die stochiometrischen Koeffizienten, u, v fur diese Reaktion:

pFeSy; + ¢ Oy — uFeyO3 + v SOs.
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1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1.16. Betrachten Sie das Auflosen einer Brausetablettgitminensaure:
a H8C607 -+ bC&COg — CC&g(H5CGO7)2 + d COQ +e HQO

Bestimmen Sie die stochiometrischen Koeffizienten, ¢, d und e nach den bekannten
Regeln. Losen Sie das entsprechende Gleichungssyste@auss-Elimination. Bestim-
men Sie zunachst diallgemeineLdsung und daraus dann die minimalen ganzzahligen
Koeffizienten.

1.17. Betrachten Sie folgende “Knacknuss”:
a,N3103 + bHQO + CSOg e dNaQSO4 + €H2804 + fIQ

Was geschieht hier, und wie lasst sich das Problem Iosen?
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2 Vektorr aume

2.1 Der Vektorraum R”

Mit R bezeichnen wir die Menge aller reeller Zahlen. Dazu geh@eahlen wie

2
2. 0 =5, =, V2, 1 etc

37
Diese Zahlen lassen sich geometrisch auf der Zahlengedadstellen:
negative Zahlen positive Zahlen
| R
0

Abbildung 2.1: Zahlengerade.

In der ebenen Geometrie tritt haufig die Mereauf. Dort ist dies die Menge allétunkte
im zwei-dimensionalen Koordinatensystem. ldentifiziesgmeinen solchen Punkt mit Koor-
dinaten(zy, z2) in der Ebene mit dem zugehorig@nutsvektor

(=)

V= ,

4%)

d.h., mit dem Vektor der vom Ursprung des Koordinatensysteoam PunktP zeigt, so lasst
sichR? auch als die Menge aller Ortsvektoren, oder noch allgemeilee Menge aller Vekto-
ren der Ebene, definieren; vgl. Abbildungl2.3. Wie in Kagiedrwahnt, verwenden wir in der

Mathematik zur Beschreibung von Mengen typischerweiseNdigtion {. ..}. Die MengeR?
konnen wir dann wie folgt beschreiben:

R? = { (xl) . x1, 9 SiNd zwei beliebige reelle Zahle}u.

T2

Analog entspricht die Meng&? dem dreidimensionalen Raum.
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2 VEKTORRAUME

Allgemeiner definieren wir nun die Mend®" als dieMenge aller Vektoren mit Eintragen
(auch Komponenten genannt):

R" = : x1,%9,...,2T, Sindn beliebige reelle Zahle

Beispiel 2.1
1. Der Vektor
-3
2.4
4
0

hat vier Komponenten. Er gehort daher zur Mefigealler Vektoren mit vier Komponen-
ten.

2. Angenommen, ein Wissenschatftler fuhrt ein Experiménirl durch und macht jedes-
mal eine Messung (zum Beispiel eine Temperatur). Dann é&dnvir die Gesamtheit der
Resultate auffassen als einen Vektor im Rd®#, dessen Eintrage die 20 Ergebnisse aus
den Experimenten sind.

3. Ein optisches Signal sei eine Mischung aus drei Farbeénblau und grun. Jede Farbe
kommt in dem Signal mit einer gewissen Intensitat vor. etspricht drei Zahleik, B
undG. Sie konnen in einem Vektor als angegeben werden:

R
B
G

So entspricht der Vektor

O =

einem Signal, welches gleich viel rot und blau enthaltpdkein griin. Dies entspricht
also in etwa der Farbe lila.

O

Diese Beispiele zeigen, dass Vektoren nicht immer eineu@enr Geometrie haben missen,
sondern ganz allgemeine “Datencontainer” sein kbnnen.
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2.1 DER VEKTORRAUM R"™

2.1.1 Grundoperationen flr Vektoren

Fur Vektoren inR™ sind einige bekannt®perationendefiniert, wie beispielsweise digdditi-
on +, die Subtraktion—, oder dieSkalarmultiplikation mit einer Zahl

Beispiel 2.2

a) Betrachten wir die zwei Vektoren

in R3. Dann bilden wir die Summe dieser beiden Vektoren durch elasijige Addieren
der entsprechenden Eintrage. Das Resultat ist wiedenivieditor inIR3:

3+4 7
v+w=|-14+(-1)|=1[-2],
6+1 7

Genau analog berechnen wir die Differenz:

3—4 —1
v—w=|-1=(-1))=1]0 |,
6—1 3
b) Sei

3
" — 3

—1

0

ein Vektor inR* unda = 5 eine Zahl. Dann wird die Skalarmultiplikation vanmit «
wiederum eintragsweise durchgefuhrt:

5-3 15
D B N B Bt
5. (1) -5
5.0 0

Die Skalarmultiplikation ishicht zu verwechselmit dem Skalarprodukt (welches wir im
folgenden besprechen werden)!

O

Die obigen Beispiele zeigen, dass die MeirRjeunter anderen die folgenden Eigenschaften
besitzt:
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2 VEKTORRAUME

(E1) Falls zwei Vektorem undw zuR"™ gehoren, so befindet sich auch ihre Summe
V+w

in R™. Gleiches gilt fur die Differenz zweier Vektoren.
(E2) Gegeben ein Vektar in R” und eine beliebige reelle Zahl Dann ist

a-v

ebenfalls eirR™-Vektor (wir bemerken, dass der Vektor v die gleiche Richt
tung hat wiew; falls « > 0, dann hat er sogar dieselbe Orientierung wij
fur o < 0 dreht er sich umi80°, wobei die Richtung aber dennoch glejch
bleibt).

Die MengeR" ist ein sogenanntafektorraumAlle Vektorraume haben (nebst w
teren) die Eigenschaften (E1) und (E2).

(D

D
1

2.1.2 Linearkombinationen

Aus den vorherigen Beobachtungen resultiert eine wichiegallgemeinerung: Angenommen,

wir betrachten eine Menge von Vektoren v,, ..., v, in R". Ausserdem seien beliebige Zah-
lenay, as, ..., a, gegeben. Dann sind die Vektoren
aq - Uy, Q9+ V2, ceey Qp * Uy

ebenfalls Vektoren ifR". Uberdies gehort auch deren Summe
al-v1+a2-v2+...+ap-vp (23)
zum RaumR”.

Ein Ausdruck der Form [(23) nennt mahinearkombination der Vekto-
renvy, vy, . .., v,. ZUSammenfassend konnen wir sagen: Jede beliebige korear
bination von Vektoren auR” ist wiederum ein Vektor ifrR"

Beispiel 2.4
a) Seien
-3 1
V1 = 2 s Uy = 4
0 1
zwei Vektoren inR3. Dann ist beispielsweise der Vektor
—6 =5 —11
2"01%(—5)"02 = 4 + —20 = —16
0 -5 -5
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2.1 DER VEKTORRAUM R"™

—5"02

Abbildung 2.2: Linearkombination zweier Vektoren.

eine Linearkombination von, undwv,. Geometrisch bedeutet dies, dass der Vektor

—11
—16
-5

in der Ebene durch den Ursprung liegt, die durch die Vektareond v, gebildet wird;
vgl. AbbildungZ.2.

b) Ist der Vektor
-2
6
2

eine Linearkombination von; undv,? Um diese Frage mit “ja” beantworten zu kdnnen,
missen wir zwei Zahlea; undas finden, sodass

-2
1V1 + Qg = 6
2
Ausgeschrieben heisst dies
-3 1 -2
Qaq - 2 + Qo 41 = 6 s
0 1 2

oder nach komponentenweisem Ausmultiplizieren

=301 + ay = =2
200 + 4oy = 6 . (2.5)
Qo = 2
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2 VEKTORRAUME

Dies ist ein Uberbestimmtes lineares Gleichungssystendi€ Unbekannten; und as.
Aus der dritten Gleichung folgt direkt, dass

g = 2.
Wir setzen dies in die zweite Gleichung ein:
20001 +8 =06 = a; = —1.
Nun missen wir noch Uberprifen, ob auch die erste Gleigliiir diese Losung erfullt ist:
—3a;+ay =3+2=5#-2.

Die erste Gleichung ist nicht erfilllt! Somit hat das Gleinlyssysteni{215) keine Losung.

Der Vektor
—2
6
2

lasst sich somihichtals Linearkombination vow; undwv, darstellen.

2.2 Euklidische Norm und Skalarprodukt

2.2.1 Langenmessung mit Normenin R"

Jede Zahh auf der Zahlengerad® hat einen bestimmtepositivenAbstand vom Nullpunkt.
Diesen Abstand nennen wibsolutbetrag oder Betrag von «. Er wird mit |«| bezeichnét
Beispielsweise haben wir:

|5| =5, | — 3] =3, | — | =, etc.
Fur einen PunkP in R™ mit zugehorigem Ortsvektor (vgl. Abbilduhg®.3)
T1

T2

v=| . (2.6)

lasst sich ebenfalls der Abstand vom Ursprung messen.u@edafinieren wir hier mit Hilfe des
Satzes von Pythagoras, genau wiRiundR?, die (Euklidische)l angeoder auchiNorm des
Ortsvektorsy durch

loll = /a2 + 23 + ...+ a2

1Genauer gilt:
a fallsa>0
ol = .
o] {a fallsa < 0
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2.2 EUKLIDISCHE NORM UND SKALARPRODUKT

X2

v — (%) R?
1)

0 T

Abbildung 2.3: PunktP und Ortsvektow in R2.

Beispiel 2.7 Sei

ein Vektor inRS. Dann berechnet sich seine Lange als

ol = V(=2)2 + 32+ 124 02+ (—1)2 + 12 = V16 = 4.

O

Der Begriff der Norm lasst sich verallgemeinern. Insbeloe gibt es auch andere Moglich-
keiten, Langen von Vektoren iR™ zu messeh Ganz allgemein haben Normen immer die fol-
genden drei Eigenschaften:

2Beispielsweise lassen sich fur beliebige reelle Zaplen 1 die sogenanntep-Normen definieren: Seb ein
Vektor wie in [Z®), dann schreiben wir:
1
loll, = (Iz1]” + |2’ + ... + [znl?) 7.

Diese Normen haben die obigen drei Eigenschaften. Betacshit den Vektor aus Beispie[ 217 so berechnen
wir
lvll; =1—=2]+[3]+ 1|+ 0|+ | -1+ ]1]|=2+3+1+0+1+1=8

oder
1 1
lofl, = (= 2" + 3" + [1/* + 0" + | — 1|* + |1|*) * = 1007 = V10 ~ 3.1623.

Offenbar entsprichit = 2 (d.h., die 2-Norm) der Euklidischen Norm.
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2 VEKTORRAUME

1. Fur einen beliebigen Vektarin R™ und eine beliebige Zalhi gilt die Gleichheit
lov- ]| = [ o] -
2. Fur zwei beliebige Vektoren, w ausR™ gilt immer
[v + wl| < [Jo]| + [Jw]].
Diese Eigenschaft heisBreiecksungleichung

3. Falls||v|| = 0, dann folgtv = 0.

Skalierung:  Jeder Vektor lasst sich in einen Vektor der Lange 1 “umvedmd Betrachten
wir als Beispiel den Vektor

Er hat die Lange

|v|| = /32 +32+ (—1)2 = V19.

Teilen wir den Vektow durch seine Lange, dann hat der Vektor

3 3/V/19

1
w17/, 3 — 3/@
vI9- A\ 4 -1/ 19

w=——- -v=

1
[l

die Lange 1, denn

o] <3>2+<3)2+<—1)2 /9+9+1 /19 X
wl = — —_— E— = —_— —_— —_— = — = ].
V19 V19 V19 19 19 19 19
Also: Dividieren eines Vektors durch seine eigene Langgbérinen Vektor, der die gleiche
Richtung und Orientierung hat wie dieser Vektor, jedoch larige 1skaliertist. Ganz allge-

mein entspricht die Skalarmultiplikation eines Vektors emner Zahl einer Langenanderung des
Vektors; dieser Vorgang heisSkalierung.

2.2.2 Skalarprodukt

Fur zwei Vektoren

T U1
X2 Yo
v = , w = ]
Tn Un
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2.2 EUKLIDISCHE NORM UND SKALARPRODUKT

definieren wir das folgendgkalarprodukt:
(v, w) = T1y1 + Tays + -+ TnYn. (2.8)
Das Skalarprodukt ist immer eiZahl.

Beispiel 2.9 Das Skalarprodukt der beiden Vektoren

3 4
v=|-2], w=| 1
0 -1

ist die Zahl
(v,w)y=3-44+(-2)-14+0-(—-1)=12-24+0=10.

OJ

Anwendung 2.10 (Datenubermittlung I)

Computerprogramme zur Datenuibermittiung versendenaddt@usatzinformationen zu der zu
ubermittelnden Nachricht. Diese kdnnen vom Empfangetlberpriifung der Richtigkeit einer
Nachricht verwenden werden.

Ein Beispiel ist die “International Standard Book Numbedteokurz ISBN-Nummer zur lden-
tifikation von Buichern. Dies ist eine 10-ziffrige Zahl, dig jedes Buch verschieden ist und ein
solches eindeutig identifiziert. Die ersten 9 Ziffern deBNsSNummer sind aufgeteilt in 3 Zah-
lengruppen — die erste Gruppe steht fur die Gruppe oderalag, laus dem das Buch stammt, die
zweite Gruppe entspricht dem Verlag, und die dritte Grupgmdint sich auf den Buchtitel. Die
zehnte und letzte Zahl ist eine sogenannte Prifziffer [{Eciy “check digit”), die aus den ersten
9 Zahlen berechnet wird. Sie wird benutzt, um die Richtig&gier elektronischebbermittlung
einer ISBN-Nummer (beispielsweise via Internet) zu Ubiign.

Der Algorithmus zur Berechnung der Prufziffer bei ISBN+Nner funktioniert wie folgt:

1. Speichere die 9 ersten Ziffern der ISBN-Nummer als Bgrin einem Vektoa in RY.
Definiere weiter den Vektor

1

2

b= |3

in RY.
2. Berechne das Skalarprodyki, b).

3. Teile(a, b) durch 11; dabei entsteht ein Restwischen 0 und 10 (um zweistellige Reste
zu vermeiden, wird 10 durcK ersetzt).

4. Der Rest ist die Prifziffer.
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2 VEKTORRAUME

Betrachten wir als Beispiel das bekannte Schweizer KinddrbMein Name ist Eugen” mit der
ISBN-Nummer
3290114708.

Die Prufziffer, also die zehnte Ziffer, ist 8. Wir rechnéa mit dem obigen Algorithmus nach:

Q
Il
O Ik Rk = O VN W

Dann gilt:
(a,b)=3-1+2-2+9-34+0-4+1-5+1-64+4-74+7-84+0-9=129.
Weiter haben wir
129 : 11 =11 Rests,
alsor = 8, und dies ist genau die Prifziffer. &
Im folgenden fassen wir einige wichtige Eigenschaften deda®produktes zusammen. Hier

sindu, v, w beliebige Vektoren auR”, « ist eine beliebige Zahl, unit|| bezeichnet di&ukli-
dische Normin R”.

1. Symmetrie:
(v, w) = (w, v).

2. Bilinearitat:
(v, w) = (v,a - w) =a(v,w).
und
(u+v,w) = (u,w) + ,w),  (u,v+w) = (u,v) + (u,w).
3. Esgilt die Gleichheit
(v, w) = [Jv[| [w] cos(6), (2.11)

wobeid der Zwischenwink@l der beiden Vektorem und w ist; vgl. AbbildunglZ#. Wir
betrachten zwei Spezialfalle:

3In diesem Text vereinbaren wir, dass Winkel immer im Gradrgamessen werden, d.h. der Vollwinkel be-
tragt360°. Wir bemerken jedoch, dass in der Mathematik haufig das Bogss verwendet, mit Vollwinkelr.
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2.2 EUKLIDISCHE NORM UND SKALARPRODUKT

“’ (]

Abbildung 2.4: Zwischenwinkel zweier Vektoren.

a) Fallsw = v, dann giltd = 0° undcos(0°) = 1. Daher
(v,0) = ol

Diese Eigenschaft ergibt sich ebenso durch direktes Eiesén [Z.8).
b) Fallsv undw senkrecht sind, dann ists(90°) = 0, und somit folgt aud(2.11), dass

</Uv w) =0,

d.h., das Skalarprodukt zweier orthogonaler Vektorennsher gleich 0. Hier gilt
auch derSatz von Pythagoras

lv + wi* = [[o]* + [[w]*

4. Da der Absolutbetrag votos(6) immer kleiner gleich 1 ist, folgt aus der obigen Formel
die sogenannt€auchy-Schwarz-Ungleichung:

| (v, w) | < o] [Jw]].
5. Es gilt dieParallelogrammidentit

1 1
(v,w) = o+ wl* = v — w|*

2.2.3 Projektionseigenschatft

Betrachten wir zwei Vektorem und z desR™. Wir wollen den Vektorv senkrechtauf den
Vektor z projizieren; siehe Abbildung2.5. Wie lasst sich der emtdene Vektop! berechnen?

Sicherlich hat der gesuchte Vektot dieselbe Richtung wie der Vektar. Er ist also ein
skalares Vielfaches voaiund lasst sich somit schreiben als

vl =a- 2z,
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2 VEKTORRAUME

Abbildung 2.5: Projektion vomw auf z.

wo « eine noch unbekannte Zahl ist. Ausserdem steht der Differkiory — v/ senkrecht auf.
Aus den Eigenschaften des Skalarproduktes folgt dann:

0=(v—vl.2)=(w—a 22 =wz)-alzz)=(v,2) —a|z|

Daher,
(v, 2)
o = .
IE1ls

Somit haben wir gezeigt:

Projizieren wir einen Vektov senkrecht auf einen Vektar, so lasst sich der proji-
zierte Vektorv! berechnen als

ol = <'U>Z2>
2]

- Z. (2.12)

Diese Formel nennt mdprojektionseigenschaft

Beispiel 2.13 Wir projizieren den Vektor

(1)
(%)

Der projizierte Vektor berechnet sich dann mit der Prokeigenschatft als

auf den Vektor

v<(ié)7(i)>_(2)11.2“3).(1)(2)25,(2)(m)_

N <2) 2 S| 22 + (—1)2 -1/ 5 \-1 -5
—1

Das Resultat lasst sich in diesem Beispiel einfach grafhschprifen. OJ
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2.3 UNTERRAUME VON R"

2.3 Unterr aume von R"

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Teilmengen V&8 beschaftigen.

2.3.1 Beispiele und Definition

Wir betrachten zunachst einige Beispiele.

Beispiel 2.14

a) Es sel/ die Menge aller Vektoren ii®? mit Lange 1:

() i)

Dies ist eine Teilmenge vaR?.

b) Betrachten wir die folgende Teilmenge vin:

x1
V = To | 1201 +4x5 —323=0
T3
c) Schliesslich sei
x T
W =< "] :2s=0"% = { alle Vektoren inR* der Form |
T3 T3
Ty 0
eine Teilmenge voiR*.
Was bedeuten diese Mengen geometrisch? O

Erinnern wir uns an die wichtigen zwei Eigenschaften (E1J (B2) des VektorraumR™

(siehe Seité“42). Sie besagen: Fur zwei VektoreiR'insind immer auch deren Summe und
beliebige Skalierungen VektorenRi'.

Wir stellen die folgende Frage: Gelten diese Eigenschadterh fur Teilmengen voiR™?

Genauer: Angenommen, es sind zwei beliebige Vektoren aes &ilmengé/ vonR" gegeben;
sind dann deren Summe und beliebige Skalierungen ebe¥éteren aus dieser Teilmenge?
Um Einblick in diese Frage zu erhalten, betrachten wir dig@t Beispiele a) und c):
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2 VEKTORRAUME

a) Die MengeU besteht aus allen Vektoren d&$, die Lange 1 haben. Zahlen wir zwei
Vektoren der Lange 1 zusammen, so kann es sein, dass dereneSnicht mehr Lange 1
hat. Dies sehen wir am folgenden Beispiel:

1

v = (O) = ||’01“ =1
0

Vo = (1) = ||’02|| =1

1
V1 + vy = (1) = H’01+’02||:\/§7é1
Somit folgt, dass die Teilmendé die besagten Eigenschafteichtimmer erfullt.

c) Betrachten wir zwebeliebigeVektoren aus der Teilmend& vonR*:

Z1 Y1
T2 Y2
U = " Vo —
! L3 2 Y3
0 0
Dann gilt:
x (1 T1+
T2 Y2 T2+ Y2
V] + vy = + =
P T3 Y3 T3+ Y3
0 0 0
und fur eine beliebige Zafhi:
AT
(0]
-V =
axs
0

Entscheidend ist hier, dass bei den Resultatvektoren #iemponente immer O bleibt und
damit Summen und Skalierungen von beliebigen Vektordiabenfalls zuV gehoren.
Die erwahnten Eigenschaften sind hier also erfullt. In ldeearen Algebra sind solche
Teilmengen von besonderem Interesse. Wir nennedsierraumevon R”.

Genauer definieren wir:
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2.3 UNTERRAUME VON R"

—

Eine TeilmengdV von R™ heisstlinearer Unterraum von R", falls die folgender
zwei Eigenschaften erfullt sind:

(Ul1) Falls zwei beliebige Vektoren und w zu W gehoren, so befindet sich aych
ihre Summe
V+w

inW.
(U2) Fur einen beliebigen Vektar in W und eine beliebige reelle Zahl gehort

auch der Vektor
a-v

zuWw.

Wir illustrieren diese Definition nochmals mit ein paar Beeden:

Beispiel 2.15
I
a) Wir betrachten alle Punkte mit Koordinatgnes | im dreidimensionalen Raum, welche
T3
die folgende Gleichung erfullen:

Diese Punkte bilden eine Ebere durch den Ursprung. ISt/ ein linearer Unterraum
von R3? Wir tberprifen (U1) und (U2):

(U1) Betrachte zwebeliebige(Orts-) Vektoren

T U1
T und Yo
xs3 Y3

in der Ebener. Es gilt also:
21+ 4xe — 225 =0 und Y1 + 43/2 — 23/3 = 0.

Der Summenvektor

1 Y1 T+
To |+ y2| = | T2+
T3 Ys T3+ Y3

liegt ebenfalls inE, denn durch Einsetzen in die Gleichuig(2.16) sehen wig das

(1 +y1) +4(w2 +y2) — 2(x3 +y3) = (21 + 4wy — 223) + (Y1 + 4y2 — 2y3) = 0,

(. J 7

Vv v
=0 =0

d.h., (U1) ist erfilllt,
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2 VEKTORRAUME

(U2) Betrachte einebeliebigenVektor
21
Z2
<3
in der Ebener. Dann gilt
z1 + 429 — 223 =0,

und fur ein beliebiges skalares Vielfaches

21 [0 %41
- Z9 = [0%%)
Z3 az3

haben wir, wiederum durch Einsetzen[in_(2.16),

(az1) + 4(az) — 2(azs) = a (21 + 429 — 223) = 0.

N /
NV
=0

Somit gehort jedes skalare Vielfache ebensdizund (U2) ist auch erfullt.

T
b) Wir betrachten alle Punkte mit Koordinatg¢nr, | im dreidimensionalen Raum, welche
I3
die folgende Gleichung erfllen:

I +4ZL’2 —21‘3 =1.

Diese Punkte bilden eine Ebefg die jetzt aber nicht durch den Ursprung geht!Asgéin
linearer Unterraum voiR3? Wir tberpriifen (U1) und (U2):

(U1) Betrachte zwebeliebigeVektoren

X1 1
T2 ) Y2
xs3 Ys

in der Ebener. Es gilt also:
Ty +4ry — 213 = 1, y1 + 4y — 2y3 = 1.

Der Summenvektor

1 Y1 T+
To |+ Y2 | = | 2+
T3 Ys T3+ Y3

liegt nichtin £, denn

. J/ J
-~

=1 =1

(x14+y1) +4(xe+y2) —2(x3+ys3) = (21 + 4xe — 223) + (y1 + dy2 — 2y3) =2 # 1.

d.h., (Ul) istichterfullt. Somit istE keinlinearer Unterraum voRR? (aber trotzdem
eine Teilmenge).
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2.3 UNTERRAUME VON R"

(U2) Auch (U2) ist nicht erfullt. Betrachte eindreliebigenVektor

21
22
z3

in der Ebener. Dann gilt
Z1 +422 — 22}3 = 1,

und fur ein beliebiges skalares Vielfaches

21 [674]
(% z9 = (6%}
z3 (0%

haben wir
(az1) + 4(azg) — 2(azsg) = oz + 420 — 223) = .

(. /
v
=1

Falls o« # 1, dann gehort das entsprechende skalare Vielfaotig zu £. Somit
ist (U2) im Allgemeinen nicht erfullt, und wiederum folgtassE kein linearer Un-
terraum vorR3 ist.

O

Bemerkung 2.17 Ein linearer Unterraum voRR™ enthaltimmerden Nullvektor (wieso?). Um-
gekehrt gilt: Enthalt eine Teilmenge d&$ den Nullvektor nicht, so ist diese Teilmenge kein
linearer Unterraum. Allerdings gibt es Teilmengen, die derlvektor enthalten und dennoch
keine Unterraume sind.

2.3.2 Unterr aume und L 6sungen von homogenen
Gleichungssystemen

Losungsmengen von homogenen linearen Gleichungssystbitden immer Unterraume. Die
folgenden Beispiele sollen dies illustrieren.

Beispiel 2.18

a) Es seil. die Menge aller Losungen deemogenetinearen Gleichungssystenis (11.21),

12310
456 |0
789 |0

Schreiben wir die allgemeine Losung als Vektor, so ist sgedpen durch

il S
o | = | —2s |,
T3 S
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wobeis eine beliebige Zahl sein darf; vgl_{1124). Somit ist diesuigsmenge

1
L=<s-|—-2]: seine beliebige Zah
1
1
die Menge aller beliebigen Vielfachen des Vekiqrs-2 | . IstL ein linearer Unterraum
1
von R3? Uberpriifen wir die zwei Eigenschaften (U1) und (U2):
1 1
(Ul) Seienv; = s; - | =2 | undwvy = s - | —2 | zwei beliebige Vektoren ifi.. Dann
1 1
gilt:
1 1 1
v+ vy = 8- —2 + Sg - —2 :(81+82)' —2
1 1 1
1
Der Resultatvektor ist wieder ein Vielfaches vgn-2 | und gehort somit zd..
1
Folglich ist (U1) erfullt.
1
(U2) Betrachte einen beliebigen Vekter= s - | —2 | in L und eine beliebige Zahi.
1
Dann haben wir
1
a-v=Aqas —2
1
1
Auch dies ist ein Vielfaches von —2 |, d.h., eine beliebige Skalierung fuihrt nicht
1

zu einem “Verlassen” der Mende Also ist auch (U2) wahr.

Zusammenfassend sind sowohl (U1) wie auch (U2) erfullt,,d. ist ein linearer Unter-
raum vonR3.

c) Definieren wir U als die Menge aller Losungen deshomogenenGleichungssy-
stems[(1.44). Hier ist also

—73/38
17/38
—23/38
1

+ : s eine beliebige Zah} .

S O = =
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2.3 UNTERRAUME VON R"

Ist U ein linearer Unterraum voR*? Hier sind weder (U1) noch (U2) erfullt! Nehmen wir
namlich beispielsweise den Vektor

O~

o

der zuU gehort (mits = 0) und die Zahkx = 2, so musste mit (U2) auch der Vektor

S O ==
S NN

0

in U sein, was aber nicht der Fall ist. Die Mengjest somit zwar eine Teilmenge, nicht
aber ein linearer Unterraum vdt.

OJ

Bemerkung 2.19 Allgemein gilt: Die Losungsmenge eineemogenetinearen Gleichungssy-
stems istimmerein linearer Unterraum. Auf der anderen Seite ist die Lgsamenge einesho-
mogeneninearen Gleichungssystenme ein linearer Unterraum (in der Tat spricht man hier von
einemaffinenUnterraum).

2.3.3 Linearkombinationen in Unterr aumen

In AbschnittlZI.P haben wir bereits den Begriff denearkombinationvon Vektoren inR”
kennengelernt. Dieser Begriff lasst sich ganz natudiechbeliebige Unterraume erweitern. Dazu
erinnern wir uns an die Eigenschaften (Ul) und (U2) der lieedJnterraume und bemerken,
genau wie auf Seife#2, dass gilt:

Jede beliebige Linearkombination von Vektoren aus ein@ealien Unterrauny/
vonRR” ist wiederum ein Vektor in demselben linearen Unterrddim

Diese Beobachtung zieht die folgende Definition nach sich:

Die Menge aller moglichen Linearkombinationen, die sicls &iner gegebenén
Menge von Vektoren
V1, V2, ceey Up

bilden lassen, heisBheare Hulle diese Vektoren, oder auétaum aller Vektoren,
der durch die gegebenen Vektoren aufgespannt wirdDiese Menge bezeichnen
wir mit

span (vy, va, ..., ) .

Sie erfullt immer die Eigenschaften (U1) und (U2).
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2 VEKTORRAUME

Beispiel 2.20 Der vom Vektor

()

aufgespannte lineare Unterrawpan (v;) von R? ist der Raum aller Linearkombinationen
vonwv;. Dies ist die Menge aller Vektoren, die die Form

S - 3
5)
haben, wobei beliebig gewahlt werden darf. Geometrisch ist dies einea@edurch den Null-
punkt mit Richtungy, . Die entsprechende Geradengleichung lautet

51‘1 — 31‘2 =0.

Ahnlich kann jede Ebene durch den Ursprung im dreidimersenRaunRR?® aufgespannt wer-
den durch zwei Vektoren, , v,. O

Beispiel 2.21 Wir betrachten das unterbestimme homogene lineare Glegssystem

fur funf Unbekannter,, x5, x3, 74, 5. Das System hat bereits rechts-obere-Dreiecksform und
kann durch Ruckwartseinsetzen geldst werden. Die Usinatie x5 ist frei wahlbar und wird
durch einen Parameterersetzt:

o O =
S O
o = O
o O
U W =~
o o O

T5 = 8.
Dann folgt aus der dritten Gleichung:

T4 = —dx5 = —HS.
Einsetzen in die zweite Gleichung liefert:

T3 = —3x5 = —38.

Aus der ersten Gleichung erhalten wir schliesslich
1 = —0x9 — dxs = —629 — 45.
Wir sehen, dass auch frei wahlbar ist, wofur wir einen Parameteeinfuhren:
9 = 1.

Daher
r1 = —6t — 4s.
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Damit ist die Menge aller Losungen des obigen linearendBleigssystem gegeben durch

L= T3 | 11 = —6t —4s, 29 =1, 13 = —38,T4 = —58,T5 = S

Hier durfens undt beliebig gewahlt werden. Die Losungsvektoren habenallsadie Form

Ty —6t — 4s —4 —6

) t 0 1

r3 | = —3s =s-|-3}+t-| 0|,
Ty —5s -5 0

Ts s 1 0

fur beliebige Zahlern undt. Daraus folgt, dass sich jeder Losungsvektor des obigeitiaings-
systems als Linearkombination der beiden Vektoren

4 —6
0 1
-3, 0
-5 0
1 0

darstellen lasst. Umgekehrt ist jede beliebige Lineatbimation dieser beiden Vektoren eine
Losung des linearen Gleichungssystems. Also wird deubh@srauni. durch die beiden Vekto-
renv; undwv, aufgespannt, d.h., wir kbnnen schreiben:

L = span (v, vs) .

2.4 Lineare Unabh angigkeit

Das Beispie[ZHM zeigt, dass sich Vektoren manchmal alsarkzenbinationen von anderen (ge-
gebenen) Vektoren schreiben lassen, manchmal aber audh 8alasst sich, wie im Beispiel
gezeigt, der Vektor

—11
—16
-5
als Linearkombination der Vektoren
-3 1
V] = 2 s Uy = 4
0 1
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darstellen, namlich

—11 -3 1
—16| =2- 2 | +(-5) |4
-5 0 1
Jedoch kann der Vektor
—2
6
2

nicht als Linearkombination dieser zwei Vektorenundwv, geschrieben werden.

Wir wollen uns nun mit einer speziellen Frage befassen: Gagseien Vektoren,, v, ..., v,
in R™. Lasst sich der Nullvektor
0
0
0=1.
0

in R™ darstellen als Linearkombination dieser Vektoren? Andge$ragt: Gibt es Zah-
lenay, as, ..., a,, sodass

a1Vt ag vt v, =07 (2.22)

Die Antwort ist “ja”, denn mit
o =ay=-=a,=0 (2.23)

ist eine Losung gefunden. Interessanter ist also die Fragealie Losung[(Z23) dieinzige
Losung der Gleichund{2.P2), oder lasst sich der Nullgekt auf verschiedene Arten als Li-
nearkombination der Vektoren , v, . . ., v, darstellen?

Wir betrachten ein Beispiel.

Beispiel 2.24
a) Betrachten wir die zwei Vektoren
—1

Uy = 2
4

v =

W NN

in R3. Auf wieviele Arten kann der Nullvektor als Linearkombiiat dieser Vektoren
dargestellt werden? Wir ldsen Gleichufg (2.22):

a1V] + apvy = 0,
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d.h,,
20(1 + (—1)0[2 =0
20(1 + 20[2 =
30[1 + 40&2 =0

e}

(2.25)

Wir schreiben dieses lineare Gleichungssystem als emteNatrix
(1) 2
(I1) 2
(II1) 3

-1 |
2
4|
und fuhren einen Eliminationsschritt mit dem Gaussvedaldurch:
2 0
~ (11) — (1) 0 3 |0
(IIT)—3/2- (1) 0 0
Aus der zweiten und dritten Gleichung folgt, dass
Qg — 0.
Einsetzen in die erste Gleichung, ergibt dann
o) = 0.

Die einzige Losung ist in diesem Fall aleg = o, = 0, d.h., die Losund(2.23).

Wir l6sen nun dieselbe Aufgabe fir die zwei Vektoren
-2 —1

wi = 4 s Wy = 2

8 4

in R3, und stellen erneut die Frage: Auf wieviele Arten kann delhhdstor als Linearkom-
bination dieser Vektoren dargestellt werden? Auch hisetbwir die Gleichund{2.22). In
Form der erweiterten Matrix bedeutet dies

(1) -2 -1 1] 0
(1) 4 2 | 0
([I1) 8 4 |0
Ein Schritt mit dem Gaussverfahren liefert:
-2 —-1 | 0
(1) —(=2)- (1) 0o 0 |0
(I11)—(—4)- (1) 0o 0 |0

61



2 VEKTORRAUME

Die zweite und dritte Gleichung beinhalten keine Inforroatisie sind fur jede beliebige

Wahl vona;, ay erfullt. Aus der ersten Gleichung erhalten wir

1
—201 + (—1)ag =0 = @ = 0.

Die Unbekanntey, ist frei wahlbar. Wir fihren einen Parameter ein:
Qg = S.

Daraus ergibt sich
1

] = —=S.

Also lasst sich der Nullvektor wie folgt als Linearkombiiven der Vektorenw; und w,

darstellen: .
—§s~'w1—|—s-'w2:O.

Hier darfs beliebig gewahlt werden, d.h., es gibt unendlich vielegarkombinationen aus

den Vektorenw,, w, (insbesondere mehr als eine!), um den Nullvektor zu bilden.

O

Diese Betrachtungen fuhren uns zur folgenden Definition:

Gegeben seien Vektoren
vy, V2, ey Upe

Dann lasst sich der Nullvektor immer als Linearkombinai{2.22) dieser Vektoren
darstellen, namlich mit
0412041:...:()(1,:0.

Falls dies dieeinzige Mbglichkeitist, den Nullvektor als Linearkombination dieser
Vektoren zu schreiben, dann heissen die Vektargn. ., v, linear unabhangig.
Wenn es mehr als eine Moglichkeit gibt, dann heisselfirsgar abhangig.

Beispiel 2.26 Aus Beispie[Z.2l wissen wir, dass die beiden Vektoren

2 -1
v = 2 s Uy = 2
3 4

linearunablangigsind. Im Gegensatz dazu sind die zwei Vektoren

—2 —1
U = 4 s Uy = 2
8 4
linearabhangig O
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Bemerkung 2.27 Es gibt in diesem Zusammenhang eine wichtige Tatsachee®em wir eine

Menge von Vektorew;, vs, . .., v, als Spalten in eine Matrid, d.h.,
A:(’U1 | vy | e vp)7
so ist derRangder Matrix A (vgl. Abschnitf.#4) gleich der maximalen Anzahl von linesr-
abhangigen Vektoren, die sich in der Menge der Vektatemw,, ..., v, finden lassen. Beispiels-
weise seien
1 3 5
1 2 4
V] = 3 s Vg = 1 s V3 = 7
—4 0 -8
2 6 10
Schreiben wir diese Vektoren als Spalten in eine Matrix,realéen wir:
1 3 5
1 2 4
A=1]13 1 7
—4 0 -8
2 6 10

In Bemerkund—L.45 haben wir festgestellt, dassg(A) = 2. Folglich gibt es unter den drei
Vektorenwy, vy, v3 Nie mehr als zwei, die linear unabhangig sind. In der Tatl smdiesem
Beispiel immer je zwei linear unabhangig. Alle drei zusaamnsind aber linear abhangig (sonst
ware jarang(A) = 3, was nicht der Fall ist).

2.5 Basen und Dimension
Betrachten wir einen linearen Unterraui von R"™. Weiter nehmen wir an, dass gs/ekto-
renv,, v, ..., v, gibt, welche diesen Raum aufspannen, d.h.

W =span (v, v,...,0,).

In anderen Worten: Jeder Vektorlii lasst sich als Linearkombination der Vektorgnwvs, . . ., v,
darstellen.

Beispiel 2.28
a) In Beispie[Z.2D wurde gezeigt, dass sich die Gerade
g:or1 —312=0

3
‘1’1 = s

g = span (vy) .

d.h.,

63



2 VEKTORRAUME

b) In Beispie[2.2Il konnten wir den Losungsralundes betreffenden linearen Gleichungssy-
stems (der ein linearer Unterraum VR&n ist) schreiben als

—4 —6
0 1
L. = span =31, 0O
-5 0
1 0

Hier lasst sich ferner zeigen, dass die beiden aufspaemevektoren linear unabhangig
sind.

0

Wir halten die folgende wichtige Definition fest.

Angenommen, es seien ein linearer Unterradh von R™ und p Vekto-
ren vy, vs,...,v, gegeben. Dann heissen diese VektoBasisvon W, falls die
folgenden zwei Bedingungen erfullt sind:

(B1) Die Vektorenw,, ..., v, spannen den linearen Unterrauii auf, d.h.,
W = span (vy,...,v,).

(B2) Die Vektorenwy, ..., v, sindlinear unabténgig
In diesem Fall heisst die ZapIDimensionvon 17/, und wir schreiben

p =dim(W).

Es gilt die wichtige Tatsachdeder lineare Unterraum va@i hat eine Basis (sogar unendlich
viele).

Beispiel 2.29
a) Bilden die Vektoren
1 1
V1 = 0 s Vo = 1
0 0

eine Basis voriR®? Es lasst sich sofort sehen, dass die beiden Vektoren limedhangig
sind, d.h., (B2) ist erfullt. Die Bedingung (B1) ist jedoaitht gegeben: Beispielsweise

kann der Vektor
0

0
1

unmaoglich als Linearkombination vam undwv, dargestellt werden, was aber mit Bedin-
gung (B1) furjedenVektor in R* moglich sein musste.
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5= () =)

eine Basis vorR?? Hier ist (B1) erfullt, aber (B2) nicht. Zum Beispiel lasich der Null-
vektor0 darstellen in der Form

Bilden die Vektoren

1"01+1-’02+(—1)'ng0.
Insbesondere ist
O-v174+40-v94+0-v5=0

nicht die einzige Moglichkeit, den Nullvektor als Linearkbination der Vektorew, v,,
vz darzustellen, d.h., die Vektoren sind linear abhangig.

Im vorherigen Beispid[2.28 a), wird die Geraglelurch den Vektow, = g erzeugt.

Ein einzelner Vektor ist immer linear unabhangig, und fastiv; eine Basis vony. Das
es nur einen Basisvektor gibt, hatdie Dimension 1, was auch unserer geometrischen
Vorstellung entspricht.

Betrachten wir die Ebene
E: $1+3$C2—2.T3:O

durch den Nullpunkt ifR?. Dies ist ein linearer Unterraum v@?. Folglich muss sich eine
Basis vonZ finden lassen. Um dies zu tun, stellen irzunachst in Parameterschreib-
weise dar. Dazu losen wir die Gleichung fiimachz; auf:

T = —3!['2 + 21‘3.
Die Variablenz, undxs sind frei wahlbar und konnen durch Parameter ersetzteverd
Ty = S, T3 = 1.

Damit folgt
X1 = —3s + 2t.

Also kann die Ebené’ geschrieben werden als die Menge aller (Orts-) Vektorendai
Form

T —3s + 2t —3s 2t -3 2
To | = s = s +10])=s- 1 1 +¢-10
T3 t 0 t 0 1

haben, wobes, ¢ beliebige Zahlen sind. Mit anderen Worten: Die Ebéneiird gebildet
durch alle moglichen Linearkombinationen der beiden vedt

-3 2
V] = 1 s Uy = 0 s
0 1
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d.h.,
E = span (v, vs) .

Es lasst sich zeigen, dassundw, linear unabhangig sind, und somit bilden sie eine Basis
von E. Es folgt auchlim(E) = 2.

—4 —6
0 1
e) Im obigen Beispie[ 228 b) spannen die Vektorer3 |, | 0 | den linearen Unter-
-5 0
1 0

raumLL auf. Ausserdem sind sie linear unabhangig. Damit bildenegie Basis vori..
Ferner giltdim(L) = 2.

O

Anwendung 2.30 (Datendbermittlung II)

Es sollen 3 Zahlen Ubermittelt werden. Zwediberpriifung der Richtigkeit wird zusatzlich

noch eine Prifziffer (vgl. Anwendurig Z]10) gesendet, dib als die Summer der drei Zahlen

berechnet. Bezeichnen wir die drei Zahlen mib, ¢, so schickt der Sender folgende Nachricht:

‘a‘b‘cHa—kb+c‘.

Eine solche Originalnachricht bestehend aus den drei Aalleammen mit der Prifziffer heisst
Codewort Der Empfanger erhalt die Nachricht in der Form

[ufolw]=}

Wenn er feststellt, dass+ v + w # z, dann weiss er, dass mindestens eine der vier gesendeten
Zahlen falsch ist. Wenn Gleichheit gilt, so ist dies zwankeGarantie fur die Richtigkeit, jedoch
ein Indikator. Die Menge aller “Codewaorter” (Originalfaahten) erfillt nach Definition die
folgende Gleichung:

ut+v4+w—z=0.

Interpretieren wir eine Nachricht als einen Vektoifify so haben alle Codeworter die Form
u
v

w
u+v+w

wobeiu, v, w beliebige Zahlen sein durfen. Ein solcher Vektor lasst sichreiben in der Form

u U 0 0 1 0 0
v 0 v 0 0 1 0
W 1ol o] T lw| =% o] TV o] TY |1
u+v+w U v w 1 1 1
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Somit ist jedes Codewort eine Linearkombination der dieedr unabhangigen) Vektoren

T = o =

_ O O =
=)
ﬁ
w
|
—__ 0 O

und umgekehrt ist jede solche Linearkombination ein Codevloe Menge der Codeworter ist
also ein 3-dimensionaler linearer Unterraum \&h Zu bemerken ist, dass auch eine falsch
ubermittelte Nachricht wiederum ein Codewort sein kancheylich ist aber eine empfangene
Nachricht, die nicht im Sinne der Definition ein Codewort fstisch tibermittelt worden und
muss erneut gesendet werden. &

Standardbasis in  R™: Auch der RaunR” selbst besitzt eine Basis, namlich die Vektoren

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
€ = . , €2 = . , €3 = . 5 ceey €1 = . y  €n = . . (231)
0 0 0 1
0 0 0 0 1

In der Tat lasst sich jeder beliebige Vektor
Ha
Hop)
m g
Ty
in R™ schreiben als Linearkombinationen dieser Basisvektoren:

r=2x1-€e+T9-€e+ - --+x," €, (232)

Also spannen die Vektoreey, . .., e,, die auchStandardbasis vonR™ genannt werden, den
RaumR"™ auf. Ausserdem sind sie linear unabhangig. Die DimensoorRF ist naturlicherwei-
sen.

Beispiel 2.33 Die Standardbasis iR* ist gegeben durch die Vektoren
0

e = €y = €3 —

OOQO#—‘
OO\.H
o = O O
_ o O O
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2.6 Koordinaten

Wir betrachten die zwei Vektoren

1 3
U = 2 s Vo = 0
0 1

Sie sind linear unabhangig und bilden damit eine Basisidearlen Unterraums
U = span (vy, v2)

von R?. Geometrisch ist/ eine Ebene deR? durch den Ursprung, die aufgespannt wird von
den zwei Ortsvektorem; undv,. Wir kdnnen nun beliebige Linearkombinationen der beiden
Basisvektoren bilden, um weitere Ortsvektoren in der Elzerfenden. Zum Beispiel:

11
'LU1:5"111+2"UQ: 10
2
oder
11
wy=(—1)-vy+4-v= [ -2
4

In der bekannten Weise kdnnen wir zeigen, dass die beid&tohm w; und w- linear un-
abhangig sind und deshalb ebenfalls die Ebéraifspannen:

U = span (vy, v2) = span (wy, ws) .
Wir haben also zwei verschiedene Basen ¥on
Basis 1:B, = {’01, ’02}, Basis 2:8By, = {'wl, 'lUQ}

gefunden.
Betrachten wir nun einen weiteren Vektorlip beispielsweise
9
z=161,
2

so konnen wir diesen als Linearkombination bezuglicluéeBasen wie folgt schreiben (nach-
prufen!):

BaSi381 tz=3-v1+2 vy (234)
und
BasisB; : z = 7 + 2
22 AT MW
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Der durch die obigen zwei Linearkombinationen dargestdltktor z ist in beiden Fallen ge-
nau der gleiche, jedoch sind die Koeffizienten bezugliahb@gden Basen verschieden, namlich
fur BasisB; haben wir 3 und 2, wahrend wir beziiglich Basis die Koeffizienten>- und 2
verwenden (diese Koeffizienten sind Ubrigens eindeutig).

Um diesen Unterschied der Darstellungen beziglich vezdener Basen deutlich zu machen,
benutzen wir die folgende Notation:

)= 1]
z = 6 = 2 s
2 U,B,

Dies bedeutet, dass wir den Vektobezuglich der BasiB, des linearen Unterraunisreprasen-
tieren konnen in der Formi.{Z134) Analog schreiben wir:

9 11

) - [/ ] .

2 2/11 U, B2
Die Zahlen in den eckigen Klammern nennen wir H@ordinaten des Vektorsz. Die Koordi-
natenbeziehen sich immer auf eine gegebene Basis!

Beispiel 2.35Berechnen wir den Vektay, der zu den Koordinaten

)
—2 U,By

gehort. Mit der Definition von Koordinaten gilt:

y=1-v+(-2) - vo=| 2
-2

Wie lauten die Koordinaten dieses Vektors bezuglich desida, ? Wir missen Zahles, undc,
suchen, sodass
Y =cC1-wp + Co - Wwo.

Dies bedeutet:

-5 11 11 11ey + 11eo
2 =C - 10 +cy- —2 = 1001 — 202
—2 2 4 201 + 402.

Dies entspricht dem linearen Gleichungssystem

1le;, + 1ley = —5
1001 — 202 = 2.
201 —+ 402 = -2
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2 VEKTORRAUME

Es hat die Losung

was durch Einsetzen in die drei Gleichungen nachgeprifierekann. Somit finden wir

y— [ 1 ] |
_6/11 U,B2

2.7 Anwendung: Composition Space fur Mineralien

Viele chemische Verbindungen konnen als einfache Forrgesthrieben werden, wenn eine
atomare (bzw. molardylasseinheit gewahlt wird. So hat beispielsweise WaHsér doppelt so
viele Wasserstoff- wie Sauerstoffatome. Wird als Eintesiigch die Masse gewabhlt, so gilt

2-1.015
H: O~

~——— ~0.12
1-15.9994 0.126878,

was einem zahlenmassig komplizierteren Verhaltnispeiuist.

In Atom- oder Moleinheiten lassen sich auch komplizierigegindungen, wie beispielsweise
viele Mineralien, recht einfach darstellen. Der GrundudiEgt in der Stereochemie: Mineralien
haben eine kristalline Struktur, d.h., sie bestehen agswedreidimensionalen repetierten Modul
(“Molekul”) von fester Struktur und Zusammensetzung.42iestarre atomare Bau fuhrt zu vie-
len makroskopischen Eigenschaften von Mineralien, hat abeh interessante mathematische
Aspekte.

Wir interessieren uns fur die Menge aller Stoffe, welclod sius Ca, Al, Si und O zusammen-
setzen. Hier identifizieren wir die einzelnen Elemente rait &tandardbasisvektorenlii:

Ca= Al= Si=

o—~oo
o
K

— o oo

1 0
0 1
0]’ 0]’
0 0
Die Menge aller Linearkombinationen dieser Vektoren bilden RaunR*; geologisch betrach-
tet, entspricht jede Linearkombination einer chemischerbMdung basierend auf Ca, Al, Si

und O. Wir nennen den Raum aller dieser Kombinationen damuuch denComposition Space
Dann kdonnen wir beispielsweise Qu&iz), schreiben in der Form

1-Si+2-0=1- +2-

O = O O
_— o O O
o = OO
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Wir erkennen, dass die Koeffizienten in der obigen Lineatimation (d.h., die Koordinaten
bzgl. der Standardbasis) genau die stochiometrischeffikieaten von Quarz sind. Analog er-
gibt sich:

DisthenAl,SiO5 =

Ut = N O

und

KorundAl,O3 =

w o N O

Wir schreiben die drei Vektoren fir Quarz, Disthen und KaralsSpaltenin die sogenannten
Zusammensetzungsmatrix

M =

_— o O

0
2
1

w o N O

2 5
Bestimmen wir den Rang der MatrixI so erhalten wir

rang(M) = 2.

Dies bedeutet, dass die Spalten \ehlinear abhangig sind (vgl. Bemerkuhg2.27), denn sonst
ware der Rang gleich 3. Insbesondere folgt nun, dass sicNulk/ektor so als Linearkombina-
tion der drei Spalten vo schreiben lasst, dass nicht alle Koeffizienten gleich Nimdl. Wir
suchen alle Koeffizienten, fur die dies gilt:

0 0 0 0
a- ¥ +0b- 2 +c- 21 _ [0
1 1 0 0
2 5 3 0

Das ist ein lineares Gleichungssystem fur die Unbekannténc. Wir haben die Parame-
terlosung
a=3s, b= —s, c=3s,

wo s eine beliebige Zahl sein darf. Beispielsweise gilt i 1:

0 0 0 0
0 2 9 0
g =Y (ol = Lo
9 5 3 0

Dies ist eine Gleichheit im Composition Space, die sichtjeieder zuriickiibersetzen lasst in
chemische Formeln:
1+ Quarz— 1 - Disthen+ 1 - Korund= 0, (2.36)
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oder
Quarz+ Korund = Disthen (2.37)

und daher
SiOy + Al,O3 = Al,SiOs.

Diese drei Verbindungen sind also “linear abhangig”. Wighst hier zu bemerken, dass die
obigen Gleichheiten im Sinne von chemischen Verbindungehnicht als Gemische gemeint
sind.

Da der Rang vorM gleich 2 ist, hat der lineare Unterraum

U = span = span (Quarz Disthen Korund)

N = OO
Ol = N O
w o N O

vonRR* die Dimension 2 (wegemang(M ) = 2 gibt es unter den drei Vektoren ja nur zwei linear
unabhangige und damit kann hochstens ein Raum der DioreAsaufgespannt werden). In der
Sprache des Composition Space hat der Raum aller moglftimearkombinationen” der drei
Stoffe Quarz, Disthen und Korund die Dimension 2. Eine BasiglU ist beispielsweise gegeben
durch die beiden Vektoren

U =

o = OO
U= DN O

Insbesondere gilt:
U = span (vy, v2) =span (Quarz Disthen .

Geologisch bedeutet diese mathematische Tatsache, dagede chemische Verbindung, die
sich aus den Molekilen Quarz, Disthen und Korund darstédisst, bereits allein nur mit Quarz
und Disthen geschrieben werden kann.

Bemerkung 2.38 Es scheint klar zu sein, dass in einer chemischen Reakt@alsgng
grundsatzlichkeine negativerstochiometrischen Koeffizienten auftreten sollten. éssimdere
muss die entsprechende algebraische Gleichung zunachshgeschrieben werden, dass auf
beiden Seiten der Gleichung nur positive Koeffizienteneastefrgl. [Z.36) undi(Z.37)). Erst dann
ist eine ldentifizierung mit einer (moglicherweise theéme&hen) Reaktionsgleichung eigentlich
sinnvoll.

2.8 Ubungsaufgaben

2.1. Begrunden oder widerlegen Sie folgende Aussagen.
a) 3214667109 ist eine korrekte ISBN.
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2.8 UBUNGSAUFGABEN

b) Die senkrechte Projektion des Vektarswuf den Vektow ist gleichal, wobei

1 -2 —1
—2 4 2
a=| 31, b= | 4 und  al =] 2
-3 —4 -2
5 4 2

c) Die Menge aller nicht-negativen reellen Zahlen ist eiedirer Unterraum voR'.
d) Jede Gerade iR? ist ein linearer Unterraum vaR?.
e) Die Menge aller Vektoren iR°, die senkrecht auf den Vektor

SN OO =

—1
stehen, bilden einen linearen Unterraum ®nder Dimension 5.
2.2. Es sel der Losungsraum des linearen Gleichungssystems

201 + 319 — 23+ x4 + 225 =0
201+ 4x9g — 23— x4 — 25 =0
41‘1+$2+ZL‘5:0.

a) Schreiben Si& in Parameterdarstellung.

b) Geben Sie eine Basis véinan und zeigen Sie, dass es sich dabei tatsachlich um eine
Basis handelt.

c) Bestimmen Sie die Dimension van
2.3. Betrachte die Ebene
E:2x1+3x2—x320
in R3.
a) Zeige, das ein linearer Unterraum voR? ist.

b) Finde eine Basis voA.
c) Bilden die Vektoren

—4 —2
v=| 3 und w=| 3
1 5

ebenfalls eine Basis voA?
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2.4. Welche der folgenden Mengen von Vektoren sind Baserién

1N\ /2\ /3 2 4 0
afol].l2].]3 oy (=3],(1],[-7
0o/ \o/ \3 1 1 1
3 2\ /1 1 2 1
ol 1].[5],14] als],| 4],]2
4(68 4) \-1 5

2.5. Bestimmen Sie jeweils eine Basis und die Dimensionalgehden Unterraume:

s ((4)-(3)- (1))

1 4 7
b) span 21,15].,(8
3 6 9
1 1 1
0 1 1 0
Span 1 ) _1 Y 0
1 -1 1
2.6. Finden Sie fur die folgenden Gleichungssysteme jew@e Basis und die Dimension des
LOosungsraums.
.T1—|—$C2—563:O 3.T1+$C2+373+ZC4:0
—2x1 — X9+ 223 =0 51 — X9+ a3 — x4 =10
—x1+x3=0
ZL‘1—4ZL‘2+3ZE3—ZL‘4:0 ZE1—3I‘2+IE3:0
2x1 — 8x9 4+ 623 — 224 =0 211 — 6x9 4+ 223 =0

3r1 — 929+ 323 =0

2r1 + 29+ 323 =0 r+y+z2z=0
x1 + 53 =0 3r+2y—22=0
To+ 23 =0 dr+3y—2=0

6z + oy + 2z =0.

2.7. a) Finden Sie eine Basis der Ebénebx — 3y + 2z = 0.
-2
b) Projizieren Sie den Vektar = | 16 | senkrecht auf die Ebenfé.
-9
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2.8. Betrachten Sie die 6 Mineralien

Quarz: Si0,

Anorthit: CaAlySis Og
Disthen: Al;SiO5
Grossular:  CagAly(SiOy)3
Korund: Al,Os3
Wollastonit: CaSiO;

im Composition Space bestehend &lis Al, Si, O.

a) Schreiben Sie die 6 Mineralien in Form von Vektoren im Cosifon Space.

b) Betrachten Sie die MatridZ, deren 6 Spalten die Vektoren aus a) sind und bestim-
men Sierang(M ) mit Hilfe des Gaussverfahrens. Was bedeutet Ihr Resultat?

¢) Finden Sie eine Basis von

span (Quarz Anorthit, Disthen GrossularKorund Wallastoni} .

¢) Finden Sie die stochiometrischen Koeffizienten (gahlzgand minimal) aller (theo-
retisch) moglichen Reaktionen zwischen den obigen 6 Niier.
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3 Lineare Abbildungen

Aus der Analysis wissen wir, dass eine Funktion afoeschriftist, welche einer Zahl (Eingabe)
eine andere Zahl (Ausgabe) zuordnet:

Beispielsweise ist die Lange des Umfangs eines KreiseRattusr gegeben durch
r— U(r) = 27r.

Jedem Radius (Eingabe) wird hier der entsprechende Kreisumfatig) (Ausgabe) zugewie-
sen:

U(0)
U(1) =27 = 6.283185 .. .
U(11.53) = 72.445126.. . .

0
2

U(6371) = 40030.173592 . ..

3.1 Vektorfunktionen

Wir werden nun das Konzept der Funktionen von Zahlen aufdrfekt erweitern. Vektorfunk-
tionen sind Vorschriften, die jedem Eingabe-Vektor in en@aumR™ einen Ausgabe-Vektor
in R™ zuweisen (hier istn # n durchaus zulassig).

Beispiel 3.1
T1
a) Eingabe: ein Vektof z, | desR3.
T3

Ausgabe: Ein Vektor irR?, dessen Komponenten sich aus dem Eingabevektor wie folgt

berechnen:
I —+ ) -+ T3
T1X3 '
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3 LINEARE ABBILDUNGEN

Bezeichnen wir die Funktion, die diese Rechnung ausfutirfmso schreiben wir:

I X1

T1+ T2 + X3

To | —m F|zy | = .
123

XT3 T3

\}

So gilt also beispielsweise
—1 1+3+2 4
Pla )= (7)) = (5):
) (—=1)-2 —2
Wir nennenF eine Funktion vorR? nachR?.

b) Betrachten wir weiter eine Funktiad vonR? nachR?>:

(o)
Ty — T2
G (xl) = | 1+ X2
) 0
2[[’1
Zum Beispiel:
-5 -5
3 3—(-H) 8
G (_5) =|3+(-5|=1]-2
0 0
2-3 6

c) Die Lange eines Vektors ik* (oder eines Vektors in einem beliebigen RaRf) kann als
Funktion vonR* (respektiveéR") nachR! = R aufgefasst werden:

L(v) = |v|,
oder ausfihrlicher
€
L%l = \/x%+x%+x§+xi.
xs3
Ty

d) Schliesslich betrachten wir die Drehuffeines (Orts-) Vektors iiR? um 90° im Gegen-

uhrzeigersinn:
f (xl) B <_x2) /
) I

vgl. Abbildung[31.
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3.2 DEFINITION UND BEISPIELE

X2
T
T €Ty
Z1
X2

M)

X1

Abbildung 3.1: Drehung ur0°.

3.2 Definition und Beispiele

Wir nennen eine Funktiol’ von R™ nachR"™ wie wir sie in den obigen Beispielen gesehen
haben eindineare Abbildung, falls die folgenden zwei Bedingungen erfullt sind:

(L1) Fur alle Eingabevektorem undw gilt
T(v+w)=T(v)+T(w).

In Worten: Anwenden einer linearen Abbildung auf eine SumoreVektoren
ergibt dasselbe Resultat, wie wenn die lineare Abbilduregsilauf jeden Vek
tor einzeln angewandt wird und die entsprechenden Regeltimren danac

addiert werden.
(L2) Fur alle Eingabevektoremund jede beliebige Zali gilt

=

T(a-v)=a-T(v).

U7

In Worten: Anwenden einer linearen Abbildung auf ein skeda¥ielfaches
eines Vektors ergibt dasselbe Resultat, wie wenn die lenAabildung zuers
auf den urspringlichen Vektor angewandt wird und die Skalétiplikation
danach ausgefiihrt wird.

—

Beispiel 3.2 Wir Uberpriifen, ob die Funktionen in Beispiell3.1 lineardsoder nicht.
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a) Die FunktionF ist nicht linear. Betrachten wir beispielsweise

1
Fl1]=(3)
1

dann musste mit (L2) gelten, dass

1 1
Fla-[1]]l=a-F|1 :a-<3>=<30‘).
1 1 1 o

Nun gilt aber
1 Q 3
Fla-[1]]|=F[a :(2‘)
(6%
1 o'
Die Gleichung

3a (3«

a?] T\«
gilt im allgemeinen nicht (nur fue = 0 odera = 1). Sie musste jedoch fur jedes(und
jeden Vektor) gelten. Somit ist (L2) nicht erfullt.

b) Die FunktionG ist linear. Wir uberprufen die beiden obigen Bedingungen
(L1) Wir nehmen zwei beliebige Vektoren

(0 ()

Dann gilt:
To + Yo To + Yo

o1+ x1+ 1 — (22 + y2) T1— To+ Y1 — Yo
G(v+w)=G< ): ity (@ ty) | = +2+y + e

Tro + Y2 0 0

2(x1 +y1). 2(x1 + 1)
Ausserdem haben wir
T Y2

y y 1 — X2 Y1 — Y2
G(v) + G(w) =G (xl) +G (yl) =zt |+ | yi+u
2 2
214 2
To + Yo
T1—To+ Y1 — Yo
=|lx1+x2+y1+ Y
0
2(z1 + 1)
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3.2 DEFINITION UND BEISPIELE

Wir sehen, dass (L1) immer erfullt ist.
(L2) Ferner erhalten wir fir eine beliebige Zahl

(6 M) i)
T ax ary — Ty Tr1 — X2
G(a-v):G(a-(l)):G( 1): ary +axs | =a- | v+ 29
) ATy
0 0
20z 2z

X2

:a-G(xl):a-G('v).

Also ist auch (L2) generell erfullt.

c) Die AbbildungL ist nicht linear. Ein einfaches Beispiel zeigt dies:

=VE+124124+12=2

~
— =

Mit (L2) misste dann gelten:

—1 1 1
-1 1 1

Ll = o =] | =2
—1 1 1

Dies stimmt aber nicht, denn

~1
L j = V(=12 F (-1)2+ (-1)2 + (-1)2 =2.

—l

d) Drehungen sind lineare Abbildungen. Man kann dies tiiéep wie in b). Allerdings lasst
sich in dieser geometrischen Situation auch intuitiv argotieren:

(L1) Drehen einer Summe von Vektoren ergibt dasselbe, wienvage Vektoren separat
gedreht und danach addiert werden.

(L2) Andern der Lange eines Vektors (was der Skalarmultiplikaentspricht) vor oder
nach einer Drehung ergibt dasselbe Ergebnis.
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3.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Betrachten wir eine lineare Abbilduif von R™ nachR", wobeim undn gegebene Zahlen
seien. Kurz,
T: R" — R"

Fur einen Eingabevektarin R™ ist dann der Ausgabevekt@it(v) unter der Anwendung der li-
nearen Abbildund" ein Vektor inR™. Nun lasst sich jeder Vektarin R™ als Linearkombination
der Standardbasis (vgl_(Z131) uhd (2.32)Rifi schreiben:

T
o)

vV = . :$1'€1+l‘2'62+"'+l‘m'€m.
Tm

Dann gilt mit der Eigenschaft (L1):

T(’U):T(Il'l'€1+$2'62+"'+$m'6m)
:T($1'€1)+T(l‘2'62)+"'+T($m'€m).

Ferner erhalten wir unter Anwendung von (L2):
T(xy-e)+T(r2-€)+  +T(ty en)=21-T(er) +xo-T(€2) + -+ 1 - T(em),

und daher

Tvw)=x-T(ey) +xy-T(€s) +- -+ p - T(en). (3.3)

Es folgt also:

Der Resultatvektof’(v) ist eine Linearkombination der Vektoren

T(ey), T(ey), ..., T(en),

und zwar wieder mitlenselberkoeffizientenz, =, ...,z,, vonov.

Die obige Formel ist berechnungstechnisch wichtig. Sigtzdass es beim Rechnen mit einer
linearen Abbildung geniigt, die Ausgabevektoren der Bagi®ren zu ermitteln. Dies ist beson-
ders dann praktisch, wenn die lineare Abbildung auf einegg@émoglicherweise grosse) Menge
von Vektoren angewandt werden soll (zum Beispiel bei derlysgavon grossen Datenmengen).
Wir zeigen dies am BeispiE[3.1 b).

Beispiel 3.4 Die Standardbasis iR? besteht aus den zwei Vektoren
(1 (0
€1 = 0/ €y = 1)/
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Anwenden der linearen Abbildun@ auf die Standardbasis ergibt:

1
-1

G(e)) = G(ey) =

DO = =O

1
0
0

Mit Formel (33) gilt dann fiir einebeliebigenEingabevektor

ausR?, dass sich der entsprechende Ausgabevektor wie folgtibenrésst:

G(’U) =T G(el) + x5 - G(eg). (35)
Beispielsweise,
0 1 1
9 1 —1 9
G( ):2 Gle)+ (=7)-Gles)=2-|1|-7-| 1 | =]-b
-7
0 0 0
2 0 4
Das gleiche Resultat ergibt sich aus der urspringlichdmiien von G. OJ

Im obigen Beispiel konnen wir die Vektor€ri(e;) undG(e,) als Spalten in eine Matrix, die
wir mit [G| bezeichnen, schreibin

0 1

1 -1

Gl=( Gler) | Gler) )=1]1 1
0 0

2 0

Die Formel [3.b) schreiben wir dann mit Hilfe der Notation

Go) - (6016 (1),

X2

wobei “” eine Multiplikation zwischen der Matri}G| und dem Vektow bedeutet. Diese nennen
wir deshalb auciMatrix-Vektor-Multiplikation

!Die vertikalen Striche {” haben in diesem Zusammenhang keine mathematische Bedgsta sollen lediglich
die Spaltenstruktur der einzelnen Vektoren innerhalb datriM unterstreichen.
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Ganz allgemein definieren wir fur eine lineare Abbilduflg: R™ — R”™ die zugehorige
Matrix

[T]=( T(e) | T(ex) | -+ | Tlewm) ).
wobei die Spalten voifiT'| gerade die Vektorefl'(e;), T'(e2), ... I'(e,) sind. Diese Matrix

heisstMatrix der linearen Abbildung T'. Sie hatn Zeilen undm Spalten. Die Formel[{33)
schreiben wir dann mit der Kurzschreibweise

Tw)=[T)-v=x1-T(e1) +x2-T(€) + 4+ 2, -T(en),

wobei
x1

o)
v =

Tm

Das so definierte “Produkt” zwischen der Matfik] und dem Vektorv nennen wirMatrix-
Vektor-Produkt . In Worten berechnet es sich als

T(v) = (1. Komponente des Eingabevekters: (1. Spalte der MatrixT'])
+ (2. Komponente des Eingabevekters- (2. Spalte der MatriXT'))
+ (3. Komponente des Eingabevekters: (3. Spalte der MatrixT])

Beispiel 3.6 Betrachten wir die Drehung aus Beisdiell3.1 d). Die Matrix liieearen Abbil-
dungR ist gegeben durch

RI=( Riey | RBe )= (] ).

Mit Hilfe der Matrix-Vektor-Multiplikation konnen wir na jeden beliebigen Vektor urf(°
drehen. Beispielsweise den Vektor
(-1
v = 35 .
Hier erhalten wir
0 —1 —11 0 -1 -35
o (851)-(3) - () (3)- ()

Beispiel 3.7 Sei S die lineare Abbildung, welche wie folgt auf Vektoren dg$ wirkt: Erste
Komponente wird um einen Faktor 3 gestreckt, zweite Kompt&ird um einen Fakto%

gestaucht, d.h.,
T1\ 3371
s(0)- (1)

O
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Um die Matrix[S] zu finden, wenden wif auf die Standardbasis &* an:

8= Sted) | Stea )= (5 1)

g1\ _ (3 0 11\ (33
32/ \0 1) \32)  \16)"
Beispiel 3.8 Gegeben sei die Matrix einer linearen Abbildubg

o=(5 50

1. Wie sieht diese lineare Abbildung konkret aus?
Die Matrix [L] hat 2 Zeilen und 3 Spalten, d.lL,ist eine lineare Abbildung mit Eingabe-
vektoren inR? und Ausgabevektoren iR2. Fiir einen beliebigen Eingabevektor gilt

al T T1

-2 3 0
L{x|=[L]-|2]= (—3 —1 5) S\
xs3 xs3 xs3

=T -3 T2 —1 L3 5 o —3[[’1 — X9 + 51‘3 )

2. Wie wird der Einheitswurfel ifR® durch die AbbildungL transformiert?
Die Eckpunkte des Einheitswirfels entsprechen den Cktsren

Zum Beispiel:

X

0 1 1 0
P1 = 0 ) P2 = 0 ; P3 = 1 ) P41 = 1 )

0 0 0 0

0 1 1 0
ps= 10, pe= (0], Pr=1[1], pPs=1]1

1 1 1 1

Wir wenden die lineare Abbildunfy auf diese Eckpunkte an:

L(p:) = (8) . L(p2) = (:;) . L(ps) = (_14) , L(ps) = (_31) :
to)=(5). so0= (). zwo= (7). zwo-(]).

Das entstehende Bild ist in Abbilduilg 3.2 gezeigt. Die IneeAbbildung L erlaubt al-
so die Darstellung eines 3-dimensionalen Objektes in den&R? unter einer gewissen
Perspektive. Die “Blickwinkel” konnen durch Anpassen Wetrixeintrage in L] beliebig
geandert werden.
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3 LINEARE ABBILDUNGEN

T2

]R2

T3 L
Rg ///’\
pad :

S

Abbildung 3.2: Lineare Abbildung voR? nachR?.

3. Welche Vektoren ifik* werden auf den Nullvektor ifR? abgebildet?
Es geht also darum alle Vektoren

T
v = 9
Z3
zu finden, fur welche gilt:
L(v) = 0.
Ausgeschrieben:
L il ~ —21‘1 + 31‘2 ! 0
2 o —31’1—.T2+5373 o 0/

xs3

Dies fuhrt auf ein lineares Gleichungssystem mit zwei Glangen und drei Unbekannten.
Alle Losungen sind gegeben in der Form

15 10
Ty = ﬁ& Ty = ﬁ& T3 = S,

fur beliebige Werte des ParametarPie Menge aller dieser Vektoren bilden einen linea-
ren Unterraum vorR?, derKern von L genannt und miker(L) bezeichnet wird. Hier
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3.4 VERKNUPFTE LINEARE ABBILDUNGEN

gilt:
155/1; 15/11
ker(L) = 10s/11 | : s eine beliebige Zahy = span | | 19/11
s 1

Es folgt, dass die Dimension des Kerns \bgleich 1 ist.

Ganz allgemein definieren wir:

Der Kern einer linearen Abbildung@” : R™ — R™ist die Menge aller Vektoren
in R™ fur die gilt, dassI'(v) = 0. Diese Menge ist ein linearer Unterraum VR&ft
und wird mitker(T") bezeichnet.

3.4 Verknupfte lineare Abbildungen

)

und die linearen AbbildungeR und L aus den obigen Beispiel€nB.6 respekiivé 3.8. Dann gilt

L(v)=[L]-v= (_213) .

Auf den Resultatvektor konnen wir nun weiter die linearéoAdung R anwenden:

Betrachten wir den Vektor

R(w) - /] (20 -7 () = (7). 39)

Zusammengefasst haben wir also zuerst die Abbildlingnd dann die Abbildund? auf den
Eingabevektow angewandt. Dieses “Hintereinanderschalten” von Funktiomennt marver-
knupfung. Man verwendet die Notation

(RoL)(v) = R(L(v)).

Mit Ro L ist also die Vektorfunktion gemeint, die aus einem Eingekéwv direkt den Ausga-
bevektorR(L(v)) produziert; vgl. Abbildung-3I3. Man beachte, dass die Rditlge der Ver-
knuipfung wichtig ist. So ist beispielsweise die Verkniipg L o R im obigen Zusammenhang
gar nicht definiert (warum?).

Es lasst sich zeigen, dass die Verknupfung von lineardnléingen wieder eine lineare Ab-
bildung ist. Insbesondere gibt es also auch fir sie einelzigge Matrix, die wir mifR o L]
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3 LINEARE ABBILDUNGEN

L R
L) R(L ()
-
RolL

Abbildung 3.3: Verknuipfung zweier Funktionen.

bezeichnen. Sie lasst sich aus den MatrizBhund [L]| berechnen. Um dies zu erklaren, be-
zeichnen wir zunachst die Spalten der Matkixnit I,, 5, I3, d.h.,

wobei

() e () )

Dann kann man zeigen, dass
[RoLl=( ([R-L) | ([R]"&) | ([Rl'l) ),

d.h., die Spalten der gesuchten “Verknupfungsmatrix slie Matrix-Vektor-Produkte vopR]
mit den Spalten der Matri)L]. In unserem Beispiel bedeutet dies:

wen- ()0 | C)0) [ €)0)
() 3 {4)
- <—32 zla _05)'

Fur einen beliebigen Vektor

rechnen wir nach:
3 1 -5 1 32, + 29 — 5
— Ly = - . _ 1 2 — 3
(RoL)(v) =[RoL]-v <_2 3 0 ) T2 < —2x1 + 319 ) ’
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3.4 VERKNUPFTE LINEARE ABBILDUNGEN

oder auch

(RoL)(v)=R(L(v)) = R([L]-v) =R <_3;12x_1::;?—)1—x§3:c3)

_ R —2x1 + 319 _ (0 -1y} —271 + 312
o —3371 — T2 + 55(?3 - \1 0 —3371 — X9 + 55(?3
. 31‘1 + To — 51‘3
o —2x1 4+ 319 )
Die Resultate sind in der Tat identisch.

Ganz allgemein gilt:

Fur zwei lineare Abbildungen
S: R" — R", T: R" —RP

ist die Verknuipfung
ToS:R"™—RP

gegeben durch
(T o S)(v) = T(S(v))

ebenfalls eine lineare Abbildung. Die zugehodrige Matexdrhnet sich als
[ToS)=( ([T]-s) | ((T]-s2) [ - | ([T] 8m) ),

wobei die Vektorers, ss, . . ., s,,, die Spalten der MatrikS] sind. Die Matrix[T'oS]
heisst auchMatrixprodukt der MatrizenT'| und[S] und wird bezeichnet mit

[T]-[S] = [T'oS].

Wir halten folgende wichtige Bemerkungen fest:
1. Im Allgemeinen gilinicht (!): [T] - [S] = [S] - [T

2. Im Allgemeinen ist die Matrixmultiplikatiomicht die eintragsweise Multiplikation der
einzelnen Matrizen.

3. Das Matrixprodukt kann nur dann berechnet werden, wearedite Matrix gleich viele
Spalten wie die zweite Matrix Zeilen hat (wieso?).

Beispiel 3.101In der EbenéR? sei

S = Spiegelung an der;-Achse
T = Senkrechte Projektion auf dig-Achse
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3 LINEARE ABBILDUNGEN

d.h.,
S 1\ T T T . 0
i) o —X2 ’ i) o i) '
Die zugehorigen Matrizen sind:

S1=( sten | sed )= (3 %)@= Ten) | Teea )~ (g 7).

In diesem Beispiel sind viele verschiedene Verknupfurngéaglich. Beispielsweise:

1. T o S: Dies bedeutet, dass zuerst eine Spiegelung andéchse durchgefuhrt und der
resultierende Vektor dann auf dig-Achse projiziert wird. Aus einem Vektor

)
resi()=():

Die zugehorige Matrix erhalten wir aus der Matrixmultkation

resems- (0016 ) (0) )€ %)

2. In diesem Beispiel sintB o T'] und [T o S] identisch. Dies lasst sich sowohl geometrisch
als auch durch Nachrechnen tberpriifen. Dies ist abesdaliprweisaichtwahr!

wird somit der Vektor

3. T o T': Wir projizieren zweimal auf die,-Achse. Das ergibt dasselbe Resultat, wie wenn
nur einmal projiziert wird. Tatsachlich sehen wir mit deatvixmultiplikation:

rori=m-mw=(o 1) (o 1) - () V) -m

Bemerkung 3.11 In MATLAB oderOcCTAVE kdonnen Produkte von Matrizen und Vektoren mit
der Operation #” durchgefuhrt werden.

OJ

octave:1> L = [-2 3 0
-3 -1 5]
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3.5 UMKEHRUNG VON LINEAREN ABBILDUNGEN

octave:2> v=[1

0]

1
0

octave:3> Lxv

octave:4> R = [0 -1
1 0]

octave:5> RxL

3.5 Umkehrung von linearen Abbildungen

Wir betrachten eine lineare Abbilduriy : R” — R" (d.h., Eingabe- und Ausgaberaum sind
gleich). Angenommen: wir wendéh auf einenbeliebigenEingabevektow an und erhalten als
Ausgabe den Vektow, d.h.,

w = T(v).

Wir stellen uns die Frage: Gibt es eine lineare Abbildhglie die lineare Abbildung@” “um-
kehrt” und ausw wiedergenau eindeutiglen urspringlichen Vektar produziert? D.h.,

v =S(w).
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3 LINEARE ABBILDUNGEN

Anders ausgedrickt soll
(§oT)(v) = S(T(v)) =v
—
geltenfur jeden beliebigen Vekt@usR™. Wenn eine solche “umgekehrte” lineare Abbildusig
existiert, dann nennen wir sisverse Abbildung vonT und schreiben:

S=1"
oder in Matrixform
Die Matrix [T']~! heisstinverse Matrix von [T7].

Die Antwort, ob eine inverse Abbildung existiert, liegt inek ker(T") der linearen Abbil-
dungT'. Es qilt:

Zu einer linearen Abbildung@’ : R" — R" gibt es genau dann eine inverse Abpil-
dungT ', falls der Kernker(T') vonT' nur aus dem Nullvektor besteitquivalent
bedeutet dies, dass die Matfik] von T reguldr ist, d.h.,det([T]) # 0.

Beispiel 3.12

a) Es bezeichnd? die lineare Abbildung inR? aus Beispie[3]1 d), welche eine Drehung
um90° durchfuhrt, d.h.,

il — —XT9 o 0 —1
2() =) w-05)
Gibt es eine inverse Abbildung? Ja, denn

det([R]) =1 # 0.

Wie lautet die inverse Abbildung? Geometrisch wird ein 90f gedrehter Vektor durch
eine Drehung um-90° auf den urspriinglichen Vektor zuriickgedreht. Die ingekbbil-
dung ist also wie folgt gegeben:

C()-(5) ()

b) Es seil' die Abbildung inR? aus Beispid[3.10, welche einen Vektor senkrecht auf-ghe

Achse projiziert:
ANAL (00
()= () @6

Gibt es eine inverse lineare Abbildung? Nein, denn

det([T]) = 0.
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3.5 UMKEHRUNG VON LINEAREN ABBILDUNGEN

Dazu folgende Erklarung: Betrachten wir beispielsweise dektor

Dann gilt

Genau das gleiche Resultat wirden wir aber zum Beispidi Beon Anwenden vorf’

auf den Vektor
«= ()

erhalten. Es gibt also mehr als nur einen Vektor, der durctvekrden der linearen Ab-
bildung T' den Nullvektor ergibt. Eine eindeutige Umkehrung kann dateht moglich
sein (wir bemerken insbesondere, dass hier der Kerf¥") nicht nur aus dem Nullvektor
besteht).

O

Bemerkung 3.13In MATLAB oderOCTAVE lassen sich inverse Matrizen einfach mit dem Be-
fehl "inv” berechnen. Beim Versuch, eine singulare Matrix zu irneeen, wird Ublicherweise
eine Fehlermeldung ausgegeben. Wir betrachten die Mataizs dem vorherigen Beisplel 3 12:

octave:1> R = [0 -1

1 0]

octave:3> T = [0 O

T =

0 1]
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3 LINEARE ABBILDUNGEN

octave:4> inv(T)

warning: inverse: matrix singular to machine precision, rcond = 0
ans =
0 0
0 1

Die Berechnung von inversen Matrizen wird in der Praxis, nvenmer moglich, vermieden,
da dies typischerweise ein sehr aufwendiger Prozess ist.

3.6 Ubungsaufgaben

3.1. Sind die folgenden Abbildungen linear? Wenn ja, basiem Sie die zugehorige Matrix.

T1
. 55(?1
Q) F'| 2| = (—xg + 6:153)

T3
b) G o —l(x + 23)
2y) T 3 1 2
€
T 1
oo H||=|1
I3
1
Ty

d) J(z) = (2;“)

3.2. Gegeben sei der Vektor

1
w=|[ 2
—2
Z1
Weiter seiP’ die lineare Abbildung, die einen beliebigen Vekioe= | x, | senkrecht auf
Z3

den Vektorw projiziert.

a) Finden Sie eine Formel fif?(v) mit Hilfe der Projektionseigenschaft.
b) Finden Sie die zwP gehorige Matrix P].
c) Zeigen Sie, das®] - [P] = [P] und geben Sie eine Interpretation dieser Tatsache.

A-(31) s-(502)

3.3. Es seien
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Berechnen Sie die Matrizémd + B)? und A? + 2A - B + B?; hier bedeutefd? = A - A,
etc. Was fallt auf, und wie lasst sich die Beobachtungaeed?

3.4. EsselL : R? — R? die lineare Abbildung mit der Matrix

a- ()

a) Skizzieren Sie, was mit dem Einheitsquadyat P, P, P; P, mit den Eckpunkten
P =(0,0), P =(1,0), Py=(1,1), P,=1(0,1)

unter Anwendung der linearen Abbildudggeschieht.
b) Wie ist das Verhaltnis der Flachen in a)? Vergleichendséses mitdet([L])|.

3.5. Wir betrachten folgende RotationenRn.

R, : Rotation um dier;-Achse un0° (im Gegenuhrzeigersinn)
R, : Rotation um diex,-Achse und0° (im Gegenuhrzeigersinn)

a) Bestimmen Sie die zR; bzw. R, gehorigen MatrizefiR,] und [R].

b) Berechnen Sie die MatrizéR; o R,| und[R; ¢ R, ] der entsprechenden Verknupfun-
gen mit Hilfe derMatrixmultiplikation

3
c) Berechnen SieR; o R;)(v) furv = | —2
15

d) Gibt es eine MatrixS;], so dass
(Rl @) Sl)(’v) = (Sl @) R1)<'U) =
fur alle Vektorenv € R? gilt? Wie kannS; geometrisch interpretiert werden?

3.6. Bestimmen Sie jeweils die zur linearen AbbilddRigehorige MatriX(T):

T Qi il .T1+2.T2+$U3
a)T( 1):< ! 2) b)T Ty | = T1 + dx
) 1+ X9
T3 T3
0
2 To — T X1 0
C)T(l): T, + 32 d)T o]l =10
€2
X1 — Ty T3 0
0

3.7. Gegeben sind die Matr['] und der Vektorr. Bestimmen Sie den Vektdr(x):
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3 LINEARE ABBILDUNGEN

a)[T]:@ i) :zc:(_gz) b) [T] = _il ‘;1 ’ m:@;)

3.8. Berechnen Sie im folgendéf(x) unter Verwendung der zil' gehorigen Matrix|T.
Kontrollieren Sie das Resultat anschliessend durch dirBktechnung.

o1 ()= (") == ()

T 25(?1 — o + X3 2
b) T ) = To + T3 , r = 1
T3 0 -3

3.9. Bestimmen Sie die zur linearen Abbildufig R? — R? gehorige MatrixT'].
a) T = Spiegelung an der Geraden= .
b) T = Rotation am Ursprung um = 30°.
c) T = Rotation am Ursprung um = —60°.

3.10. In den folgenden Beispielen it eine Verkniipfung von linearen Abbildungé@? —
R3. Bestimmen Sie jeweils die zugehdrige MatffX als Matrixprodukt der Matrizen der
einzelnen linearen Abbildungen.

a) T = Reflexion an deyz-Ebene, dann orthogonale Projektion auf dicEbene.

b) T = Streckung am Ursprung mit Faktor 2, dann Rotation4ifum diey-Achse,
schliesslich Spiegelung an detAchse.

c) T = Rotation um270° um die z-Achse, dann Rotation uf0° um die y-Achse,
schliesslich Rotation uri80° um diez-Achse.

3.11. Die lineare Abbildund” : R?* — R? ist durch die Matrix

2 2 —4
Fl=[-5 3 2
1 -3 2

gegeben. Losen Sie die Gleichungen

al 0
a) Flaz]| =10
T3 0
al 2
b) Fla ]| =12
T3 1
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Kleinste Quadrate
4 und diskrete
Fouriertransformation

Angenommen, die Beschleunigungines Partikels, welches in der Atmosphare aus der Ruhe
zu fallen beginnt, soll durch Messungen bestimmt werdeririem Laborversuch wird dies wie
folgt simuliert: Es werden drei Strecken < s, < s3 abgemessen. Dann wird das Partikel aus
dem Ruhezustand Uber jede der Strecken fallen gelassediermigehorigen Fallzeiten <
ty < t3 werden gemessen; vgl. Abbilduhgl4.1. Wenn man davon ausgaés die Bewegung
gleichmassig beschleunigt verlauft, dann ist die Faliideunigung: aus den Daten; undi;
abzulesen.

Zum Versuch werden einige Voriiberlegungen angestells. Ealgesetz im Vakuum hat die
Form

= —at?
S 2@ ,
oder nacht aufgelost
2s
t=1/—.
a
Wir erwarten, dass die Grosse
2
a

Zeitmessung
|

Abbildung 4.1: Freier Fall eines Partikels.
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4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

konstant ist (da die Beschleuniguagls gleichmassig angenommen wird). Folglich miissen die
gemessenen Fallzeiten gemass dieser Idealisierung emeliing der Art

b =c/si (4.2)
erfullen. Um die Auswertung einfach zu halten, werden diskrecken
s1 = 0.64m, So = 1.00m, s3 = 1.96m

gewabhlt. Die Fallzeiten werden mit einer Lichtschranké sethatzungsweise.02s genau be-
stimmt. Die im Versuch ermittelten Fallzeiten (Mittelwefiber je 5 Versuche) betragen

t, = 0.36s,  ty=046s,  t3 =0.64s.

Benutzen wir die Forme[{4.2), um aus den obigen MessungeKainstante: zu ermitteln, so
erhalten wir

t . 1
=L = 0 3681 = 0.4bsm™ 2.
VS1 0.8mz
Fur die Beschleunigung ergibt sich damit dusl(4.1):
2 281 _
a=5= 7 ~ 9.88ms—2. (4.3)

Mit denselben Rechnungen, angewandt auf die zwei weiteetaripaare, erhalten wir:

a= 2—522 ~9.45ms 2, a= 2—523 ~ 9.57Tms 2.
t3 t3
Offensichtlich besteht ein gewisser Widerspruch zwisatengemessenen Daten und dem ange-
nommenen Gesetz (4.2). Die Beschleunigung musste eigiefiil alle Messungen gleich sein.
Dass dies nicht der Fall ist, ist aufgrund der Messfehlerdes Zeitmessungen nicht Giberra-
schend (die drei Wertg/s; kdnnen als exakt angenommen werden).
Wir wollen nun einen “Kompromiss” eingehen, um eine mdggicgute Naherung der gesuch-
ten Beschleunigung zu finden. Hier bietet sich die sogenanktethode der kleinsten Quadrate
an. Wir besprechen die Idee am gegebenen Beispiel: Zun&ehden die Daten in den Vektoren

V51 0.8
w=|4/s2| =1[10
V53 1.4
und
0.36
t=10.46
0.64

gespeichert. Da ein Gesetz der Akt ¢,/s angenommen wird, sollte eine Darstellung fivon
der Art

t=c-w

98



4.1 ORTHOGONALPROJEKTIONEN UND KLEINSTE QUADRATE

Abbildung 4.2: Kompromisslosung mittels kleinster Quetdr

gelten. Wegen der Widerspriiche in den Daten ist dies abkt exakt erfullt. Wir stellen deshalb
die folgende Fragewie muss die Konstantegewahlt werden, damit die Differenz zwischen den
Vektorent undc-w moglichst klein wirdMathematisch ausgedriickt, wollen wifinden, sodass

|t — ¢ wl|| — minimal

In Abbildung[4.2 ist die Situation grafisch dargestellt. @& sehen wir, dass die Diffe-
renz||t — ¢ - w|| genau dann minimal wird, wenn der Vektor w die Orthogonalprojektion
des Vektorg auf den Vektorw ist.

Die Aufgabe lasst sich somit mit der Projektionseigen&q@ald) l6sen. Es gilt

2 %
und deshalb
_({t,w)

=~ = 0.456666 ... 5m 2.
[

Die gesuchte Beschleunigung ergibt sich dann wiélid (4.8), d

a ~9.59ms 2.

4.1 Orthogonalprojektionen und kleinste Quadrate

Im letzten Abschnitt haben wir eine KompromisslosungdiineVariablec gefunden. Wir wollen
nun ein Beispiel betrachten, welches einen KompromisawigiVariablen erfordert.
Durch die drei Punkte

Py (=3,0), Py (1,0), Ps: (2,1)

in der Ebene soll eine Gerade gelegt werden. Die Aufgabenidigser Form unlosbar, denn
zwei Punkte liegen auf der,-Achse, der dritte jedoch nicht. Wir gehen wiederum auf eine
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4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

X2

| | | | |
‘ | | + | | | | L1
2 -1 1 2 3 4 5

Abbildung 4.3: Gerade durch 3 Punkte.

Kompromisslosung ein, in dem wir eine Gerade finden, digliaiist “gut” durch die drei Punkte
geht; siehe Abbildung4.3.
Wir suchen eine Geradg welche gegeben ist durch

g: Ty =ax; +b.

Hier sollen die Steigung und der vertikale Achsenabschritbestimmt werden. Setzen wir die
Koordinaten der drei gegebenen Punkte in die Geradengilegctiong ein, so erhalten wir:

0=-3a-+0b
O=a-+bd
1=2a+0b

Dies ist einiberbestimmtebneares Gleichungssystem mit 2 Unbekanntemirid b)) und drei
Gleichungen. In Matrixform haben wir

3 1 |
1|
1|

(4.4)

_ o O

1
2

Dieses Gleichungssystem hat keine Losung.
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Messen wir disSumme der Quadratder vertikalen Abstande der Punkig, P, und P; von
der Geradery (dies sind die *- - "-Linien in Abbildung[4.3), so erhalten wir ein Mass fir die
Gesamtabweichung der Punkte von der Geraden:

E=]-3a+b—07+]a+b—0>+|2a+b—1 (4.5)

Um einen moglichst optimalen Kompromiss zu finden, wollenswund b so wahlen, dass die
Abweichung& minimal wird.
Dazu schreiben wir zunachst die Spaltenvektoren der eavten Matrix in [4.3) heraus:

-3 1
w, = 1 s wo = 1 s
2 1
und
0
v=|0
1
Dann gilt
—3a+0b-0\| -3 1 0\ |I”
£ = a+b—0 =lla-{ v +b-[1]=[0]] =(a-w+b-ws)—v|>.
20 +b—1 2 1 1

(4.6)

Was lasst sich daraus schliessen? Der Vektar, +b-w;, liegt in der Ebend’ = span (w;, w»),
welche aus allen Vektoren besteht, die als Linearkomhlmnat vonw; und w, geschrieben
werden kdnnen. Er soll minimalen Abstand zum Vekidraben, dami€ minimal wird. Dies ist
dann der Fall, wenn der Vektar- w; + b - w, die orthogonale Projektion des Vektarsauf die
EbeneFL ist; vgl. AbbildundZ.#. Bezeichnen wir die orthogonalejBktion auf die Ebené’ mit
Py (dies ist eine lineare Abbildung), so soll also gelten, dass

Pg(v)=a-w; +b- ws.
Aus Abbildund 4% sehen wir, dass der Vektor
v — Pg(v)
senkrecht auf der Eberfe und damit auf den beiden Vektores undw- steht. Daraus folgt:

0= (wy,v— Pp(v)) = (w,v—a-w; —b-wsy) = (wy,v) — a(wy,w;) — b{w;, ws)

0 = (wy,v — Pg(v)) =(wy,v —a-w; — b-wy) = (wsy,v) —a({wsy, w;) — b{ws, ws).
Daher

a {(wy, wy) + b {(wy, wy) = (wy,v)

a {ws, wy) + b (ws, we) = (woy, v) .
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4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

Abbildung 4.4: Orthogonalprojektion auf eine Ebene.

Dies ist ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen fur drébekannteru und b. In Kurz-
schreibweise lautet es
<<’w17’w1> (w1, wa) | <"~U17’U>) (4.7)

(wy,w1) (wa, wy) | (wa,v)

Fur das gegebene Beispiel berechnen wir die folgendenxddattrage:

14 0 | 2
0 3] 1)

Auflosen ergibt die Losung

Schliesslich erhalten wir die Gleichung der “Kompromissgen”y:

1 1
To = ?l‘l + g
Sie ist so konstruiert worden, dass die Quadrate der végtikibweichungen in[{415) minimal
sind.
Die hier diskutierte Technik heisst daher auchMethode der kleinsten Quadrate Das Ver-
fahren lasst sich einfach verallgemeinern. Betrachterdazu ein Uberbestimmtes Gleichungs-
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system mitn Gleichungen und. Unbekannten, woben > n:

anry + appre 4+ apr, = b
0,21.561 —|— a22.x2 + -t CLinﬂfn = b2 (48)
Am1T1 + QmaTa2 + - Qpp®y, = bm

Gesucht sind die Unbekannten, z-, . . ., z,,, sodass das Gleichungssystem erfullt ist. Da das

System Uberbestimmt ist, wird es im Allgemeinen keineurigsgeben.

Wir suchen erneut einen Kompromiss mit Hilfe der Methode ldemsten Quadrate. Dazu
gehen wir gleich vor wie im obigen Beispiel und fassen zudiesSpalten der erweiterten Matrix
des Gleichungssystems als Vektoren auf:

a1 a12 Q1n
a1 22 Q2p,
wy = ) Wy = . P ) w,, =
am1 Am2 Amn
und
by
by
v = .
b,

Dann konnen wir das Gleichungssystem schreiben als
T W) +To - Wr+-+x, w,="7.

Eine bestmogliche Losung durch kleinste Quadrate wirthdgefunden durch Minimierung der
Gesamtabweichung

S:H(:cl~'w1—|—x2-’w2+-~-—|—xn~wn)—sz.

Die Kompromisslosung ist, genau wie zuvor, die Orthogprajéktion Py, (v) des Vektors auf
den Unterraum

W = span (wq, wa, ..., w,) .

Das entsprechende lineare Gleichungssystem fur dierlgosu z,, . . . , z,, ist eine Verallgemei-
nerung von[(4]7):

<w17 wl) <w17 w2> <w17 w3> Tt <w17 wn> | <w17 ’U)

(wy, wy) (wy,wy) (wr,ws3) --- (wy,wy,) | (ws,v)

(ws,wr) (w3, wy) (w3, w3) --- (ws,w,) | (ws,v) 4.9

: I : : | :
(W, w1) (Wn, wa) (Wyp,wz) - (Wn,wy) | (Wp,v)

Diese Gleichungen nennt man die zum Problend (4.8) gehNgemalgleichungen
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4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

Wir halten fest:

1. Die Koeffizientenmatrix des obigen Gleichungssystenwifilgleichungen
wird wie folgt gebildet: der Eintrag in Zeileund Spalteg ist das Skalarprodukt
der Vektorenw; undw;. Da (w;, w;) = (w;, w;), ist die Koeffizientenmatrix
bezuglich ihrer Diagonalesymmetrisch

N—r

—

2. Deri-te Eintrag im Rechte-Seite-Vektor in den Normalgleichemgerechne
sich als das Skalarprodukt der Vektorepundv.

Anwendung 4.10 (Langenmessung)
Der Routenplaner von GOGLE MAPS liefert folgende Distanzen (in km):

| Basel| Bern | Genf

Basel

Bern 98

Genf 251 | 157
Zurich 126 | 278

Wir skizzieren die Lage der vier Stadte in Abbildungl4.5 diadren die folgenden Distanzen
ein:

d; = Bern-Basel
ds = Bern-Genf
ds = Bern-Zurich

Mit den Daten aus der obigen Tabelle muss gelten:

d; = 98
dy + dy = 251

dy = 157

ds = 126
dy + dy = 278

Dies ist ein Uberbestimmtes lineares Gleichungssystegiches keine Losung hat (man sieht
dies sofort durch Zusammenzahlen der ersten und dritteici@&ing:d; + dy = 98 + 157 = 255;
dies passt aber nicht mit der zweiten Gleichung zusammen)elden Kompromiss zu finden,
benutzen wir die Methode der kleinsten Quadrate. Dazu gxgmwavir das lineare Gleichungssy-
stem in Matrixform,

0 |

0 | 251
0| 157,
1| 126
1 | 278

N eleoll S

0
1
1
0
1
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4.1 ORTHOGONALPROJEKTIONEN UND KLEINSTE QUADRATE

Abbildung 4.5: Verbindungen zwischen Basel, Bern, Genfzadch.

und schreiben die Spalten dieser Matrix heraus:

1 0 0
1 1 0
wi = 0 s Wy = 1 5 w3 = 0 s
0 0 1
0 1 1
und
98
251
v = | 157
126
278

Nun stellen wir das Gleichungssysteim {4.9) durch Berechrder entsprechenden Skalarpro-
dukte auf:

wy, W) = (wy,v) =349
<’U)1, 'LUQ) = (W, W;) = <’(U2, ’U> = 686
(w1, w3) = (w3, w) = (w3, v) = 404
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4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

Somit gilt es, das lineare Gleichungssystem

2 1 0 | 349
1 31 | 686
0 1 2 | 404
zu losen. Die Losung ist gegeben durch
dy =97.125. .., dy = 154.750. . ., dz = 124.625. ...

%

Bemerkung 4.11 In der Praxis wird die direkte Berechnung der Losung desalian Glei-
chungssystemg{4.9) durch das Gaussverfahren aus @italiliinden (Rundungsfehler) oftmals
vermieden. Alternativ werden beispielsweise sogenanraikaktorisierungsverfahren einge-
setzt (Cholesky- und) R-Faktorisierungen), welche eine stabilere Losung \oH)(foglich
machen.

4.2 Diskrete Fouriertransformation und Analyse von
periodischen Daten

In der Klimaforschung interessiert man sich unter ander@nTémperaturmittel Uber gewisse
Zeitintervalle an verschiedenen Orten. Man wirde intietwarten, dass die Mittelwerte umso
“stabiler” sind, je langer das Zeitfenster der MessungéenAllerdings muss man naturlich auch
bemerken, dass sich das Klima tber die Jahrzehnte unduiatatie wandeln kann.

In der folgenden Tabelle betrachten wir die Temperatur angftaujoch im Zeitfenster von
1961 bis 1990:

Monat \Jan Feb Mar Apr Mai Jun Jul Aug Sep Okt Nov Dez
Temp.[OC]‘—13.6 -142 -13.1 -10.8 -66 -3.7 -12 -12 -26 -52 -104231

Wir stellen diese Daten grafisch dar; siehe Abbildlng 4.6r(kieht Januar fir = 0, Februar
furt = 1, Marz furt = 2, etc.). Wenn wir davon ausgehen, dass sich diese Kurvégahr
wiederholt, so kdnnen wir die Temperatlifgemessen ifAC') als eineperiodische Funktioxder
Zeitt (gemessen in Monaten) auffassen. Wir machen daher denzidsats die Funktiofi'()
beispielsweise wie folgt aussehen konnte:

~\AL 2 ~ . (27
T(t) = ap + @y cos <Et) + by sin <Et) : (4.12)
Hier sindag, a; und@l unbekannte Koeffizienten. Da die Funktionen

27Tt . 27Tt
CoS 5t sin 15
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4.2 DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION UND ANALYSE VON PERIODISCHEN DATEN
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Abbildung 4.6: Monatliche Durschnittstemperaturen amgdtaujoch in den Jahren 1961 — 1990.

periodisch sind mit Periodenlange 12, ist die angesetztdtion 7'(¢) “zusammengesetzt” aus
Funktionen, welche dem erwarteten 12-monatigen Zyklugeemperaturen genau entspre(ﬂ)en

Unser Ziel ist es, die unbekannten Koeffizienten so zu basém dass die Daten moglichst
gut mit der Funktior?” in (4.12) Ubereinstimmen. Betrachten wir zunachst diecbschnittstem-
peratur im Januar (d.h.,= 0), so muss gelten:

~ NG 2m ~ . (27
—13.6 = T'(0) =ao + @y cos (E : 0) + by sin (E : 0) .
Ahnlich erhalten wir dann fiir Februar € 1):

—~ ~ 2 ~ . 2
—14.2 =T(1) =@y + a; cos (E) + b; sin <E) .

Weiter fur den Monat Marzi(= 2):

4 ~ 4
—13.1 =T(2) = ap + a; cos (%) + by sin (%) :

Yn der Auswertung der Funktionenos und sin verwenden wir hier die Winkelmessung ird, d.h.,
360 [deg] = 27 [rad].

107



4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

Fur die restlichen 9 Monate ergeben sich dann die Gleiokining

10870 = vcos (3 v (5
06010 = e () i (3
5= =+ s (1) s (1)
—1.2 = T(6) = Go + a1 cos <112—27T) + by sin (112—;)
—1.2 = T(7) = Go + @ cos (114—;) + by sin (1;1_;)
—2.6 = T(8) = Gy + @3 cos (116—;) +/Z;1 sin (116—;)
5.2 =T(9) =+ cos (B—W +ou (118—;)

1
A A 20 .
—10.4 = T(10) = ag + a; cos (—W) + by sin (—

~ o~ 227 ~ . (227
—12.3 =T(11) = do + @ cos (E) + by sin <E) :

[\
-
(@)
N1
N——

Fassen wir die obigen Gleichungen zusammen, so ergibt sidiberbestimmtes lineares Glei-
chungssystem mit 12 Gleichungen fur die drei Unbekanagem, , b;. In Matrixform:

1 cos(0) sin(0) | —13.6
1 cos(?m/12) sin(?7/12) | —14.2
1 cos(4m/12) sin(47/12) | —13.1
1 cos (67/12) sin(67/12) | —10.8
1 cos(87/12)  sin(87/12) | —6.6
1 cos(107/12) sin (107/12) | —3.7
1 cos(127/12) sin (127/12) | —1.2
1 cos(¥7/12) sin (47/12) | —1.2
1 cos(167/12) sin (167/12) | —2.6
1 cos(187/12) sin (187/12) | —5.2
1 cos(207/12) sin(207/12) | —10.4
1 cos(?27/12) sin(227/12) | —12.3
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4.2 DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION UND ANALYSE VON PERIODISCHEN DATEN

Wie zuvor schreiben wir die Spaltenvektoren der erweitel@trix heraus:

cos (0) sin (0)
cos (27/12 sin (27/12
1 ) ) ~13.6
1 cos (47/12) sin (17/12) 142
1 cos (67/12) sin (67/12) —13.1
1 I e B it (s
o= |1 c cos (712 s sin (9712) v 1737 (4.13)
’ 1 ’ ! cos (127/12) ’ ! sin (127/12) ’ —13 '
1 cos (17/12) sin (147/12) 26
1 cos (167/12) sin (167/12) —5.2
3 o B e VA i
cos (20m/12) sin (207/12) o
cos (227/12) sin (227/12)

1 0
\/3/2 1/2
1/ V3/2

0 1
—1/3 V3/2

—V3/y /s
C = 1 ’ S1 = 0

—V3/ —1/2

—1/ —V3/s

0 -1
1/ —V3/s
\/3/2 —1/2

Zur Berechnung einer Losung mit der Methode der kleinsteadpate betrachten wir das
Gleichungssysteni (4.9) fur das aktuelle Beispiel:

(co;€0) (co,c1) (co,81) | (co,v)
<Cl, Co> <c17 cl> <c17 Sl) | <cl7 ’U)
<817CO> <317c1> <81781> | <81,’U>
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4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

Bemerkenswert ist hier die Tatsache, dass die Vektages,, s, paarweise senkrecht aufeinan-
der stehen. Insbesondere sind dann die Skalarproduktdgeeich 0. Das lineare Gleichungs-
system hat deshalb eine sehr einfache Form:

(e, €o) 0 0 | (co,v)
0 (c1,¢1) 0 | (c1,v)
0 0 (s1,81) | (s1,v)

Daraus lasst sich die Losung direkt bestimmen:

N T R O L C L R T S . T B PV PR P

(€0, co) (e, e1) (s1,81)

Diese Zahlen nennen wiliskrete Fourierkoeffizienten. Alle Koeffizienten zusammen heissen
diskrete Fouriertransformierte der gegebenen Daten. Die Funktibrin (£.12) bezeichnen wir
alsdiskrete Fourierreihe:

2m . 2m
T(t) = —7.91 — 6.38 cos (Et) — 2.27sin (Et) .

Sie ist eine kontinuierliche Annaherung an die diskretexted. Zeichnen wir diese Funktion
auf, so ergibt sich tatsachlich eine recht gute Approxiomatu den gemessenen Daten; siehe
Abbildung[4.T.

Verallgemeinerungen

Die Fourierreihel’(t) lasst sich durch Hinzufugen weiterer Terme verbessem,(die Appro-
ximation an die Daten wird genauer), indem weitese undsin-Terme hinzugefugt werden:

T(t) = ao+a T +a ) +a T +ova 2m,
=G +arcos { 5 @z cos | 0 @3 c0s | 75 U cos | —5

~ 2T ~ 4 ~ 6m ~ . 2mm
+ by sin Et + by sin Et + b3 sin Et + -+ + by, sin Tt ,

flr eine gewisse Zahh. Die kleinste Quadrate Methode fuihrt dann, wielln_(#.14j,die dis-
kreten Fourierkoeffizienten

a'\0 — <CO’,U> )
<Co,Co>

al ™~ <Cl,’U> ’ /b\l _ <317U> ’ (415)
<01701> <31731>

am _ <cm7v> ’ /l;m _ <3m7v> ’
(€m; Cm) (Sm» Sm)
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4.2 DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION UND ANALYSE VON PERIODISCHEN DATEN
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Abbildung 4.7: Monatliche Durchschnittstemperatur amgftaujoch (von 1961 bis 1990): Vergleich der Daten mit
der Naherungsfunktiof (¢).

wobeic, wie in (4.13) ist, und

cos (87/12 cos (2« 87/12 cos (m - 87/12

cos (107/12 cos (2 - 107/12 cos (m - 107/12
“a= cos (127/12) | 2 cos (2 - 127/19) |’ T cos (m - 127/12) |’

cos (147/12 cos (2 - 14m/12 cos (m - 147/12
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4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

sowie
sin(0) sin (0) sin (0)

sin (27/12) sin (2 - 2m/12) sin (m - 27/12)

sin (47/12) sin (2 - 47/12) sin (m - 47/12)

sin (67/12) sin (2 - 67/12) sin (m - 67/12)

sin (87/12) sin (2 - 87/12) sin (m - 87/12)

. sin (107/12) . sin (2 - 107/12) P sin (m - 107/12)
" | sin (127/19) |’ * | sin (2-12n/12) | ©TT | sin (m - 127/1)
sin (147/12) sin (2 - 147/12) sin (m - 147/12)

sin (167/12) sin (2 - 167/12) sin (m - 167/12)

sin (187/12) sin (2 - 187/12) sin (m - 187/12)

sin (207/12) sin (2 - 207m/12) sin (m - 207/12)

sin (227/12) sin (2 - 227/12) sin (m - 227/12)

Auch hier stehen alle Vektoren paarweise senkrecht aufdarawodurch die Koeffizientenma-
trix in (B.9) “diagonal” wird und die explizite Losun§ (&) modglich macht.

Verschiedene Anwendungen bringen verschiedene Periugeah mit sich. Insbesondere
mussen diese naturlich nicht immer gleich 12 sein. Fie @llgemeine Periodenlandebe-
trachten wir dann Funktionen der Form

flt)y =G +a T +a AN 2m,
= Qg a1 COS L a9 COS L Uy, COS L

Cavsin (2T 2 hsin () o sin (2T
rsin { = 2sin | — msin | —

zur Annaherung an periodische Daten. Hier gehen wir seterdaus, dass das “Abtasten” der
Daten, wie im vorherigen Beispiel, gleichnassigerAbstanden geschieht (also z.B. einmal pro
Monat wie in der obigen Temperaturtabelle):

Zeitpunkte | 0 1 2 ... L-1
Datenwertel wy w; ws -+ wp_g
In dem Fall sind die entsprechenden Vektoegre,, ..., c,, undsy, s», ..., s,, wieder paarwei-

se senkrecht zueinander. Die Losungsformelin{4.1%¢gelann nach wie vor.

In der Praxis gibt es sehr effiziente Methoden (beispiekssveie “Fast Fourier Transform
(FFT)™), welche eine rasche Berechnung der diskreten Edwoeffizienten erlaubt.
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4.3 UBUNGSAUFGABEN

4.3 Ubungsaufgaben

4.1.

4.2.

4.3.

Gemass dem Hooke’schen Gesetz ist die Auslenkung 8pisalfeder proportional zur
angesetzten Kraft, d.h.,
F(s)=D-s.

Dabei sindF’ [N] die angesetzte Kraft, [m] die Auslenkung der Feder (beide positiv oder
negativ) undD [g] die Federkonstante (welche dilarte* einer Feder angibt). Letzte-
re soll fur eine bestimmte Feder durch Messung ¥om Abhangigkeit vons bestimmt
werden; es ergibt sich

s | -03 —02 01 05
F(s) | —288 —194 98 479 °

Bestimmen Sie die Federkonstamemit der Methode der kleinsten Quadrate.

In einem Stromkreis soll ein Widerstand mit Hilfe desx@®then Gesetzes bestimmt wer-
den. In einem Experiment wird fur verschiedene Stronkstarder entsprechende Span-
nungsverlust gemessen:

Strom/  |0.1 0.2 03 04 05
Spannung/ [ 1.0 2.1 29 42 5.1°

Stellen Sie ein Uberbestimmtes Gleichungssystem auf @asehlSie es mit der Methode
der kleinsten Quadrate.

Am 5. Oktober 1991 tauchte der Magellan-Orbiter in dismédsphare der Venus ein und
ubermittelte die Temperatdr (in Kelvin K) in Abhangigkeit vom Abstand zur Plane-
tenoberflache. Das Signal brach auf der Hohe 34 km ab. In der Nahe der Oberflache
zeigen die Ubermittelten Daten einen Abfall der Temperatdbhangigkeit zur Hohe der
(ungefahren) Form

T(h)=a-h+b

fur unbekannte Koeffizientemundb. Verwenden Sie die folgende Datentabelle, womd
b mittels der Methode der kleinsten Quadrate zu bestimmerbarethnen Sie daraus die
Temperatur an der Venusoberflache.

Hoheh | 60 55 50 45 40 35
Temperatufl’ (in K) | 263 300 348 383 416 453

Bestimmen Sie mit der Methode der kleinsten Quadrate didfi&mmtena, b und ¢ so,
dass die Ebene
FE:axy+bry+crs=1

moglichst nahgdurch* die PunkteP; (1,0, —1), P5(2,1, —2), P3(1,1,0) und Py(1,1, —1)
verlauft.
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4 KLEINSTE QUADRATE UND DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

4.4.

4.5.

4.6.

114

Bekanntlich gilt fur den freien Fall eines Korpersdier Nahe der Erdoberflache das Fall-
gesetz von Newton:

s(t) = so + vot + 397,

wobei

s = Vertikaldistanz gegenuber (willkiirlichem) Nullpunky,
so = Vertikaldistanz zuP, zum Zeitpunkt = 0,
vg = Anfangsgeschwindigkeit (zum Zeitpunkt= 0),

g = Gravitationsbeschleunigung.

Durch Messung vos(t) zu verschiedenen Zeitéeim Fall eines Korpers sajlbestimmt
werden. Es wird gemessen:

t[s] | 02 03 04 05
s(t)[em] | 11.7 421 824 1327

Bestimmen Sig mit der Methode der kleinsten Quadrate.

Die folgende Tabelle enthalt die Monats-Mittelwetés in Zurich in der 30-Jahre-Periode
1961-1990 gemessenen Temperaturen.

Monat, J F M A M J J A S O N D
T[C]|-05 09 42 79 122 154 177 168 139 9.2 39 06

a) Bestimmen Sie die Koeffizientén, a, und@l der zuT'(t) gehorigen diskrete Fou-
rierreihe

T(t) = @o + a cos (231) + by sin (221) .
b) Gleiche Aufgabe wie a) fur die diskrete Fourierreihe 8di@ung
T(t) = Go + a1 cos (35t) + @y cos (45t) + a3 cos (53¢)
1By sin (321) 1 by sin (1) 1 Dy sin (%2t).
Von einer zunachst unbekannten Funktfdn) sind folgende Paare von Argument und
Funktionswert bekannt.

t o 1 2 3 a 5
FH) |0 Vs 335 0 —3Es —3vis

Bestimmen Sie die diskrete Fourierreihe 3. Ordnungffiy, wie in AufgabdZ4b b) und
interpretieren Sie das Resultat.



4.3 UBUNGSAUFGABEN

4.7. Der Brunstzyklus von Saugetieren wird hormonell gastt; beim Hausrind dauert ein
Zyklus etwa 21 Tage. Die folgende Tabelle enthalt die Ui Rinder gemittelten Pro-
gesteronwertd’(¢) (in ng pro ml Blutplasma) in Abhangigkeit der Zeiseit Beginn der

Brunst.
t | 0O 3 6 9 12 15 18

P(t) [&] \ 0.17 094 4.08 6.35 7.31 7.92 1.34
Bestimmen Sie die diskrete Fourierreihe zweiter Ordnung,

~

P(t) = ag 4 ay cos(? - ) + by sin(? - £) + ag cos(? - 2¢) + by sin(? - 2t),

welche die gemessenen Progesteronspiegel am besteniapprodm Sinne der Methode
der kleinsten Quadrate).
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5 Eigenwertprobleme

5.1 Iterative Prozesse

Wir leiten dieses Kapitel mit einem Anwendungsbeispiel ein

Anwendung 5.1 (Markov-Prozesse)

Wer den Geysir Old Faithful (Abbildung—8.1) im Yellowstoneafbnalpark beobachtet, wird
feststellen, dass er seine Fontanen in unregelmassigstaden hochsteigen lasst. Wer aber die
Wartezeiten zwischen zwei Ausbriichen grob in kurz und Einteilt und damit etwas Statistik
treibt, wird bemerken, dass auf ein kurzes Intervall immetanges folgt, nicht aber umgekehrt.
Genauer gilt:

e Die Chance (Wahrscheinlichkeit), dass auf eine kurze \¥eiteine lange folgt, ist 100%.

Abbildung 5.1: Geysir Old Faithful.
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100%
Kurze Wartezeit© Langev@ 46.4%
53.6%

Abbildung 5.2: Gerichteter Graph fur Geysir Old Faithful.

e Die Chance, dass auf eine lange Wartezeit eine kurze felg53.6%, wahrend sich mit
einer Chance von 46.4% wiederholt ein langes Intervall lalressst.

Diese Verhaltensweise lasst sich in Form eigesichteten Graphemlarstellen; siehe Abbil-
dung[5.2. Hier bedeuten die rechteckigen Kastchen dieliofin Ereignisse, und die Pfeile
stehen fur didJbergange zwischen diesen. Wir wollen die langzeitigenzklung der Warte-
zeiten studieren. Zu diesem Zweck bezeichnen wir die Chaimoeine kurze respektive lange
Wartezeit mitk und/. Soeben wurde ein langer Abstand zwischen zwei Ausbrilceebachtet.
Dies entspricht den Wahrscheinlichkeiten

ko =0% =0, lo =100% = 1,

wobei wir den Index "0” benutzen, um den Startpunkt der Bebbangen zu markieren. Die
darauffolgenden Wartezeiten nummerieren wir dementspretmitl, 2, 3, .. ..
Die Chance, dass als nachstes wieder eine lange Wartepdiolgg, betragt

[ = 46.4% = 0.464.
Die Wahrscheinlichkeit fur eine kurze Periode, betragt
k1 = 53.6% = 0.536.

Wie gross sind nun die Chancen fur eine kurze, respekigelaVartezeit? Eine lange Wartezeit
folgt einer kurzen mit Wahrscheinlichkdi®0% und einer langen mit Wahrscheinlichkeft 4%.
Daher,

lo = 100% - k1 4 46.4% - 1 = k1 + 0.4641; = 0.751296

Eine kurze Wartezeit kann nur nach einer vorherigen langeio@e auftreten und zwar mit einer
Chance vor$3.6%, d.h.,

ko = 0% - k1 4+ 53.6% - I; = 0.536]; = 0.248704.

Genau gleich kdnnen wir nun weiterfahren, um die entsnegén Wahrscheinlichkeiten fur die
dritte Wartezeit zu ermitteln:

I3 = 100% - ko 4+ 46.4% - ly = ko + 0.46415, = 0.597305344
ks =0% - ko 4+ 53.6% - o = 0.5361y = 0.402694656.
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5.1 ITERATIVE PROZESSE

n 0 1 2 3 4
0.00000 0.53600 0.24870 0.40269 0.32016
on 1.00000 0.46400 0.75130 0.59731 0.67984
n 5 6 7 8 9
0.36440 0.34068 0.35339 0.34658 0.35023
Un 0.63560 0.65932 0.64661 0.65342 0.64977
n 10 11 12 13 14
0.34828 0.34932 0.34876 0.34906 0.34890
on 0.65172 0.65068 0.65124 0.65094 0.65110

Tabelle 5.1: Entwicklung der Iteration{b.2).

Allgemein erhalten wir fur die Wahrscheinlichkeiten deaiézeiten nach Ausbriichen:

Lot = ki + 0.4641,,
fenir =0 - ky + 0.5361,,.

Speichern wir die Wahrscheinlichkeiten als KomponentenWektoren,

k k kn
170:(1(?)7 vlz<l11>7 PRI vn:<l)7

so gilt mit der Matrix-Vektormultiplikation
knet) _ (0 0536\ (kn
Livi ) \1 0.464 l, )’
Vpe1 = S - vy, n=0,1,2,... (5.2)

0 0.536

Sy <1 0.464) '
Ein Vorgang der Forni{5l2), bei dem eine Grosse, aus einer zuvor berechneten Grossde-
stimmt wird, heisstterativer Prozess Im gegebenen Beispiel geschieht dies durch eine Matrix-
Vektormultiplikation; wir nenneri{5l2) deshalb audhatrix-Vektor-Iteration , und die MatrixS
heisstlterations- oder Systemmatrix. Falls, wie in dieser Anwendung, ein neuer Zustand aus
einem vorherigen mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeitandrgeht, heisst der iterative Pro-
zesg(diskreter) Markovprozess oder Markovkette.

Wie verhalt sich der iterative Proze$s{5.2) langfristig@r stellen dies in Tabelle 5.1 dar.

oder aquivalent

wobei
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5 EIGENWERTPROBLEME

Offensichtlich strebt die Iteration gegen einen festentdek

5— 0.34...
~\065...)"
Fur fortgeschrittene Iterationszahlemilt also naherungsweise
v, XV

Y

und diese Naherung wird umso besser, je grossst. Erinnern wir uns an die Iterationsvor-
schrift (52), so bedeutet dies

Vv, =8 v, ~S" .
Im Grenzfalln — oo wird die Approximation beliebig genau, und wir ersetzeti durch "=":

S-v="0.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem furr den Vekitos (;3) , denn

. 0.536]
S - v=|~ ~|,
k + 0.464]

k +0.4641 l

—k + 0536 = 0
k- — 0536l = 0
Dieses homogene lineare Gleichungssystem hat die Loswergse

L= { (0'5368) . s eine beliebige Zar}l .

Nun erinnern wir uns, dass die Komponenten der Vektetgmw,, v,, . .. die Bedeutung von
Wabhrscheinlichkeiten haben, die sich jeweilsl#0% = 1 addieren miissen. Dies muss auch fur
den Vektorv gelten. Wir suchen also denjenigen Vektor in der obigerubgsmenge, fur den

gilt:

und daher,

oder

0.536s+s =1,
d.h.,,
s = L =0.65104. ..
1.536
Somit erhalten wir
. (0.536-0.65104...\  [0.3489...
Y=\ o065104... )~ \o.65104... )"
Dies ist der Vektor, entlang dessen sich die Matrix-Vekévation [5.2) stabilisiert. &
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5.1 ITERATIVE PROZESSE

n H 0 \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 \ 6 \ 7
0 1 5 19 —65 211 —665 —2059
Un il {1 4 14 46 146 454 1394 4246
n 0 1 2 3 4 5 6

1.00 4.12 14.87 49.77 159.82 500.64 | 1544.49
. 0 —0.24 —0.34 —0.38 —0.41 —0.42 —0.43
onf =" 1 0.97 0.94 0.92 0.91 0.91 0.90

Tabelle 5.2: Entwicklung der lteration{$.5)[=1(5.6).

Wir betrachten ein weiteres Beispiel.

1 -1
S:<2 4), (5.5)

und betrachte einen entsprechenden iterativen Prozess

Beispiel 5.4 Sei

Vpi1 =S - vy, n=20,1,2,... (5.6)

(1) . Auch hier studieren wir die langfristige Entwicklung der
Iteration; siehe Tabelled.2 (oben). Aufden ersten Blalk folgendes auf:

Als Startvektor wahlen wip, =

1. Die erste Komponente der Vektorfolge wird immer kleireh(, negativer), wahrend die
zweite immer grosser wird.

2. Das Verhaltnis zwischen der ersten und zweiten Komptenemtspricht mit wachsender
Iterationszahh grob dem Verhaltnis-1 : 2.

Um diese Beobachtungen genauer zu untersuchen, tragen VabelleL5.P (unten) sowohl die
Langen der Vektoremw,, als auch die entsprechenden auf Lange 1 skalierten Vekﬁdlﬂﬁ vy,
ein (jeweils auf 2 Nachkommastellen gerundet). Wir erkenmass sich die Vektoren immer
mehr einer stabilen Richtung
5~ (—0.43)
0.90

angleichen. Ferner nehmen die Langen der Vektoren in jedlghritt etwa um einen Faktor 3 zu.
Wir formulieren diese Beobachtungen mathematisch:
1. Fur grosse Iterationszahl gilt

— v, ®, (5.7)
[[vnl

wobei diese Approximation immer genauer und im Grenzfalk co zur Gleichheit wird.
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5 EIGENWERTPROBLEME

2. Das Langenverhaltnis zweier aufeinanderfolgend&toren strebt immer mehr gegen 3:

[l g (5.8)

Teilen wir die Gleichund(5]5) auf beiden Seiten dufief) ||, so folgt:

1 1 1
o= —— (S v,)=8[— v, ).
ol 2 = o570 (anu ”)

Ausserdem gilt mit[{518), dass
1 3

T Untl

’vn—f—la
[[vnl

[on -l

1 1
S~( ~'vn)%3-(7-vn+1).
[[vn]] [[n41]]

Unter Benutzung vori.(8.7) wissen wir, dass

und deshalb

1 1

TV, N
ol JJvnal

~
VR

" Un41-

Daher erhalten wir
S-v~3-.

Im Grenzfalln — oo durfen wir davon ausgehen, dass die obige Naherung sag&leichheit
wird, d.h., wir haben
S-v=3-v. (5.9)

Wie in (&3) liegt auch hier ein lineares Gleichungssystem Falls es eine Losung # 0 gibt,
dann heisst ein solcher VektBigenvektor von S und die Zahl 3 der zugehorigégenwert. In
der Tat gibt es auch hier eine nichttriviale (unendliche}lrigsmenge

S . . .
L= { <—23) -5 eine beliebige Za%}l :

Der auf Lange 1 skalierte Vekter muss dann

s7 4+ (=25 =1
erfullen, d.h., .
= +—.
MRV

Er ist somit gegeben durch
s L (1) (044721 oder s L (1Y) (044721
V6 \—2) T \—0.89443 V5 \—2) T\ 0.89443
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5.2 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Ein Blick auf Tabelld 5.2 (unten) zeigt, dass die Vektom - vy, ”0—11” vy, m Vg, ... Qe-
gen den zweiten der obigen zwei Losungsvektoren strebheFdestatigt sich auch die “Glei-
chung” [5.8): Es gilt namlich

[onall _ [1S-wall  [IS-2l _ [3-2] _ 3ol _

~ ~ ~

[onl [onl 1]l 1]l 1]l

Insbesondere folgt daraus, dass
[n ]l = 3 [lwnll,

d.h., die Langen der Vektoren nehmen immer um einen uhgefiéFaktor 3 zu. 0J

5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Im vorherigen Abschnitt haben wir bereits die Begriffe “Bigvert” und “Eigenvektor” ein-
gefuhrt. Wir betrachten nun die allgemeine Definition:

Fir einequadratischeMatrix A (d.h., eine Matrix, die gleich viele Zeilen wie Spal-
ten hat) betrachten wir das folgende Probl&mde Vektorerv (nicht gleich0) und
Zahlen), sodass die Gleichung

A v=\wv (5.10)

erfullt ist.
Dann heisst ein Eigenvektor und A zugehorigeEigenwert der Matrix A.

Beispiel 5.11 In Beispiel5.4 haben wir gesehen, dass jedes skalare dhedfdes Vektors

()

(ausser der Nullvektor) die Gleichurlg (5.9) erfulllt undrdigein Eigenvektor der Matrix§ zum
Eigenwert\ = 3 ist. Insbesondere gibt es hier unendlich viele Eigenvektddies ist Ubrigens
immer so, da ja die Gleichun§{52110) mit einer beliebigenlZatltipliziert und der Vektorv
somit beliebig skaliert werden darf). 0J

Beispiel 5.12 Wir betrachten die Matrix

(3.

Um die Eigenvektoren und Eigenwerte vdreu bestimmen, betrachten wir die Gleichubg(b.10)
angewandt auf das aktuelle Beispiel:

(58) ()= ()
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5 EIGENWERTPROBLEME

Ausmultiplizieren fuhrt zu
21}1 + 31)2 = )\Ul
U1 + 6U2 = )\’UQ ’

und weiter
(2 — )\)Ul + 3U2 = 0
—v; + (6=XNvy = 07

In Form der erweiterten Matrix lautet diese homogene lia€aleichungssystem wie folgt:

(2—X) 3 | O
< G- | o) (5.13)
Wir suchen Losungen, unduv, (die Koeffizienten der gesuchten Eigenvektoren), die rbelide
gleich 0 sind, da Eigenvektoren per Definition nicht der Mektor sein sollen. Dies bedeutet

aber, dass das obige Gleichungssystem nicht nur die Nulig haben soll. Aus Abschriiff 1.4
wissen wir, dass die Koeffizientenmatrix

an= ("2 6ly)

deshalksingufr sein soll, d.h.,

det <(2__1A) 6 K A>) < 0.

Dies ist eine Gleichung fur die Eigenwerte! Berechnen werldleterminante, so gilt
det <(2__1A) . J A)) (2= \)(6—=A) = (=1) -3 =\ — 8\ + 15,
Dieser Ausdruck heisstharakteristisches Polynomder Matrix A. Wir wollen also
N —8X+15=0
l6sen, d.h., die Nullstellen des charakteristischen itys finden. Wir erhalten
A1 =3, Ao = 5.
Diese Losungen sind die beiden Eigenwerte der Madrix

Wir wollen nun zugehdrige Eigenvektoren finden.

e FUr \; = 3: Wir setzen\ = 3 in (&213) ein. Das Gleichungssystem hat dann die Form
-1 310
-1 3]0/
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5.2 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Es hat die Losungsmenge

{ <3SS> . s eine beliebige Zar}l .

Alle Eigenvektoren zum Eigenwekt= 3 sind somit skalare Vielfache des Vektors

(1)

e FUr \; = 5: Wir setzen\ = 3 in (&213) ein. Das Gleichungssystem hat dann die Form

-3 3|0
-1 1| 0)°
Es hat die Losungsmenge

{ (z) . s eine beliebige Za%}l I

Alle Eigenvektoren zum Eigenwekt= 5 sind somit skalare Vielfache des Vektors
1
ik

Der Vorgang zur Losung des Eigenwertprobleins {5.10} Isiss in Form einer allgemein
gultigen Methode formulieren.

0

1. Ausgehend von einer Matri, definiere die MatrixA, durch subtrahieren
von \ (gedacht als Variable) entlang der Diagonalen der MaArix

2. Finde die Nullstellen des charakteristischen Polynoors A, d.h., l6se di¢
Gleichung

A1%4

det(A,) =0 (5.14)
nach) auf. Die Losungen sind die Eigenwerte der MatAx

3. Fur jeden Eigenwernt |6se das entsprechende homogene lineare Gleichungsy-

stem
(Ax]0).

Damit finden sich die zugehorigen Eigenvektoren der Matkix

Wir halten folgendes fest:
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5 EIGENWERTPROBLEME

1. Die Gleichung[(5.4) ist ein Polynom vom Gradn )\, wo n die Anzahl der Zeilen re-
sp. Spalten der Matrid ist (dieses Polynom wirdharakteristisches Polynomgenannt).
Die Gleichung hat maximal verschiedene Losungen, d.h., eine Matrix miZeilen und
Spalterhat hochstens: Eigenwerte.

2. Die Menge der Eigenvektoren, die zu einem Eigenwert gehdilden einen Unterraum
(einen sogenannteBigenraum). Dieser kann ein- oder auch mehrdimensional sein. Ins-
besondere kann es zu einem Eigenwert verschiedene linebhéngige Eigenvektoren
geben.

Beispiel 5.15 Sei

3 3 3
A=|0 -3 —6
0 -3 0

Dann definieren wir;
3—A 3 3

Ay = 0 —-3-X —6
0 -3 —A

Um die Eigenwerte zu finden, ldsen wir die Gleichung
det(A,\) =0.

In MATLAB und OCTAVE lasst sich das charakteristische Polynden( A ) (hier vom Grad 3),
mit dem Befehlpoly bestimmen:

octave:1> A= [ 3 3 3

0 -3 -6
0 -3 01;

octave:2> poly(A)
ans =
1 o -27 54
Die Antwort zeigt die Koeffizienten des charakteristiscRatynoms vonA, d.h., es gilt
det(Ay) =1-2* —0-)\ —27- )\ +54.

Die Gleichung[[5.14) lautet dann
N —2TA+54=0

und hat die Losungen; = 3 und A\, = —6. Hier bemerken wir, dass das charakteristische
Polynom in drei Faktoren zerfalla* — 27\ + 54 = (A —3)?(A+6); da der Fakton — 3 zweimal
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auftritt, heisst\; = 3 doppelteNullstelle. Die zugehorigen Eigenraume sind

s 1 0
E\ —3= t | : sundt beliebige Zahler; = span 0], 1
—t 0 —1
s 1
Ey,— 6= —2s | : s eine beliebige Zah} = span =9
—5 -1

0

Bemerkung 5.16 Es kann durchaus vorkommen, dass eine Nullstelle des dieasdischen Po-
lynoms (d.h., ein Eigenwert) einer Matmxehrfachauftritt. Dies bedeutet, das die Faktorisierung
des charakteristischen Polynoms einen entsprechend¢or Faghr als nur einmal enthalt. Bei-
spielsweise hat die Matrix
1 3 —4
A=1|0 1 15
0 0 —2
das charakteristische Polynom

det(A)) =X —3X+2= (A -1\ +2).

Die Nullstelle und somit der Eigenwekt = 1 tritt hier zweimal auf. Zu bemerken ist, dass die
Haufigkeit des Auftretens der Nullstelhechtunbedingt gleich der Dimension des entsprechen-
den Eigenraums sein muss.

5.3 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren in
der Praxis

In praktischen Computeranwendungen ist die Berechnundedgnwerte mit Hilfe der Glei-
chung [5.IK)generell zu vermeiden Dies liegt daran, dass der Zusammenhang zwischen den
Eintragen der MatrixA und den Ldsungen vof(5]14) “unscharf” ist; in anderen Afores
besteht eine erhohte Gefahr von Rundungsfehlern. FérBagrindung verweisen wir auf die
untenstehende Fussribtelinzu kommt, dass in praktischen Anwendungen oftmals reukléin-

sten oder grossten Eigenwerte (und zugehorige Eigeorektvon Interesse sind.

1 10710
A‘(wl@ 1 )

det(Ay) = A\ —2X+ (1 —107%0).
Die Eigenwerte vorA sind die Losungen vodet(A,) = 0, d.h.,

1Wir betrachten die Matrix

Dann gilt:

A =1+10710 Ao =1-—10719
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Numerische Verfahren zur Bestimmung von Eigenwerten ugeérisiektoren basieren auf an-
deren Losungsansatzen wie die im vorherigen Abschng#ptoehene Methode. Hier werden
oftmals Iterationsmethoden oder geeignete Matrixfakierungen eingesetzt.

Im folgenden besprechen wir ein einfaches Verfahren zue®erung des grossten Eigen-
werts und eines zugehorigen Eigenvektors. Zur Besprechen Idee, erinnern wir uns an die
Beispiel5.4. Wir hatten dort die Matrix-Vektor-Iteration

Vpi1 = S - vy, n=20,1,2,... (5.17)
betrachtet und festgestellt, dass die Folge der (auf Largialierten) Vektoren
1 1 1
-— * Vo, * Uy, T " U2,...
vl o] [ wa]]

gegen einen Vektos strebt, der die Gleichung
S-v=\v (5.18)
mit A = 3 erfullt.
Mathematisch lasst sich nun folgendes zeigen:

Unter gewissen (haufig erfullten) Voraussetzuﬂwmdie MatrixS und den Start
vektorv, gilt fir eine Matrix-Vektoriteration der Forni(5117):

a) Das Langeverhaltnis zweier aufeinander folgendetdrekv,, undw,, ; strebt
mit zunehmender Iterationszabhimmer mehr gegen den Betrag eines Eigen-
wert A von S, d.h.,

|vnt1]l n—0o }X‘ .
[|on|

Dieser Eigenwerﬁ ist derjenige Eigenwert voi¥, der den grossten Betrag
unter allen Eigenwerten hat. Wir nennen ihn deshalb aachinanten Eigen-
wert.

b) Die auf Lange 1 skalierten Vektoren

1 1 1 1
T Yo, METRALE) T U2, T U3y
[wol| ol [ vl s

streben mit wachsendemimmer mehr gegen einen Eigenvekti(mit der
Lange 1) vonS, der zum dominanten EigenweXtgehort.

Numerische Software basiert oftmals auf etwa 15 Stellektex®echnung. Das hat zur Folge, dass die Zahl
10~2Y in der Regel nichéxaktabgespeichert wird, sondern auf 1 gerundet wird. Das clexiatische Polynom
wird dann als
det(Ay) = A2 —2X+1

berechnet und fulhrt zu den falschen Eigenwerten= Ao = 1. Der bemerkenswerte Punkt besteht hier dar-
in, dass die exakten Eigenwerte bei 15-stelliger Rechnuagtelargestellt werden kdnnten. Die Berechnung
mittels der Determinante respektive der GleichUng{5.uHjtfaber zu Rundungsfehlern.

2 Voraussetzungen, die die obigen Aussagen a) und b) sielenstsind:
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5.3 BERECHNUNG VON EIGENWERTEN UND EIGENVEKTOREN IN DER PRAXIS

Bemerkung 5.19 Aus der obigen Aussage a) folgt, dass fur genuigend gréssgibnszahlen
die Naherung
lvnsill = 3] on

gilt. Insbesondere sehen wir, dass die Langen der Vekigyen jedem Schritt (mindestens fir
grossen)

e zunehmen um einen Faktﬁ’, falls ’X’ > 1;

e etwa gleich bleiben, fa||§ — 1

e abnehmen um einen FaktdAr’, falls ’X’ < 1.

Beispiel 5.20 Die Eigenwerte der Matrix4 aus Beispie[ 515 sind; = 3 und A\, = —6. Die
entsprechenden Betrage sind| = 3 und |\, = 6|. Somit istA, der dominante Eigenwert. Die
auf Lange 1 skalierten Vektoren der Vektoriteration

Vi1 = A vy, n=20,1,2,...
werden sich somit entlang des zugehorigen Eigenvektors

:l:1 12
Vo

stabilisieren. Da)\,| > 1 werden die Langen der Vektoren in jedem Schritt um eineridfalon
etwa6 zunehmen. O

Die obigen Eigenschaften von Matrix-Vektoriterationeamkén nun fur numerische Zwecke
wie folgt benutzt werden: Um einen Eigenwert/Eigenvektariatrix S zu berechnen, betrachte
man die Iteration{5.17) und beobachte die resultierendgieL@nge 1 skalierte) Folge von Vek-
toren. Strebt diese Folge gegen einen festen Vaktso ist dies ein Eigenvektor der Matri,
und zwar derjenige, der zum dominanten Eigenwert gehiwh@r vorausgesetz, dass die noti-
gen Annahmen erfullt sind). Der zugehorige dominantee&vgert lasst sich ebenfalls ermitteln:

1. Der dominante Eigenweﬁ ist ein einfacher Eigenwert voS, d.h., \ ist eine Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms, die einfach ist.

2. AngenommensS haben Zeilen/Spalten. Dann soll es eine Basis Whgeben, die sich aus Eigenvektoren
von S zusammensetzt, d.h., es lassen siclinear unabhangige Eigenvektoren finden. Eine solchesBasi
heisstEigenbasisvon S und existiert nicht fur jede Matrix.

3. Schreiben wir den Startvektey in Koordinaten der Eigenbasis (vgl. Abschiiff]l2.6), danh die@ dem
dominanten Eigenvektar entsprechende Koordinate nicht gleich 0 sein.
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Dazu multiplizieren wir die Gleichun@{5.118) mit dem Vekioselbst (mit dem Skalarprodukt).

Dies fuhrt zu
(3,8 -9) = (B,\-) = - (5,5) = A|[5]|”.

Nun gilt ||[v]| = 1 und somit
A= (v,5 7).

Das hier beschriebene Verfahren heRstenzmethodg“power method” in Englisch). Wir fas-
sen die Methode im folgenden Algorithmus zusammen:

Algorithmus 5.21 (Potenzmethode)

1. Wahle einen Startvektax,.

2. Berechne

- 1

’U1:A"UQ, Ulzm"vl
1

~ 1

vy = A vy, ’UQZW"UQ
2

- 1

’UgZA"UQ, ’ngm"vg
3

Fahre solange fort, bis die Iteration einen genligend Istabiektorv berechnet hat (in
der Praxis wird dies oft solange gemacht, bis sich in demtitamen keine grossefnde-
rungen mehr ergeben, also beispielsweise|bjs; — v, || < vorgegebene Toleranz). Der
Vektor v ist dann eine Naherung eines Eigenvektors zum betragsgngsissten Eigen-
wert vonA.

3. Der Eigenwert mit dem grossten Betrag ergibt sich dasn al

A= (v,S v).
Beispiel 5.22 Wir wenden die Potenzmethode auf die Matrix

A:

=W N =
W k= O W
— =~ =
— =W Ot

an. Als Startvektor wahlen wir

Vo =
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5.3 BERECHNUNG VON EIGENWERTEN UND EIGENVEKTOREN IN DER PRAXIS

Wir berechnen die (auf Lange 1 skalierten Vektoren)v,, vs, . . . in Algorithmus5.Zll mioc-
TAVE. Die 4 Komponenten der Vektoran, v,, v, . . ., v9 Schreiben wir jeweils waagerecht in
einer Zeile auf:

1.00000  1.00000 1.00000 1.00000
0.47565 0.28539 0.71348 0.42809
0.40793 0.28741 0.77878  0.38012
0.38776 0.26852 0.80556  0.35863
0.37612 0.26353 0.81678  0.34921
0.37150 0.26064 0.82170  0.34476
0.36924 0.25944 0.82391  0.34283
0.36826 0.256888 0.82490 0.34192
0.36780 0.25862 0.82535 0.34152
0.36760 0.25851 0.82555  0.34134

Nach 9 Iterationen giljvy — vs|| = 0.0003588. Wir wollen uns in diesem Beispiel mit dieser
Genauigkeit begniigen und akzeptieren den Veldals Eigenvektor, d.h.,

0.36760
0.25851
0.82555
0.34134

)
I

Als zugehorigen Eigenwert erhalten wir
A=79-(S-9)=10.001.

In der Tat ist der grosste Eigenwert vaingleich 10. Die Potenzmethode hat also bereits nach 9
Iterationen ein verniinftiges Resultat geliefert. O

Bemerkung 5.23 In MATLAB undOCTAVE lassen sich Eigenwerte und Eigenvektoren mit dem
Befehleig berechnen. Wir zeigen dies anhand des vorherigen Beispiels

octave:1> A = [

R o

1
1
7
1

w > O Ww

1
2
3
4 1;

octave:2> [EV,EW]

eig(A)
EV =
0.36743 0.36021 0.61221 0.42640

0.256841 0.18011 0.30611 -0.85280
0.82572 -0.85831 -0.22482  0.21320

131



5 EIGENWERTPROBLEME

0.34119 0.31799 -0.69351 0.21320
Ew =

10.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 4.53113 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000  -3.53113 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000  -2.00000

Als Ausgabe liefertig die beiden Matrize&V undEw. Hier sind die Diagonaleintrage vaw
die Eigenwerte der MatrixA, und die Spalten voRV sind die zugehorigen (in der gleichen
Reihenfolge) Eigenvektoren (skaliert auf Lange 1).

5.4 Weitere Anwendungen

Mathematische Modelle in den Naturwissenschaften und desdfaft konnen — nach geeig-
neten (teilweise starken) Vereinfachungen — oftmals divtatrix-Vektoriterationen beschrieben
werden. So lassen sich beispielsweise gewisse Prozesse Widschaft odeOkologie durch
Markov-Ketten beschreiben. Weiter kennt man sogenanrgkd-®odelle aus der Biologie, die
entwickelt wurden, um Populationsmodelle mit Generatnstriktur zu studieren. Auch sie ba-
sieren auf Matrix-Vektoriterationen. Im folgenden wollesir einen kleinen Einblick in diese
Anwendungsbereiche geben und die entsprechenden imr&iedelle mit Hilfe von Eigenwer-
ten und Eigenvektoren untersuchen.

5.4.1 Markovmodelle in Okologie und Wirtschaft

Wir betrachten ein grosses Waldgebiet, in dem es drei viedehe Klassern, 2, 3 von Baum-
en gibt (hier kann eine Klasse auch mehrere Baumarten denhaWir nehmen an, dass alle
Baume etwa gleich alt werden. Ausserdem erneuere sich dkf $4étig, d.h., an die Stelle ei-
nes alten Baums tritt ohne Unterbruch ein neuer Baum. Wiegelavon aus, dass der Wechsel
der Baumgenerationen nfgstenWahrscheinlichkeiten erfolgt. Wird also beispielsweisead-
ter Baum der Klasse 2 ersetzt durch einen neuen Baum dereKBaso geschieht dies immer
mit derselben Wahrscheinlichkeit. Wir bezeichnen diedel Aat p; ,. Ganz allgemein verwen-
den wir die folgende Schreibweise: wird ein alter Baum elasse: (wo i gleich 1, 2 oder
3 sein kann) ersetzt durch einen jungen Baum einer Klagbeer darf; ebenfalls gleich 1, 2
oder 3 sein), so geschieht dies immer mit genau der gleictawatheinlichkeit, die wir mig; ;
bezeichnen (zu beachten ist, dass ein Wechsel von Kilasaseh Klassg mit Wahrscheinlich-
keit p,; geschieht, d.h., die Indizes vgnsind genau umgekehrt zum Wechsel- ;.). Die
verschiedenen Wahrscheinlichkeiten speichern wir inré¥fegrix (Systemmatrix):

P11 P12 P13

P = P21 P22 P23
P31 P32 P33
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Abbildung 5.3: Gerichteter Graph fir das Baummodell.

Betrachten wir ein konkretes Beispiel:

01 0.3 02
P=|04 03 07]. (5.24)
0.5 04 0.1

Dies bedeutet beispielsweise, dass auf einen alten Baumeaiddasse 2 mit den Wahrschein-
lichkeitenp; o = 0.3,p22 = 0.3,p32 = 0.4 ein Baum aus der Klasse 1, 2 bzw. 3 folgt. Wir
kdnnen dies auch, wie beim Geysir Old Faithful (Anwend[df),5n Form eines gerichteten
Graphen darstellen; siehe Abbildungl5.3.

Nun wollen wir die langfristige Entwicklung eines Waldestmér obigen Systemmatrix be-
trachten. Dazu bezeichnen wir mit, b, und ¢, die (prozentualen) Anteile der Baumklassen
1, 2, und 3 zum Zeitpunkt. Hier deutet der Index, den Iterationsschritt an, d.lm,= 0 ent-
spricht der anfanglichen Verteilung der Klassen; 1 der Verteilung nach einem Wechsel, und
so weiter. Es gilt:

a, = (Anteil a,,_; der Klasse 1- (Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum der Klasse 1
durch einen Baum der Klasse 1 ersetzt wird

+ (Anteil b,,_; der Klasse 2- ( Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum der Klasse 2
durch einen Baum der Klasse 1 ersetzt Wird

+ (Anteil ¢,,_, der Klasse 3- ( Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum der Klasse 3
durch einen Baum der Klasse 1 ersetzt wird
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Daher

Ap = Qp_1DP1,1 + bp—1P12 + Coo1D13-

Genau gleich erhalten wir

by, = ap_1p2,1 + bp_1D22 + Ch_1p23

Cn = Qp_1P3,1 + bp_1P32 + Ch_1P33-

Die drei Gleichungen lassen sich schreiben in Form einerik4stektoriteration,

Qn Ap—1
bo | =P [ i |, (5.25)
Cn Cn—1

wobei P die Matrix in (5.24) ist.

Am Anfang mussiy + by + ¢o = 100% = 1 gelten, denn die einzelnen prozentualen Antei-
le von Baumklassen ergeben zusammen 1. Es lasst sichteimé@brechnen, dass dies fur alle
Iterationen so bleibt, d.h., wir haben immeyr + b,, + ¢, = 1. Weiter lasst sich zeigen, dass
der betragsmassig grosste Eigenwert ¥@mgleich 1 ist, und dass es genau einen zugehorigen
Eigenvektor gibt, dessen Komponenten alle positiv sinddiacsumme 1 haben (dies ist typisch
fir Markovprozesse). Unserer Ausfihrungen (vgl. beispveise Anwendurig3.1) in den vorhe-
rigen Abschnitten zu Folge, ist dies auch der Vektor entldem sich die Vektoriteratioh (5.25)
stabilisiert.

Als Beispiel berechnen wir die Eigenwerte und Eigenvektaler Matrix P in (5.24) mit Cc-
TAVE:

octave:1> P = [ 0.1 0.3 0.2
0.4 0.3 0.7
0.50.4 0.1 1];
octave:2> [EV, EW] = eig(P)
ev =
0.3717 0.3873 + 0.22361 0.3873 - 0.22361
0.7540 -0.7746 -0.7746
0.5416 0.3873 - 0.22361 0.3873 + 0.22361
ew =
1.0000 0 0
0 -0.2500 + 0.08661 0
0 0 -0.2500 - 0.08661
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Wir erhalten einen Eigenwel; = 1 mit zugehorigem Eigenvektor

0.3717
v = | 0.7540 | ;
0.5416

die anderen beiden Eigenwerte sind hier komplexwertigBmitag kleiner als 1. Um die langfri-
stige Verteilung der Baumklassen zu berechnen, dividiesieden Vektorv; durch die Summe
seiner Komponenten, sodass die Summe der Komponentenukss Viektors genau gleich 1 ist:

octave:3> vl = ev(:,1)
vl =

0.3717

0.7540

0.5416
octave:4> wl = v1/sum(vl)
wl =

0.2229

0.4522

0.3248

Der berechnete Vektaw; zeigt uns nun die langfristige Verteilung der Baume: et@a8%
Baumen der Klasse 1, 45.2% Baume der Klasse 2 und 32.5%ldesd3. Allerdings sei hier
die wichtige Bemerkung gemacht, dass die einzelnen Wadirdathkeitszahlen in der Matri®
typischerweise mit der Zeit variieren und das obige Modedltaalb eine klare Vereinfachung der
Wirklichkeit darstellt und — wenn Uberhaupt — nur innethaines beschrankten zeitlichen Rah-
mens gltig sein kann.

Ahnliche Modelle kennt man auch aus der Wirtschaft. Betectwir als fiktives Beispiel
einen Wirtschaftsraum, der aus vier verschiedenen Waftshweigen besteht: (A) Landwirt-
schaft und Nahrungsmittelproduktion, (B) Industrie, (@eEgyieversorgung, Transporte und Ent-
sorgung, (D) Dienstleistungen und Verwaltung. Im Laufeesigewissen Zeitraums (d.h., einer
Iteration), finden Geldtransaktionen zwischen den veestdnien Branchen statt: von einem Eu-
ro, der sich im Wirtschaftszweig (X) befindet gelangt einzanatualer Anteily x in die Bran-
che (Y). Der Geldfluss ist dann eine Markovkette, die durale ¢ix 4-SystemmatrixP beschrie-
ben wird. Zum Beispiel:

0.30 0.20 0.15 0.15
0.30 0.30 0.30 0.15
0.20 0.40 0.25 0.15
0.20 0.10 0.30 0.55
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Auch hier hat die MatrixP einen dominanten Eigenwert 1. Die langfristige Entwicljuder
einzelnen Wirtschaftszweige kann nun, wie oben im Waldriioehit Hilfe des entsprechenden
Eigenvektors untersucht werden.

5.4.2 Leslie-Modelle in der Biologie

In diesem Abschnitt wollen wir eistark vereinfachtes Modefiur Beschreibung der Entwick-
lung einer Population von Menschen, Tieren oder Pflanzearsunthen. Das Modell soll auf
einer diskreten Zeitentwicklung basieren, d.h., auf deigenn = 0,1,2,.... Der Abstand
dieser Zeitpunkte soll einer festen Zeiteinheit (Z&)entsprechen; bei einer menschlichen Po-
pulation konnteAt beispielsweise gleich 1 Jahr sein, dAvt,- n steht hier fur die Anzahl Jahre
seit dem Anfang. Weiter wollen wir beriicksichtigen, dasgeesiner Bevolkerung typischerwei-
se verschiedene Generationen und somit eine Altersstrghkitt Nehmen wir dazu an, dass es
in der betrachteten Populatiom verschiedene Generationen gibt. Hierbei besteht die &wste
neration aus allen Individuen, die zwischen 0 und 1 Zeiteiteim alt sind, die zweite Generation
aus allen Individuen, die zwischen 1 und 2 Zeiteinheitesiall, etc. Dien-te Generation bildet
sich dann aus allen Individuen, die ein Alter zwischen- 1 und m Zeiteinhalten haben. Wir
gehen davon aus, dass kein Individuum in der Populatien alsm Zeiteinheiten wird.

Wir bezeichnen mitV,, ; die Anzahl der Individuen, die sich zum Zeitpunkin der ersten
Generation befinden (also gerade geboren wurden). WeitéY,sedie Anzahl der Individuen,
die zum Zeitpunkt: in der zweiten Generation (also zwischen 1 und 2 ZE alt) sisd;. Die
Alterstruktur der Population zum Zeitpunkt (also nach einer Zeit voit - n) lasst sich als
Vektor darstellen:

Nipa # Individuen im Alter von 0 bis 1 ZE zum-ten Zeitschritt

Ny # Individuen im Alter von 1 bis 2 ZE zum-ten Zeitschritt
v,=| N3z | = # Individuen im Alter von 2 bis 3 ZE zum-ten Zeitschritt

Nom # Individuen im Alter vonm — 1 bism ZE zumn-ten Zeitschrit

Nun beziehen wir die Vermehrung in das Modell mit ein. Dazhmen wir an, dass jede
Generation eine gewisse Anzahl Junge erzeugt: Generagoreiligt durchschnittlich; Junge
pro ZE und Individuum, Generation 2 erzeugt durchschaitth, Junge pro ZE und Individuum,
..., Generationn erzeugtJ,, Junge pro ZE und Individuum. Die Anzahl der neugeborenen
Jungtiere im aktuellen Zeitabschnitt macht die neue 1. Gé¢ioa des nachsten Zeitabschnitts
aus und besteht aus

Npg1q = JiNpa1 + JoNpo + oo+ TNy (5.26)

Individuen.

Es fehlt noch die Beschreibung deéberlebenschancen von Generation zu Generation. Wir
bezeichnen di&Jberlebenschancen der 1. Generation pi(gemessen i, d.h.100 - p; von
100 Individuen Uiberleben), digherlebenschancen der 2. Generationymietc. Die neue zweite
Generation wird nun von dedberlebenden der 1. Generation gebildet:

Nn+1,2 =pP1- le. (527)
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Genau gleich gilt

Npt13=p2- Npo
Nn+1,4 =Dp3- Nn,3

(5.28)
Nn+1,m = Pm—-1" Nn,m—l-
Die m-te Generation Uberlebt nicht.
Fassen wir die Gleichungeln (5126)={8.28) in Vektorformezomen, so gilt:
NnJrl,l Jan,1+J2Nn,2+---+JmNn,m
Nn+1,2 D1 Nn,l
Nn+1,3 _ b2 - Nn,z
Nov1a | — p3 - Np3 ’
NnJrl,m Pm-1- Nn,mfl
oder aquivalent,
Upi1 = L - vp, (5.29)
mit der Matrix
Jl JQ J3 Jmfl Jm
pr 0 0 0 0
0 py 0 0 0
0 0 0 -+ pmo O

Hier wird L Leslie-Matrix und die Matrix-Vektoriteration(5.29)iskretes Leslie-Modellge-
nannt. Startend von einer anfanglichen Altersverteilugggeben durch einen Vektog, ent-
wickelt sich eine Population im Leslie-Modell nun nach derschrift [5.29). Es lasst sich ein-
fach mit Hilfe der Matrix-Vektormultiplikation zeigen: wa alle Komponenten von, positiv
sind (was in der Praxis immer der Fall ist, da es ja keine meg#@nfangspopulation geben
kann), so haben auch alle weiteren Vektovgnws,, . . . nur positive Komponenten.

Aussagen uber Wachstum, Stillstand, oder Rickgang dpulBmon, sowie Uber das Kon-
vergieren gegen eine stabile Verteilung lassen sich naficihwie zuvor mit Hilfe der Eigen-
vektoren und Eigenwerte der Leslie-Matiixdiskutieren. Es lasst sich mathematisch beweisen,
dass es bei Leslie-Matrizen immer einen positiven Eigehgibt (dominanter Eigenwert), der
grosser als alle anderen Eigenwerte ist (fallsomplexwertige Eigenwerte hat, was vorkommen
kann, sind die Realteile dieser Eigenwerte ebenfalls &leals der dominante Eigenwert). Der
zugehorige Eigenvektor hat Komponenten, dike das gleiche Vorzeichen habdsr gibt die
Richtung an, entlang derer sich die Iteratibn (5.29) (fasher) stabilisiert.

Wir betrachten zwei fiktive menschliche Bevolkerungers Zgiteinheit wahlen wir 10 Jahre.
Hier betrachten wir lediglich die Alterstufen zwischen 0dus0 Jahren, da die Generationen
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der Uber 50-jahrigen nur noch sehr wenig zur Vermehrumd@egolkerung beitragen. Gegeben
seien

0 0.05 075 0.25 0.1 0 053 1.7 133 0.3

098 0 0 0 0 052 0 0 0 0

L, = 0 099 O 0 01, Ly, = 0 059 0 0 0
0 0 099 0 0 0 0 067 0 0

0 0 0 09 0 0 0 0 044 0

Bei L, konnte es sich um eine Leslie-Matrix einer Population iohtelogisch hochentwickel-
ten Zustand handeln (gros&terlebenswahrscheinlichkeiten, kleine Kinderstehiait, we-
nig Nachkommen), wahrentl, eine vorindustrielle Bevodlkerung beschreiben konnteiflere
Uberlebenschancen und grosse Kindersterblichkeitsgrésvermehrung).

Wir berechnen die Eigenwerte und Eigenvektoren dieserikéatmit Hilfe vonOCTAVE:

octave:1> L1 = [0 0.06 0.75 0.25 0.1
0.98 0 0 0 0
0 0.99 0 0 0
0 0 0.99 0 0
0 0 0 0.95 0];

octave:2> [EV, EW] = eig(L1)
EV =

0.4907 -0.0507+0.26741 -0.0507-0.26741 0.0076-0.01801 0.0076+0.01801
0.4663 0.3238-0.0834i1 0.3238+0.08341 -0.0511+0.00481 -0.0511-0.00481
0.4476 -0.2647-0.31971 -0.2647+0.31971 0.0753+0.11341 0.0753-0.11341
0.4297 -0.2192+0.46621 -0.2192-0.46621 0.1708-0.31851 0.1708+0.31851

0.3959 0.6135 0.6135 -0.9208 -0.9208
EWw =
1.0313 O 0 0 0
0 -0.3394+0.72181 O 0 0
0 O -0.3394-0.72181 O 0
0 0O 0 -0.1762+0.32871 O
0 O 0 0 -0.1762-0.32871

Die Eigenwerte vonL; sehen wir auf der Diagonalen der Matii¥. Die entsprechenden
(auf Lange 1 normierten) Eigenvektoren sind die Spaltenhdatrix EV. Wir sehen, dass es
einen reellen positiven Eigenwert (dominanter Eigenwgyty= 1.0313 und vier komplexwer-
tige Eigenwerte (mit negativen Realteilen) gibt. Das Modatd sich somit entlang des ersten
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Eigenvektors
0.4907
0.4663
vy = | 0.4476
0.4297
0.395

stabilisieren, der zum Eigenweki gehort. Da)\; leicht grosser als 1 ist, erwarten wir einen
sanften Zuwachs der Bevolkerung.
Betrachten wir die Matrix-:

octave:1> L2= [0 0.53 1.7 1.33 0.3
0.52 0 0 0 0
0 0.59 O 0 0
0 0 0.67 O 0
0 0 0 0.44 0 ];

octave:2> [EV, EW]=eig(L2)

EV =

-0.8515 -0.6214 -0.6214 -0.2395 0.0029

-0.4294  0.1609+0.44401 0.1609-0.44401 0.2856 -0.0118
-0.2457 0.3127-0.26091 0.3127+0.26091 -0.3865 0.0540
-0.1596 -0.3446-0.20091 -0.3446+0.20091 0.5938 -0.2808
-0.0681 -0.0460+0.2524i -0.0460-0.2524i -0.5992 0.9582

EWw =
1.0312 O 0 0 0
0 -0.2331 + 0.6432i 0 0 0
0 O -0.2331 - 0.64321 O 0
0 O 0 -0.4360 O
0 O 0 0 -0.1289

Hier gibt es drei reelle und zwei komplexe Eigenwerte. Nuratste Eigenwerk; = 1.0312
hat einen Realteil grosser als 0. Er ist dominant. Die Beartingsstruktur wird sich folglich
entlang des ersten Eigenvektors (multipliziert mit -1pgdisieren:

0.8515
0.4294
v, = | 0.2457
0.1596
0.0681
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Auch hier ist der dominante Eigenwert leicht grosser alsddass ein leichter Anstieg der
Bevolkerung erwartet wird.

Wenn wir die beiden Modelle fuE, und L, vergleichen, so scheint deren Analysis zunachst
sehr ahnlich. Trotzdem macht sich ein Unterschied sehtlideuMit dem Eigenvektor; der
ersten Bevolkerung sehen wir, dass sich die Populatioremgin Zustand zubewegt, bei dem
alle Altersgruppen etwa gleich stark vertreten sind (audsefinfte, die einen etwas kleineren
Anteil hat). Beim zweiten Modell ist die Situation ganz arsedléBetrachten wir dort die stabile
Richtung, so erkennen wir deutlich, dass die erste Altdisbtsehr stark vertreten ist, wahrend
die Grosse der folgenden Altersgruppen jeweils um eindtoF&on etwa 2 kleiner sind. In den
beiden Modellen stellt sich also langfristig eine ganz aeddterstruktur ein.

Leslie-Modelle mit konstanten Matrizen sind Ublicherseeungeniigend, um eine langzeitige
Entwicklung einer Population zu beschreiben. Viele zéitalgige Faktoren, wie medizinische,
umweltbezogene oder wirtschaftliche Veranderungent @de und Wegwanderungen, spielen
bei der Entwicklung einer Bevolkerung eine wichtige Rolgne mogliche Verbesserung des
Leslie-Modells besteht darin, zeitabhangige Koeffizerh die Leslie-Matrizen einzubauen. So
wurden beispielsweise in vielen Teilen Westeuropas sajirBedes letzten Jahrhunderts hohe
Geburtenraten und niedrigere Lebenserwartung durch weNigchkommenszahlen und hohere
Lebenserwartung abgelost.

5.5 Ubungsaufgaben

5.1. Betrachten Sie die Matrix

At (5

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und die zugehorigen Egj¢aren vonA “von
Hand".

b) Es seiv, = 1). Berechnen Sie die ersten drei Iteriertgn v, undvs der Matrix-

1
Vektor-Iteration

Vi1 =A v, n>0

und skalieren Sie sie auf Lange 1. Berechnen Sie dann deéongkgegen welchen

die Folge der Vektorep®-, -2 2. (fur n — oo) strebt,exakt
llwoll * lot ]l [lvz]]

5.2. Wiederholen Sie die obige Aufgabe fur die Matrix

-3 1
()
5.3. Ein Fotokopierer istin einem der beiden Betriebsamdt [b] (betriebsbereit) oder [d] (de-
fekt). Jedes defekte Gerat kommt innerhalb von 24 StunderServicestelle und wird

im Lauf eines Tages mit Wahrscheinlichkeit 50% reparieiit.dér gleichen Wahrschein-
lichkeit lasst sich der Defekt nicht innerhalb eines Tagekeben. Ein betriebsbereites
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5.5.

5.5 UBUNGSAUFGABEN

Gerat wird mit Wahrscheinlichkeit 1% im Laufe eines Tagese Defekt erleiden und
mit Wahrscheinlichkeit 99% betriebsbereit bleiben.

a) Stellen Sie den gerichteten Graphen auf, welcher dieselelMbeschreibt.
b) Beschreiben Sie das Verhalten des Systems durch einexNattor-Iteration.

c) Welches ist der stabile Vektor der Matrix-Vektor-lteoat und was bedeutet er in
diesem Beispiel?

Wir betrachten das folgende (stark vereinfachte) Mdde Produktion und Abbau von
roten Blutkorperchen (rBK). Wir setzen voraus, dass jetimein gewisser Anteit (0 <
k < 1) von rBK abgebaut wird und dass am gleichen Tag so viele nBKeproduziert
werden, wie am vorherigen Tag abgebaut wurden. Dies fiihrt z

A, =1 —-k)A,_1+ N,
Nn = ’}/]{]Anfl.

Hier sind A,, die Anzahl rBK im Kreislauf undV,, die neuproduzierten rBK am Tag

a) Erklaren Sie diese Gleichungen.

b) Leiten Sie eine Matrix-Vektor-Formulierung her und zigSie, dass die entspre-
chende Matrix die Struktur einer Leslie-Matrix hat.

c) Man kann Homoostase (Gleichgewicht im Korper) wie falgfinieren: Es gibt eine
konstante Grossg, sodassi,, — G flr grosser. Wie miussen die Parameteund~y
in diesem Modell sein, damit dies erreicht wird?

Wir betrachten eine Population von weiblichen BlawmalDie Population wird in die
folgenden Altersgruppen eingeteilt:

I: O bis 3 Jahre

[I: 4 bis 7 Jahre

[Il: 8 bis 11 Jahre

IV: mindestens 12 Jahre.

Die Populationsdynamik wird durch den gerichteten Graphekbbildung[5.4 beschrie-
ben.

a) Begriinden oder widerlegen Sie die Aussage: Das latig&isberleben der Popula-
tion ist sichergestellt.

b) Angenommen, die Population hat schon lange unter glei@®slingungen gelebt.
Welche prozentuale Verteilung der Tiere auf die Altersidamsist zu erwarten?

c) Angenommen, das mittlere Alter in den Altersklassen wehdrch folgende Tabelle

beschrieben:
Altersklasse || I |1l |1l |1V

mittleres Alter|| 1| 5| 9 | 14
Welches ist das mittlere Alter der ganzen Population, tilsAltersverteilung stabil
ist?
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40%

Abbildung 5.4: Dynamik einer Blauwalpopulation.
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