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KAPITEL 1. EINLEITUNG 1

Kapitel 1
Einleitung

1.1 Motivation

»1he first thoughts and attempts | made to practi-
ce [the Monte Carlo method] were suggested by a
question which occurred to me in 1946 as | was
convalescing from an iliness and playing solitaires.
The question was what are the chances that a Can-
field solitaire laid out with 52 cards will come out
successfully?*

Abbildung 1: Titelseite von
,L0s Alamos Science” 1987.
Dies ist ein Zitat des Mathematikers Stan Ulam, der zusammen mit den Wissenschaftlern Von
Neumann und Metropolis die ersten Monte Carlo Berechnungen in der heutigen Form durchfuhr-
te (Ulam, 1983, zitiert nach Eckhardt, 1987, [Eck87]). Auf der Abbildung 1 ist ein Portrat Ulams,
das die Titelseite der 15. Ausgabe des wissenschaftlichen Journals ,Los Alamos Science” im
Jahre 1987 pragt, zu sehen.

Ulams Frage ,Wie hoch ist die Siegeswahrscheinlichkeit beim Canfield Solitar mit einem 52 Kar-
tendeck?“ ist eine charakteristische Problemstellung, deren Lésung mithilfe einer Monte Carlo
Methode angenéhert werden kann. Solche Probleme, bei denen eine algebraische Evaluierung
zu komplex oder schlichtweg nicht méglich ist, treten nicht nur bei Karten- oder Gllcksspielen auf.
In vielen Bereichen der heutigen Wissenschaft miissen Resultate durch Verfahren der Numerik
angendhert werden. Einige dieser numerischen Methoden, die heutzutage oft genutzt werden,
sollen in der vorliegenden Arbeit genauer betrachtet werden: die Monte Carlo Verfahren.

1.2 Ziele

Diese Arbeit befasst sich mit den Monte Carlo Methoden. Dies sind numerische Verfahren, durch
welche Lésungen fur praxisorientierte Probleme angendhert werden kdnnen. Das erste konkrete
Ziel ist die Erklarung und Beschreibung der Theorie der Monte Carlo Methoden inklusive ihrer
mathematischen Basis. Ausserdem sollen Effizienz und Préazision der Verfahren diskutiert wer-
den, um anschliessend mithilfe der Varianzreduzierungstechniken eine Effizienzsteigerung zu
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ermoglichen. Das Ziel des letzten Teiles dieser Arbeit ist die Beschreibung eines Finanzproduk-
tes, der europaischen Option. Abschliessend soll eine Simulation inklusive Varianzreduktion zur
Bestimmung des Gegenwartswertes einer europaischen Call-Option durchgefihrt werden.

1.3 Aufbau

Das zweite Kapitel stellt eine theoretische Einfihrung in die Monte Carlo Verfahren dar. Die Be-
griffe Monte Carlo Quadraturverfahren und Monte Carlo Simulation werden differenziert und an-
hand von Beispielen erklart. Die Effizienz und Prazision von Monte Carlo wird im dritten Kapitel
besprochen. Der erste Abschnitt ist der Bedeutung der Wahrscheinlichkeit bei Monte Carlo Me-
thoden gewidmet. Bevor Kriterien zum Effizienzvergleich verschiedener Schatzwerte eingefihrt
werden, wird die Konvergenzrate, eine zentrale Eigenschaft von Monte Carlo, untersucht. Der
letzte Abschnitt des Kapitels behandelt einen Vergleich zwischen dem Trapezverfahren und der
Monte Carlo Integration. Im vierten Kapitel dieser Arbeit wird die Theorie der Monte Carlo Verfah-
ren auf zwei Beispiele angewandt. Sowohl die erste der beiden Simulationen als auch die Imple-
mentierung des Buffon’schen Nadelproblems, welches im Anhang A.2 eingeflhrt wird, dient zur
Annaherung der Kreiszahl 7. Das funfte Kapitel befasst sich mit Methoden der Effizienzsteige-
rung, den sogenannten Varianzreduzierungstechniken. Zuerst wird das allgemeine Grundprinzip
der Varianzreduktion behandelt, anschliessend werden zwei Techniken naher betrachtet: Impor-
tance Sampling und Kontrollvariate. Das sechste und letzte Kapitel behandelt die Anwendung
der Monte Carlo Verfahren auf Problemstellungen der Finanzmathematik. Die Berechnung des
Payoffs einer europaischen Call-Option wird durchgefiihrt und diskutiert. Die Effizienz dieser Si-
mulation wird am Ende des Kapitels durch eine Kontrollvariate Varianzreduktion gesteigert.

Im ersten Teil des Anhangs dieser Arbeit erhalt der Leser eine Ubersicht des geschichtlichen
Hintergrunds der Monte Carlo Verfahren. Der Bau der Atombombe in Los Alamos um 1945 und
die Entstehung des Namens Monte Carlo werden speziell hervorgehoben. Der zweite Anhangs-
teil beschaftigt sich mit den Grundlagen zur Prazision und Effizienz. Der Code der Programme
aus Kapitel 4 ist ebenfalls im Anhang vorzufinden. Der Anhang D enthalt drei Abschnitte, die ein
besseres Verstandnis des sechsten Kapitels ermoglichen.
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Kapitel 2
Einfuhrung in die Monte Carlo Methoden

Im folgenden Kapitel werden die theoretischen Grundlagen der Monte Carlo Verfahren aufge-
fihrt. Das Grundprinzip von Monte Carlo und der Unterschied zwischen Quadraturverfahren und
Simulation werden erldutert. Das Kapitel enthalt erste Beispiele zur Annaherung bestimmter In-
tegrale und zu Monte Carlo Simulationen.

2.1 Was sind Monte Carlo Methoden?

Monte Carlo Methoden sind Techniken der numerischen Mathematik, bei denen Mittelwerte von
Stichproben genutzt werden, um Mittelwerte einer Grundgesamtheit abzuschatzen. Die nume-
rische Mathematik (Numerik) ist ein Teilgebiet der Mathematik, welches sich mit Algorithmen
(schematischen Rechenvorschriften) flir stetige Problemstellungen beschéftigt. Das Ziel der Nu-
merik ist die Kalkulation effizienter Approximationen und Prazisionsabschéatzungen fir gesuchte
Lésungen (Spath, 1994, [Spa94]). Der Grundgedanke von Monte Carlo ist stets derselbe: Ein
Experiment, welches entweder gelingt oder fehlschlagt, wird durchgefiihrt. Das Experiment wird
n-mal wiederholt. Sei n die Anzahl der Durchfiihrungen (Replikationen) oder Probeldufe. An-
schliessend wird die Anzahl der erfolgreichen Experimente (F£) durch die Anzahl der Durchfih-
rungen dividiert, n + 1 Ergebnisse sind méglich (0,1/n,2/n,...,n/n = 1). Es gilt, je grésser n,
desto besser approximiert der Quotient £ /n den Erwartungswert des Experiments (Dunn und
Shultis, 2011, [DS11]).

Das Grundprinzip von Monte Carlo bringt durch eine geeignete Handhabung der Probelaufe
brauchbare Lésungen zu komplexen Problemen hervor. In der Anwendung handelt es sich bei
den Durchfiihrungen meist nicht um Experimente, welche entweder gelingen oder misslingen, al-
so nur binaren Charakter aufweisen, sondern um Durchldufe, die eine oder mehrere reelle Zahlen
als Ergebnis liefern. Diese kdnnen ebenfalls zu algebraischen Funktionen fihren. Obwohl die ein-
zelnen Durchfiihrungen meist komplexer sind als binére Experimente, bleibt der Grundgedanke:
Das Resultat ist die Summe der Ergebnisse der einzelnen Probelédufe dividiert durch ihre Ge-
samtzahl (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

Monte Carlo ist ein oft genutztes numerisches Verfahren, welches Wissenschaftlern erlaubt, Er-
wartungswerte flr Problemstellungen in vielen Anwendungsbereichen anzundhern. Es kann so-
wohl auf wahrscheinlichkeitsbasierte Aufgaben als auch auf solche ohne direkten Wahrschein-
lichkeitsbezug angewandt werden. Einer der einzigartigen Aspekte der Monte Carlo Verfahren
ist die Flexibilitat. Ein gegebenes Problem kann auf verschiedene Arten mit Monte Carlo geldst
werden und der Durchfiihrende kann mit unterschiedlichen Mdéglichkeiten experimentieren, um
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Effizienz und Pré&zision zu steigern (Kapitel 3). Die hohe Flexibilitdt macht die Verfahren interes-
sant und vielseitig einsetzbar (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

Aufgrund der Tatsache, dass die Methoden ihrem historischen Hintergrund entsprechend auf
Glicksspielen basieren (Anhang A.4), wirkt Monte Carlo auf den ersten Blick wie ein unsicheres
Verfahren, dem man nicht trauen sollte und bei dem der Anwender auf eine brauchbare Lésung
spekuliert. Allerdings ist Monte Carlo ein stichhaltiger Prozess, der auf zwei mathematischen Ge-
setzen beruht (Gesetz der grossen Zahlen und zentraler Grenzwertsatz, Anhang B.2 und B.3).
Deshalb ist die Durchfiihrung eines Monte Carlo Verfahrens nicht vergleichbar mit einer Spielrun-
de im Casino (siehe Namensentstehung Anhang A.4), denn wer dort gewinnt, kann von Glick
reden, wer aber Monte Carlo gewissenhaft durchfihrt, gerat auch ohne seine Gliicksfee zu einem
vernlnftigen Resultat (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

2.2 Annaherung bestimmter Integrale

In diesem Abschnitt wird das Grundprinzip von Monte Carlo zur Ann&herung bestimmter Integra-
le angewandt. Dies sind Integrale, deren Werte die Flachenbilanz zwischen unterer und oberer
Integralgrenze angeben. Flachenbilanz bedeutet, dass der Wert positiv oder negativ ist je nach-
dem, ob der Inhalt der Flache oberhalb oder unterhalb der z-Achse grésser ist (Definition fr
Funktionen einer Variablen) (Baum u. a., 2013, [BBB*13]). Das verwendete Monte Carlo Verfah-
ren basiert auf der Analogie zwischen Wahrscheinlichkeit und Volumen: Die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses kann angesehen werden als sein Volumen oder Mass relativ zum Volumen
oder Mass des gesamten Ereignisraums. Monte Carlo nutzt diese ldentitat umgekehrt, indem
das Volumen (bei Funktionen einer Variablen die Flache) durch Interpretation als Wahrschein-
lichkeit berechnet wird. Im einfachsten Fall bedeutet dies, dass stochastische Stichproben aus
einem Ereignisraum zu Schatzwerten fir die relativen Volumen der einzelnen Ereignisse flhren.
Zur lllustration des Vorgehens bei bestimmten Integralen wird die Annaherung des Integrals der
Funktion f Uber dem Einheitsintervall betrachtet. Sei f Uber diesem Intervall integrierbar. Das
Integral

= /0 () 2.1)

kann als Erwartungswert E [ f(U)], mit U gleichverteilt zwischen 0 und 1, aufgefasst werden. Bei
Monte Carlo Berechnungen nehmen Erwartungswerte eine zentrale Rolle ein. Der Optionspreis
in der Finanzmathematik wird beispielsweise Uber einen Erwartungswert bestimmt (siehe Anhang
D.2) (Glasserman, 2003, [Gla03]).

Gegeben sei ein Verfahren, welches Punkte Uy, Us, . . ., unabhangig und gleichverteilt auf [0, 1],
liefert. Wird f an n dieser Punkte berechnet und der Mittelwert der Funktionswerte ermittelt, so
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ist das Ergebnis ein Monte Carlo Schatzwert fir den Wert des Integrals:
.1
fin =~ f(U). (2.2)
=1

In dieser Arbeit stehen Variablen mit dem Zeichen ,,”“ flir eine Annaherung oder einen Schatz-
wert. Das n im Index unterstreicht die Abhangigkeit des Schéatzers von der Anzahl Replikationen.
Nach dem Gesetz der grossen Zahlen (siehe Anhang B.2) gilt, dass /i, — p (mit Wahrschein-
lichkeit 1), wenn n — co. Erhéht man die Anzahl berechneter Punkte, kann die Prazision des
Schatzers /i, gesteigert werden (Glasserman, 2003, [Gla03]).

Die Anndherung bestimmter Integrale mithilfe eines Monte Carlo Verfahrens ist in zwei Fallen
besonders vorteilhaft: Der Integrand ist zu komplex flr eine algebraische Evaluierung oder die
Funktion, welche integriert werden soll, liegt nicht in expliziter Form vor. Hinzu kommt, dass Monte
Carlo nicht nur zur numerischen Integration von Funktionen einer Variablen dient, sondern auch
fir héherdimensionale Problemstellungen (mit mehr Variablen) geeignet ist (Dunn und Shultis,
2011, [DS11]).

Im Abschnitt 3.4 wird gezeigt, weshalb Monte Carlo Methoden bei héherdimensionalen Proble-
men effizienter sind als andere Quadraturverfahren. Dies sind numerische Methoden zur Anné-
herung eines Integrals, bei denen man die gesamte Flachenbilanz in kleinere Flachensticke, die
einfacher zu berechnen sind, unterteilt (Waldvogel, 2010, [Wal10]).

2.2.1 Die Exponentialfunktion

Als Beispiel der Abschatzung bestimmter Integrale per Monte Carlo Verfahren wird das folgende
Integral betrachtet:

1
V:/ e“dx. (2.3)
0

y
0.5
1.7182818285

-15 -1 05 0 0.5 1 1.5

Abbildung 2: Die Exponentialfunktion.

X
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Hierbei ist e die irrationale Euler'sche Zahl. Gemass (2.2) kann der Wert von v angenéhert werden
durch

1< o
Uy = — 2.4
D nge (2.4)

Wobei n die Anzahl Punkte Uy, Us, . . ., unabhangig und gleichverteilt auf [0, 1], beschreibt. Um v
abzuschétzen, wird eV fir alle i zwischen 1 und n berechnet, die Resultate werden aufsummiert
und anschliessend durch die Gesamtzahl der Punkte dividiert. Fihrt man diese Berechnungen
mit Excel durch, ist flr verschiedene n folgende Tabelle méglich. Da das Verfahren auf dem Ge-
nerieren der Zufallswerte zwischen 0 und 1 basiert, ist die Tabelle nur ein Beispiel:

n (Anzahl Punkte U;) Summe Y Uy, Fehler/Abweichung
10 17,63449432 1,763449432 2,629 %
1’000 1707,269734 1,707269734 -0,641 %
10’000 17124,16549 1,712416549 -0,341 %

Tabelle 1: Integral der Exponentialfunktion.

Der Wert des Integrals kann in diesem Fall auch Uber die Stammfunktion von e* bestimmt wer-
den. Eine Stammfunktion F'(z) ist eine Funktion, deren Ableitung f(x) ist und mit der durch
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung das bestimmte Integral von f(z) berechnet
werden kann (Baum u. a., 2013, [BBB*13]). Der exakte Wert von v ist

1
v = / e“dr =[e" ]y =e—1~1,718282. (2.5)
0

Nachdem der Schétzer 7, kalkuliert wurde, kann mithilfe des exakten Wertes v und der folgenden
Formel die prozentuale Abweichung des Schatzwertes berechnet werden:

~

Up — UV

(2.6)

v

In der Abbildung 2 ist die Flache unter dem Graphen der Exponentialfunktion eingefarbt und der
Wert fir v angegeben. Beim Betrachten der Tabelle 1 fallt auf, dass die Schatzwerte flr gréssere
n praziser werden. Die Abweichung wird kleiner. Diese Tatsache wird in den Abschnitten B.2 und
B.3 erlautert. In 3.2 wird erklart, inwiefern die Konvergenzrate bei Monte Carlo Verfahren von n
abhéngig ist.

2.3 Simulationen

Ein Problem muss nicht zwingend in der Form eines Integrals (wie in 2.2 beschrieben) vorliegen,
damit ein Monte Carlo Verfahren anwendbar ist. Die Form der Anwendung, in welcher die Pro-
blemstellung keinen Integralcharakter aufweist, wird oft Monte Carlo Simulation genannt. Eigent-
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lich kénnen alle Monte Carlo Implementationen als Simulationen angesehen werden, im Vorder-
grund steht jedoch der Unterschied zwischen Problemen, welche explizit und klar erkennbar als
Integral gegeben sind, und solchen, die versteckten oder unspezifischen Integralcharakter inne-
haben. Zur Lésung komplexer Problemstellungen durch Monte Carlo Simulationen sind oft natur-
wissenschaftliche Modelle vonnéten, beispielsweise das Black-Scholes Modell zur Beschreibung
der Dynamik eines Aktienpreises in der Finanzmathematik (Abschnitt 6.1.1) (Glasserman, 2003,
[Gla03]). Die Monte Carlo Schéatzwerte sind dabei immer nur so gut wie die mathematischen
Modelle oder Annahmen dahinter (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

2.3.1 Flachenberechnung per Landkarte

Nun zu einem Beispiel einer Monte Carlo Simulation: Betrachtet wird eine rechteckige Karte,
auf der die unregelméssigen Grenzen eines Landes abgebildet sind (geméass Abbildung 3). Die
Flache des Landes kann durch zufélliges Werfen von Dartpfeilen auf die Karte angenahert wer-
den. Sei n;, die Zahl der Darts, welche innerhalb der Grenzen landen, und n;,; die Gesamtzahl
der geworfenen Pfeile. Durch Multiplikation des Verhaltnisses ;= mit der Flache der Landkarte
Akarte €rhalt man einen Schéatzwert fir die Landesflache:

Nin

ALand - AKarte- (27)

Ntot

Die Berechnung einer Flache ist zwar mit der Integraldefinition verkndpft, allerdings kann die FI&-
che A..q in diesem Beispiel angenadhert werden, ohne sie als Integral zu formulieren.

Abbildung 3: Landkarte. Abbildung 4: Landkarte mit Gitternetz.

Die Landesflache kénnte ausserdem abgeschétzt werden, indem man ein Gitternetz mit Punkten
auf die Karte legt und mithilfe des Verhaltnisses zwischen den Punkten innerhalb des Landes und
der Gesamtzahl an Punkten einen Schétzwert berechnet (siehe Abbildung 4). In beiden Fallen
wird die Approximation praziser, je mehr Darts auf die Karte geworfen werden oder je feiner das
verwendete Gitternetz ist (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).
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Kapitel 3
Prazision und Effizienz

Dieses Kapitel befasst sich mit der Effizienz und Prazision von Monte Carlo Methoden. Die Kon-
vergenzrate der Verfahren wird betrachtet und Kriterien zum Effizienzvergleich verschiedener
Schéatzwerte werden eingefihrt. Der letzte Abschnitt des Kapitels behandelt einen Vergleich zwi-
schen der Trapezregel und der Monte Carlo Integration. Die Grundlagen, welche man fir das
Versténdnis dieses Kapitels bendtigt, sind im Anhang B zu finden.

3.1 Monte Carlo und die Wahrscheinlichkeit

Obwohl bei Monte Carlo Verfahren die Wahrscheinlichkeit eine wichtige Rolle spielt, kénnen die
Methoden auch auf Problemstellungen angewandt werden, die keinen direkten Wahrscheinlich-
keitsbezug aufweisen. Falls sich die Simulation auf mathematische Modelle stltzt, ist sie meis-
tens schichtweise aufgebaut. Das heisst, dass (offensichtliche) Wahrscheinlichkeit nur in der un-
tersten Schicht des Prozesses eine Rolle spielt. Beispielsweise bei der Ziehung von Werten
Uy, Us, Us, ..., welche unabhangig und gleichverteilt in einem Intervall liegen sollen. Wird mit die-
sen Werten nun weitergerechnet und schlussendlich ein Schatzwert & kalkuliert, so sind diese
oberen Schichten nicht mehr wahrscheinlichkeitsbasiert, sondern deterministisch. Die nachfol-
gende Darstellung verdeutlicht dies:

y17U2,U3,---NFj _ fO), f(U2), f(Us),... — ... — 5ﬁ

vV Vv
wahrscheinlichkeitsbasiert deterministisch

P ist die vorherrschende Wahrscheinlichkeit, nach der U, Us, Us, ... unabhangig verteilt sind.
Sowohl die Berechnung der Funktionswerte von f als auch die des Schatzwertes & verlauft
deterministisch (Glasserman, 2003, [Gla03]).

3.2 Konvergenzrate

Der zentrale Grenzwertsatz (Anhang B.3) ist die Basis der Monte Carlo Konvergenzrate. Die
Form der Standardabweichung f/—wﬁ des Schatzwertes 1, ist eine zentrale Eigenschaft der Monte
Carlo Verfahren: Bei grésserem n wird das Verfahren praziser. Da in einer Problemstellung, in
der u,, gesucht ist, meistens auch die Standardabweichung o,, nicht gegeben ist, kann diese
durch ihre empirische Form s,, ersetzt werden. Man erhalt die Konvergenzrate der Monte Carlo
Methoden:

~
~

Sw
NG (3.1)

S8
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Eine Halbierung der Abweichung erfordert eine Vervierfachung von n. Zur Erh6hung der Prazi-
sion um eine Dezimalstelle sind 100-mal mehr Durchfihrungen vonnéten. Ausserdem erkennt
man in der Form der Konvergenzrate von Monte Carlo, dass diese nicht von der Dimension d
des Problems abhéngig ist, im Gegensatz zu den Konvergenzraten anderer Quadraturverfah-
ren (Abschnitt 3.4). Zwar verandert sich durch Erhéhung von d die Funktion f, deren Integral
berechnet werden soll, und somit auch die Standardabweichung o, jedoch bleibt die Form der
Konvergenzrate dieselbe. Monte Carlo Verfahren sind daher sehr gut geeignet zur Annaherung
bestimmter Integrale in hohen Dimensionen. Aber nicht nur bei Monte Carlo Quadraturverfah-
ren ist die Dimensionsunabhangigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit interessant, auch bei Pro-
blemstellungen in der Finanzmathematik ist d meist sehr gross oder sogar unendlich (Abschnitt
D.2) (Glasserman, 2003, [Gla03]).

In den meisten Fallen kann nichts gegen die eher langsame Konvergenz (~ \/Lﬁ) der Monte Carlo
Verfahren unternommen werden. Neben den Quasi-Monte Carlo Methoden ist eine der einzigen
Mdglichkeiten eine Anpassung des genutzten Stichprobenverfahrens, wie im Kapitel 5 durch ei-
nige Beispiele erlautert. Die Konvergenzrate ist eine zentrale Charakteristik von Monte Carlo: Die
Verfahren sind zwar robust, kdnnen also bei hochdimensionalen Problemstellungen angewandt
werden, sie konvergieren aber auch langsam und sind deshalb erst konkurrenzfahig, wenn durch
die Dimensionsabhangigkeit die Konvergenzrate anderer numerischer Methoden unter jene von
Monte Carlo fallt (Glasserman, 2003, [Gla03]).

Im nachsten Abschnitt werden neben der Konvergenzrate noch andere Kriterien zum Vergleich
verschiedener Methoden der Numerik und deren Schatzwerte eingefuhrt. Anschliessend wird im
Abschnitt 3.4 ein Vergleich zwischen den Monte Carlo Verfahren und der Trapezregel, einem
anderen Quadraturverfahren, aufgefihrt.

3.3 Vergleich der Effizienz unterschiedlicher Monte Carlo
Schatzwerte

Wie in 2.1 beschrieben, ist die hohe Flexibilitdt ein Vorteil der Monte Carlo Methoden, denn
eine Problemstellung kann so auf unterschiedliche Arten modelliert und schliesslich approximiert
werden. Allerdings kommt durch diese flexible Beschaffenheit auch die Frage auf, welcher Monte
Carlo Schatzer bei gegebenem Problem zu bevorzugen ist.

3.3.1 Varianz und Rechenaufwand

Beim Vergleich mehrerer Monte Carlo Verfahren und deren Schatzwerte sind drei Faktoren aus-
schlaggebend: Rechenaufwand (Zeit), Varianz und Bias (systematische Abweichung). Zu Beginn
werden nur ungezinkte oder ,unbiased“ Schatzwerte betrachtet, das heisst, die ersten beiden
Faktoren werden untersucht und die systematische Abweichung wird vorerst nicht beachtet. Ver-
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glichen werden zwei Verfahren, bei denen Bn den Schatzer darstellt und g der Wert ist, der ange-
nahert werden soll. Der Schatzwert 5n ist der Mittelwert von n unabhangig und gleichverteilten
Stichproben 3;. Wenn der Rechenaufwand bei beiden Bn derselbe ist, so ist selbstverstandlich
das Verfahren mit der kleineren Varianz og zu bervorzugen, da dieses die bessere Konvergenz-
rate aufweist (Abschnitt 3.2) (Glasserman, 2003, [Gla03]).

Aber was, wenn die Unterschiede der Verfahren nicht nur die Varianz betreffen? Angenommen
bei zwei Schatzwerten, die verglichen werden sollen, hat einer eine héhere Varianz als der ande-
re, kann aber schneller berechnet werden. Wie gleichen sich Varianz und Rechenaufwand aus?
Sei 7 die notwendige Berechnungszeit eines Punktes beziehungsweise einer Replikation 5; und
z das Zeitbudget zur Berechnung der Schatzwerte. Der Rechenaufwand wird relativ verglichen,
7 und z haben dieselben Einheiten, diese sind an sich allerdings unwichtig. Die Zahl der Durch-
fihrungen (n) ist gegeben durch m , den ganzzahligen Teil von £, und der resultierende Schatz-
wert lautet BL?J' Durch den zentralen Grenzwertsatz kann gezeigt werden, dass der Fehler des
Schatzers approximativ normalverteilt mit Varianz % ist (Abschnitt B.3). Diese Eigenschaft bie-
tet ein Kriterium fir den Vergleich unterschiedlicher, ungezinkter Schatzwerte. Gegeben sind
zwei Schatzer, bei denen die Varianz pro Probelauf o7 des ersten grésser ist als die Varianz o2
des zweiten, aber fiir deren Berechnungszeiten pro Punkt 7, < 7 qilt. Ist der erste Schatzwert,
welcher auf mehr Replikationen mit grésserer Varianz basiert, die bessere Wahl oder der zwei-
te Schatzer mit weniger kalkulierten Replikationen, die allerdings auch weniger streuen? Eine
Bedingung, welche bei der Wahl zwischen den beiden Schatzwerten Hilfe leistet, liefert eben-
falls der zentrale Grenzwertsatz: Wenn das Zeitbudget z und somit auch die Zahl der Probelaufe
n = EJ wachsen, sollte das Verfahren gewéahlt werden, bei dem das Produkt o?7; den kleine-
ren Wert annimmt, um den effizienteren Schatzwert zu erhalten (Hammersley und Handscomb,
1964, [HH64]; Glasserman, 2003, [Gla03]).

Eine zentrale Eigenschaft des Produkis o7 (Varianz per Probelauf mal Zeit per Probelauf) als
Mass flr die Effizienz eines Schatzwertes ist die Tatsache, dass eine Definitionsdnderung der
Replikation keine Einwirkung auf o?7 hat. Definiert man beispielsweise eine neue Replikation
als den Mittelwert von zwei urspringlichen Durchfihrungen, so halbiert sich zwar die Varianz
pro Replikation, allerdings wird dadurch die Berechnungszeit verdoppelt. Das Produkt der bei-
den Gréssen andert sich bei Umdefinierung, ohne die Simulation an sich zu verandern, nicht.
Fir Falle, in denen die Varianz o2 und die Berechnungszeit 7 konstant sind, gilt 7. Vor allem
bei der Berechnungszeit ist dies in der Praxis jedoch nicht immer der Fall (Barriere-Optionen in
der Finanzmathematik). Eine Einschatzung der Effizienz in solchen Féllen wird erméglicht, in-
dem man die generierten Punkte 3; und ihre jeweiligen Berechnungszeiten 7; als unabh&ngig
und gleichverteilt ansieht. Sind die Berechnungszeiten stochastisch, so gilt dasselbe auch fir die
Zahl der Replikationen n. Daher werden zum Vergleich von zwei Monte Carlo Schatzwerten die
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Erwartungswerte der Berechnungszeiten verwendet. Das Mass fur die Effizienz eines ungezink-
ten Schéatzers lautet folglich:

Varianz per Replikation - Erwartungswert der Berechnungszeit per Replikation (3.2)

v~

o? E[7]

(Glasserman, 2003, [Gla03]).

3.3.2 Bias (systematische Abweichung)

Das Produkt zum Effizienzvergleich aus 3.3.1 basiert auf dem zentralen Grenzwertsatz und der
Tatsache, dass die Schatzwerte ﬁn Mittelwerte von ungezinkten Replikationen ; sind. Ist dies
der Fall, sind Varianz und Berechnungszeit die wichtigsten Faktoren zum Vergleich der Effizienz
und Préazision unterschiedlicher Methoden. Aber Verfahren zur Varianz- und Berechnungszeit-
reduktion sind sinnlos, wenn dadurch die Konvergenz zu einem inkorrekten Wert beschleunigt
wird. Deshalb muss beim Vergleich von zwei Schatzwerten auch das Bias betrachtet werden.
Systematische Abweichung oder systematischer Fehler, oft Bias (englischer Ausdruck) genannt,
ist die Differenz zwischen dem Erwartungswert eines Schatzers 3 und dem tatsachlichen Wert
der zu schatzenden Grésse [:

bias (5) _E M _ 8. (3.3)

Gilt bias (5) = 0, ist der Schéatzwert ungezinkt oder ,unbiased”, ansonsten spricht man von
einem gezinkten oder ,biased” Schatzer (Baum u. a., 2013, [BBB*13]). Wahrend eine systemati-
sche Abweichung bei kleinen Stichproben manchmal unumgénglich ist, werden in der Praxis vor
allem Schatzer verwendet, deren Bias durch eine Erhéhung des Zeitbudgets z eliminiert werden
kann. Ein Beispiel hierflr ist das Problem der Berechnung eines Quotienten von zwei Erwar-
tungswerten E [§] und E [5j] aus unabhéngigen und gleichverteilten Replikationspaaren (~;,7;).
Der Quotient von zwei empirischen Mittelwerten ist ,biased”, denn es gilt

¥l L ENBI
E || # . (3.4)
M E 7]
Dennoch konvergiert % zu %, wenn n — oo. Die systematische Abweichung verschwindet

(Glasserman, 2003, [Gla03]).

3.3.3 Mittlere quadratische Abweichung

Sei das Zeitbudget =z zur Berechnung eines Schatzwertes 3 mit dem systematischen Fehler
bias (6) und der Varianz JE vorgegeben. Dieses Budget muss aufgeteilt werden: Verwendet man
mehr Berechnungszeit pro Replikation, wird sowohl die systematische Abweichung als auch die
Zahl der durchfihrbaren Probelaufe bei gegebenem z kleiner, was eine Erhéhung der Varianz
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zur Folge hat. In diesem Fall ist ein Mass fur das Gleichgewicht zwischen Bias und Varianz erfor-
derlich: die mittlere quadratische Abweichung (auf Englisch Mean Squared Error). Der mittlere
quadratische Fehler fiir einen Schéatzer 3 des Wertes [ ist definiert als

MSE(B)::E[(B——B)T (3.5)
= (=[] -9)" +2|(-=[3])]
::bhm2<5>—%ag. (3.6)

Ein Schatzwert ﬁ heisst konsistent, wenn MSE <6) gegen null strebt, falls n — oo. In der An-
wendung der Monte Carlo Methoden, beispielsweise in der Finanzmathematik (Kapitel 6), ist
die Varianz eines Schétzers 02) meistens grdsser als das Quadrat seiner systematischen Abwei-

chung bias® (8) Im Allgemeinen ist die Implementation einer Simulation mit relativ kleinem Bias
einfacher als die Umsetzung einer Methode mit relativ geringer Standardabweichung (Glasser-
man, 2003, [Gla03]).

3.4 Monte Carlo und andere Quadraturverfahren

Monte Carlo ist eines von vielen Verfahren der numerischen Mathematik. In diesem Abschnitt
wird Monte Carlo mit einem anderen Quadraturverfahren, der Trapezregel, verglichen und Vor-
sowie Nachteile der beiden Methoden werden besprochen.

Betrachtet wird das bestimmte Integral

b
= / fe)de, (3.7)

welches durch die numerischen Verfahren angenahert werden soll. Sei die Funktion f zwischen
den Grenzen a und b integrierbar. Der Ansatz zur Approximation dieses Integrals mittels Monte
Carlo Quadratur ist im Abschnitt 2.2 beschrieben. Bei der Trapezregel wird die Flache unter dem
Graphen der Funktion f durch Trapeze gefillt. Dabei wird das Integrationsintervall [a,b] in n
Teilintervalle [x;, z;,1] zerlegt. Jedes dieser Teilstiicke hat dieselbe Breite (Hohe der einzelnen
Trapeze):

b—a

h= . (3.8)
n

Der Flacheninhalt des i-ten Trapezes kann durch die Funktionswerte und die Trapezhdhe h be-

rechnet werden:

A= hf(q;‘) +2f(13i+1)
:b—aﬁwﬁ+ﬂaﬂw. (3.9)

2n
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Durch das Aufsummieren der einzelnen Flachen erhalt man eine Annaherung fir den Wert pu:

. b—a — b—a
HTrapez = om (f(a) + 2; f (a +1 0 ) + f(b)) . (310)
y
10
8
6
4
2
Ai
X
) f/o 2a 4 6%, 8X,4 10 12 14b 16

Abbildung 5: Integralannaherung mittels Trapezregel.

In der Abbildung 5 ist die Unterteilung des Integrationsintervalls in Teilintervalle zu sehen. Es
ist bereits erkennbar, dass [ir,.p.. praziser wird, wenn eine feinere Unterteilung des Intervalls
[a, b] vorgenommen wird. Sowohl die Trapezregel als auch ein Monte Carlo Quadraturverfahren
liefert eine bessere Approximation bei grésser werdendem n, das heisst bei mehr Teilinterval-
len (Trapezverfahren) oder einer héheren Anzahl Punkten (Monte Carlo) (Vogel, 2019, [Vog19];
Waldvogel, 2010, [Wal10]).

Das wichtigste Kriterium beim Vergleich zweier numerischer Methoden ist die Konvergenzrate,
da diese die Effizienz und Prazision der Verfahren beschreibt. Wie im Abschnitt 3.2 erklart, ist
die Konvergenzgeschwindigkeit bei Monte Carlo Methoden proportional zu \/Lﬁ Im Gegensatz
dazu ist die Konvergenzrate des Trapezverfahrens proportional zu - und daher abhéngig von
der Dimension d einer Funktion beziehungsweise von der Dimensigﬁ des Integrationsintervalls
(Glasserman, 2003, [Gla03]). Bei Problemstellungen in héheren Dimensionen nimmt die Konver-
genzgeschwindigkeit der Trapezregel ab. Dies ist eine Eigenschaft aller deterministischen Inte-
grationsmethoden (numerische Verfahren, welche Schéatzwerte durch Flachenunterteilung her-

vorbringen). Die Trapezregel ist einer Monte Carlo Quadratur vorzuziehen, wenn

2 2 1
n3>\/ﬁz>c—i>§:>4>d (3.11)

gilt. Die Trapezregel sollte in niedrigen Dimensionen bevorzugt werden, eine Monte Carlo Integra-
tion bei héherdimensionalen Problemstellungen. Dies unterstreicht erneut, warum Monte Carlo
Verfahren haufig bei der Auswertung komplexer Modelle angewandt werden. Mathematische Mo-
delle in der Finanzmathematik (Kapitel 6) beispielsweise sind oft sehr hochdimensional, wodurch
die Konvergenzrate von Monte Carlo dank ihrer Dimensionsunabhangigkeit konkurrenzfahig ge-
gentber anderen Verfahren der Numerik wird (Glasserman, 2003, [Gla03]).
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Kapitel 4
Simulationen zur Annaherung von

Dieses Kapitel beschéatftigt sich mit mehreren Anwendungsbeispielen der Monte Carlo Simulatio-
nen und zeigt deren Flexibilitdt auf. Es handelt sich dabei um Approximationen der irrationalen
Kreiszahl =. Die Verfahren werden implementiert und sind im Anhang C als processing Pro-
gramm vorzufinden. Nahere Informationen zur Programmiersprache und Software processing
kénnen der Quelle [RF07] enthommen werden.

4.1 Kreissektor

Die Annaherung von 7 durch das zufallige Generieren von Punkten im Kreissektor des ersten
Quadranten ist ein haufiges Einstiegsbeispiel zur Erklarung des Grundgedankens der Monte
Carlo Simulationen. Die Vorgehensweise ahnelt hierbei dem Prozedere aus Abschnitt 2.3.1: In
ein Quadrat mit Seitenldnge s = 1 wird ein Viertelkreis mit Radius » = 1 einbeschrieben. Statt
Darts auf eine Landkarte zu werfen (Beispiel Flachenann&herung eines Landes), werden zufalli-
ge Punkte im Inneren des Quadrats generiert. Dividiert man die Anzahl der Punkte im Viertelkreis
(n;n) durch die Gesamtzahl der Punkte (n;,;) und multipliziert das Resultat mit der Quadratflache
(AQuadrat = 1), erhalt man eine Approximation fir den Flacheninhalt des Viertelkreises:
Nin Nin,

AViertelkreis = AQuadrat = .
Niot Mot

(4.1)

Die Flache eines Viertelkreises kann ferner Uber den Radius und 7 berechnet werden (Geome-

trie):
mr?

AViertelk;reis = 4 =

(4.2)

e
1
In dieser Gleichung kann Av ;. tcixreis durch den Bruch aus (4.1) ersetzt werden. Eine Umformung

der Gleichung ermdglicht eine Annaherung der Kreiszahl 7:
Nin

T = 4AViertelkreis =4 . (43)
Niot

Wie bei allen Monte Carlo Simulationen gilt: je grésser n;,;, desto praziser der Schatzwert (Dunn
und Shultis, 2011, [DS11]).

Das beschriebene Verfahren wird implementiert. Zu Beginn generiert das erstellte Programm z-
und y-Werte im Intervall [0, 1], anschliessend wird mit der Kreisgleichung = + y? = 1 Uberprift,
ob die generierten Punkte P;(z;/y;) innerhalb oder ausserhalb des Viertelkreises liegen. Ist dies
flr nyoy Punkte geschehen, wird mit (4.3) ein Schatzer flr 7 berechnet.
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Abbildung 6: n;,; = 10. Abbildung 7: niot = 1'000. Abbildung 8: n,; = 100'000.

Die Abbildungen 6, 7 und 8 sind drei Beispiele fur Programmdurchldufe mit unterschiedlicher
Anzahl generierter Punkte. Die Punkte innerhalb des Viertelkreises werden vom Programm griin
eingefarbt, die Punkte ausserhalb rot. Bei den dargestellten Abbildungen wurden folgende Schétz-
werte kalkuliert:

Niot Nin T

(Anzahl Punkte P;) | (Punkte innerhalb des Viertelkreises)

10 8 3,2
1’000 797 3,118
100’000 78’634 3,14536

Tabelle 2: Werte der Simulation zur Anndherung von .

Bei der Betrachtung der Resultate in der Tabelle 2 kann die Konvergenz der Monte Carlo Simula-
tionen beobachtet werden. Wird n;,; 100-mal grésser, so wird der Schatzwert 7,, um eine Stelle
praziser. Dies liegt an der Konvergenzrate (Abschnitt 3.2) der Monte Carlo Verfahren, welche
proportional zu \/7% ist. Die Prazision der Verfahren wird um eine Dezimalstelle erhéht, wenn

die Zahl der Durchfiihrungen verhundertfacht wird (Glasserman, 2003, [Gla03]).

4.2 Buffons Nadelproblem

Das Nadelexperiment von Comte de Buffon, dessen Anwendung zur Schatzung der Kreiszahl =
genutzt werden kann (Pierre-Simon de Laplace), ist im Anhang A.2 beschrieben. Nun werden der
mathematische Hintergrund des Nadelproblems und die entsprechende Monte Carlo Simulation
(Implementation als Programm) diskutiert.

Die Abbildung 9 erméglicht ein besseres Verstandnis der nachfolgenden Uberlegungen. Betrach-
tet werden Nadeln der Lange L und Linien im Abstand A, wobei A > L gilt. Die geworfene Nadel
schliesst mit der Vertikalen (Gerade parallel zu den Linien) den Winkel ¢ ein. Die horizontale
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Komponente der Nadel ist daher gegeben durch L sin .

A
Abbildung 9: Herleitung von Pi.ppit-

Da die Nadeln unabhangig und gleichverteilt zwischen zwei Linien landen, ist die Wahrschein-
lichkeit eines Schnittes der linken Linie bei Winkel ¢ gleich der Lange der horizontalen Nadel-
komponente dividiert durch den Abstand A:

L sin
Pschm‘tt(@) = A 90 (44)

Dies entspricht der Definition, laut der die Wahrscheinlichkeit P eines Ereignisses betrachtet
werden kann als

_Anzahl der fUr das Ereignis glinstigen Ergebnisse

P
Anzahl der mdglichen Ergebnisse

(4.5)

(Baum u. a., 2013, [BBB*13]).

Die Wahrscheinlichkeit, mit der die Nadel in einem infinitesimalen Winkel d¢ Gber ¢ landet, be-
tragt gemass (4.5) df. Hierbei wird 7 (180°) anstelle von 27 (360°) verwendet, weil die Problem-
stellung symmetrisch ist. Es gilt

T dep T Lsinpdp L [T 2L
Popnite = Ponni — = —_ = dp =—. 4.6
schnitt /0 h tt(@) T A A T TA 0 sSm @dep TA ( )

Die Herleitung basiert auf der Voraussetzung A > L. Bei Nadeln beliebiger Lange ist die Glei-
chung (4.6) nicht galtig (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

Durch eine Monte Carlo Simulation kann mit Buffons Nadelexperiment die Kreiszahl = angena-
hert werden. Das erstellte Programm hierfur befindet sich im Anhang C.2. Zu Beginn eines Pro-
grammdurchlaufs werden die z- und y-Werte der Nadelspitze im Intervall [0, A] und der Winkel
¢ im Intervall [0, 7] generiert. Dann wird getestet, ob die Nadel eine der beiden Linien schneidet.
Ist dies der Fall, wird sie griin eingefarbt, ansonsten zeichnet das Programm sie rot ein. Nach-
dem n,,; Nadeln generiert und ausgewertet wurden, kann mithilfe der Gleichung (4.6) und der
empirisch bestimmten Wahrscheinlichkeit Ps.p.i;: der Schatzwert 7,, berechnet werden.



KAPITEL 4. SIMULATIONEN ZUR ANNAHERUNG VON 7 17

Abbildung 10: ny,; = 100. Abbildung 11: n;; = 10°000.  Abbildung 12: n,; = 1'000"000.

Die Abbildungen 10, 11 und 12 sind Beispieldurchldufe des Programms mit unterschiedlicher An-
zahl generierter Nadeln, dabei wurden die folgenden Schéatzwerte berechnet:

Mot s T

(Anzahl geworfene Nadeln) | (Nadeln, die eine Linie schneiden)

100 33 3,030303030303030
10°000 3’154 3,170577045022194
1°000°000 318’404 3,140664062009271

Tabelle 3: Werte der Simulation des Buffon’schen Nadelproblems.

Wie im Abschnitt 4.1 féllt beim Betrachten der Tabelle 3 auf, dass die Schatzwerte 7, um eine
Stelle praziser werden, wenn die Gesamtzahl der geworfenen Nadeln (n;,;) mit 100 multipliziert
wird. Diese Beobachtung ist auf die Konvergenzrate der Monte Carlo Verfahren zurtickzufiihren
(Abschnitt 3.2).
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Kapitel 5
Varianzreduzierungstechniken

Dieses Kapitel basiert auf dem Kapitel 3 und zeigt Methoden auf, mit denen Prazision und Effizi-
enz der Monte Carlo Verfahren verbessert werden kdnnen. Da durch diese Methoden meistens
die Varianz verringert wird, spricht man von Varianzreduzierungstechniken. Das Kapitel stellt eine
Auswahl an Méglichkeiten zur Optimierung von Monte Carlo dar. Die Ideen hinter den Techniken
stehen im Vordergrund. Auf eine umfangreiche Anwendung der Methoden wird verzichtet.

5.1 Was sind Varianzreduzierungstechniken?

Varianzreduzierungstechniken (VRT) sind Verfahren, welche die Effizienz von Monte Carlo Me-
thoden durch eine Varianzreduzierung der Schatzwerte steigern. Die Techniken basieren auf
zwei méglichen Strategien: Entweder werden veranderliche Komponenten des mathematischen
Modells, das der Monte Carlo Simulation zugrunde liegt, angepasst, um den Simulationsoutput
zu korrigieren oder die Variabilitdt des Simulationsinputs wird verringert. Obwohl die verschie-
denen Methoden zur Varianzreduktion unterschiedliche Anséatze verfolgen, gelten folgende zwei
Punkte immer (Glasserman, 2003, [Gla03]):

e Die bestmdgliche Effizienzoptimierung durch eine Varianzreduktion wird erzielt, wenn spe-
zifische Eigenschaften einer Problemstellung beriicksichtigt werden und nicht durch eine
allgemeine Anwendung einer unspezifischen Methode.

e Die Fehlerreduktion eines Schatzwerts ist oft gekoppelt mit der Abschatzung des Fehlers
selber. Daher kann bei der Berechnung eines varianzreduzierten Schéatzers mit glltigem
Vertrauensintervall nicht immer das ganze Optimierungspotential ausgeschdpft werden.

Beispielmethoden zur Varianzreduktion sind Control Variates, Antithetic Variates, Stratified Samp-
ling, Latin Hypercube Sampling oder Importance Sampling (Glasserman, 2003, [Gla03]). In den
folgenden Abschnitten wird das Grundprinzip von zwei Varianzreduzierungstechniken naher er-
lautert: Importance Sampling und Control Variates.

5.2 Importance Sampling

Bei der Anwendung einer Importance Sampling Methode wird die Varianz einer Monte Carlo Si-
mulation verringert, indem man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Replikationen verandert.
Mithilfe einer geeigneten Wahrscheinlichkeitsanpassung kann signifikanten Ereignissen des Er-
gebnisraumes eine héhere Gewichtung zugeordnet werden, was zu einer Effizienzsteigerung des
Monte Carlo Verfahrens fuhrt (Glasserman, 2003, [Gla03]).
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Die deutsche Ubersetzung des englischen Ausdrucks Importance Sampling ist ,Stichprobenver-
fahren nach Wichtigkeit* oder ,gewichtete Stichprobenentnahme* (Hirber, 2015, [Hir15]). Obwohl
dieser Begriff die Gewichtung der signifikanten Ereignisse hervorhebt, wird in der vorliegenden
Arbeit der englische Term verwendet. Zur Verdeutlichung des Grundgedankens von Importance
Sampling wird die Ann&herung des Integrals

a= /h(x)f(x)dx (5.1)

betrachtet. Die Funktion h, die jedem Element x der Menge R¢ ein Element der Menge R zu-
ordnet, basiert auf der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f, welche die Verteilung der stochasti-
schen Variable X, Element der Menge R?, beschreibt. Der Wert a kann, wie im Abschnitt 2.2
erlautert, als Erwartungswert aufgefasst werden:

a=Eh(X)]. (5.2)

Der Monte Carlo Schatzwert flir das betrachtete Integral ist gegeben durch
N
Gy = EZh(XZ-). (5.3)
=1

Hierbei sind X1, Xs, ..., X,, unabhéngige Punkte aus R¢ mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f. In
der Praxis kénnen Werte der Zufallsvariable X nicht immer effizient mittels f generiert werden.
Gibt es eine Méglichkeit, die Funktion f zu umgehen? Und kann dabei das Monte Carlo Verfahren
sogar optimiert werden?

Sei g eine andere Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, welche die Wahrscheinlichkeitsdichte einer
Zufallsvariablen X aus R? beschreibt, mit folgender Eigenschaft:

f(z)>0=g(x) >0 VreR% (5.4)
Das Integral wird umgeformt. Man erhalt:
f(z)
a= | h(r)—=g(x)dx. (5.5)
/ ( )g(ﬂr) )
Die Einschrankung aus (5.4) hat zur Folge, dass der Zahler und der Nenner des Bruches %

dieselben Nullstellen besitzen. Eine Division durch null wird verhindert. Der umformulierte Inte-
gralwert o kann ebenfalls als Erwartungswert (mit X basierend auf g) ausgedrlckt werden:

- fX )}
a=E |h(X)—/=]. (5.6)
s
Das Symbol ,"“in der Schreibweise des Erwartungswertes E gibt an, dass die Variable X gemass
g verteilt ist. Generiert man n unabhangige Punkte X, X,, ..., X, mithilfe der Wahrscheinlich-
keitsdichte g, kann ein auf g basierender Monte Carlo Schatzwert berechnet werden:
R 1 ¢ f(Xi)
Qg — — h Xz .

(5.7)
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f(X5)
9(Xy)
Stelle X; genannt. Aus der Gleichung (5.6) folgt, dass &, ein ungezinkter oder ,unbiased* Schéat-

Die Gewichtung wird Wahrscheinlichkeitsverhaltnis (auf Englisch Likelihood Ratio) an der
zer fir den Wert « ist, weil E [6,] = « gilt. Zum Effizienzvergleich der Schitzwerte mit und ohne
Importance Sampling muss daher die Varianz der beiden Verfahren betrachtet werden (Abschnitt
3.3.1). Durch den veranderten Integranden und die neue Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion g
kann nach einer Importance Sampling Anwendung die Varianz des Schéatzers &, sowohl klei-
ner als auch grésser sein als die des Schéatzwertes a;. Die ,Kunst“ von Importance Sampling
liegt folglich in der Wahl der Wahrscheinlichkeitsdichte g, welche der Problemstellung angepasst
werden muss: Sie sollte so gewéahlt werden, dass die Anzahl der Stichproben proportional zum
Produkt |h| - f zunimmt, um den signifikanten Stellen eine héhere Gewichtung zuzuordnen und
die Effizienz der Monte Carlo Simulation zu erhéhen (Glasserman, 2003, [Gla03]).

5.3 Control Variates

Die Verwendung von Kontrollvariaten (auf Englisch Control Variates) ist eine der effizientesten
Techniken zur Optimierung von Monte Carlo Verfahren. Kontrollvariate nutzen Informationen tber
die Abweichung von Schatzwerten bekannter Gréssen zur Fehlerreduktion bei Schatzern unbe-
kannter Gréssen (Glasserman, 2003, [Gla03]).

Zur Erklarung dieser Varianzreduzierungstechnik wird eine Simulation betrachtet, bei welcher
die Werte Y1, Y5, ..., Y, die Outputs von n Replikationen darstellen. Die Werte Y; sind unabhan-
gig und gleichverteilt und das Ziel der vorliegenden Monte Carlo Simulation ist die Anndherung
des Erwartungswertes E [Y]. Dieser kann durch den empirischen Mittelwert der Stichproben Y;

approximiert werden:
v_nth+ 4V,

n
Der resultierende Schatzwert ist ungezinkt und konvergiert gegen E [Y] fir n — oo. Fir jede

(5.8)

Replikation wird neben Y; ein zusatzlicher Output X; berechnet. Die Paare (X;,Y;) seien un-
abhangig und gleichverteilt. Der Erwartungswert E [X] sei bekannt. Fir jede Zahl b und jede
Replikation mit dem Wertepaar (X, Y;) kann der folgende Term ausgewertet werden:

Yi(b) = Y — b(X; — E[X]). (5.9)

Anschliessend wird der empirische Mittelwert der Werte Y;(b) kalkuliert:

n

Wm:?—MY—EmD:%ZXn—M&—Ewm. (5.10)

Das Ergebnis ist ein Schatzwert, der auf Kontrollvariaten basiert. Das heisst, der beobachtete

Fehler X — I [X] ermdglicht eine Kontrolle der Abschatzung von E [Y]. Je grosser man b wéhlt,
desto starker wird die Replikation Y; mithilfe der Abweichung zwischen X; und E [X] korrigiert.
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Eine optimale Wahl des Parameters b fUhrt zur grésstmdglichen Varianzreduktion und somit zur
maximalen Effizienzsteigerung. Zur Annéherung von E [Y] ist der Kontrollvariate Schatzwert Y (b)
ungezinkt:

EW(b)]:E[Y—b(Y—E[X])}:EW}:E[Y]. (5.11)

Der Schatzer ist ausserdem konsistent (Abschnitt 3.3.3) und jedes Y;(b) hat die Varianz

Var [Y;(b)] = Var [Y; — b(X; — E [X])]
= 0y — 2boxoypxy + b’k = o*(b). (5.12)

In der Gleichung (5.12) ist 0% die Varianz von X und o} die Varianz von Y, wahrend pyy die
Korrelation zwischen X und Y beschreibt. Regression (Korrelation) ist die Untersuchung und
Darstellung des Zusammenhanges zweier Gréssen. Der Korrelationskoeffizient beschreibt die
Qualitat einer Regression beziehungsweise den Grad der Abhangigkeit der beiden Werte (Baum
u. a., 2013, [BBB*13]). Der Kontrollvariate Schatzwert Y (b) besitzt die Varianz @ Die Varianz

des empirischen Mittelwerts Y ohne Kontrollvariate betragt hingegen % (Abschnitt 3.2). Der
kontrollierte Schatzer hat daher die geringere Streuung als der unkontrollierte Mittelwert, wenn

b20'X < Qbapry (513)

gilt (folgt aus Gleichung (5.12)). Der optimale Koeffizient b*, der die Varianz von Y (b) minimiert,
ist gegeben durch
b — a_prY _ Cov [X,Y]
ox Var [X]
Hierbei ist Cov [ X, Y] die Kovarianz von X und Y. Wird in der Gleichung (5.12) b durch den

erhaltenen Wert b* ersetzt und der Term vereinfacht, kann das Verhalinis der Varianzen des

(5.14)

optimal kontrollierten Schatzwertes und des unkontrollierten Schéatzers berechnet werden:

Var [Y(b")]
Var m

Die Effizienz der Varianzreduktion ist also abh&ngig von der Korrelationsstarke zwischen den

=1y (5.15)

Replikationswerten X und Y, ausgedrickt durch den Wert pxy .
Da in der Praxis bei unbekanntem E [Y'] meistens auch die Varianz oy und der Korrelationskoef-
fizient pxy nicht gegeben sind, muss b* empirisch angenahert werden durch

Z?:l (Xi - 7)2

Mit der Annaherung b, fur den Wert b* kann mithilfe der Gleichung (5.10), den Replikationspaaren

(X;,Y;) und dem Erwartungswert E [X] der kontrollierte Schatzwert Y <Bn) berechnet werden
(Glasserman, 2003, [Gla03]).
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Kapitel 6
Monte Carlo in der Finanzmathematik

In diesem Kapitel wird die Theorie der Monte Carlo Methoden auf Problemstellungen der Finanz-
mathematik angewandt. Nach einer Einfihrung in das Black-Scholes Modell wird eine Simulation
zur Bestimmung des Payoffs einer europédischen Call-Option durchgefihrt und diskutiert. Die Ef-
fizienz der Simulation wird mithilfe einer Varianzreduzierungstechnik erhéht. Die Abschnitte Die
Mathematik in der Finanzwelt, Warum Monte Carlo in der Finanzmathematik? und Optionen bil-
den die Grundlage dieses Kapitels und sind im Anhang D dargestellt.

6.1 Berechnung des Wertes einer europaischen Call-Option

Die folgenden Abschnitte legen dar, wie der Wert einer europédischen Option mithilfe des Black-
Scholes Modells berechnet oder durch eine Monte Carlo Simulation angenahert werden kann.
Eine europaische Option ist ein Derivat (Wertpapier), dessen Besitzer das Recht hat, an einem
fixen Zeitpunkt eine bestimmte Menge eines Basiswertes zu kaufen oder zu verkaufen (siehe
Anhang D.3) (Hull, 2011, [Hul11]). Im Abschnitt 6.1.3 wird die Effizienz des Monte Carlo Schatz-
wertes mittels einer Kontrollvariate Varianzreduktion gesteigert.

6.1.1 Das Black-Scholes Modell

In diesem Beispiel wird die Berechnung des Gegenwartswertes einer Call-Option zum Kauf einer
Aktie (auf Englisch Call Option on a Stock) betrachtet. Sei S(t) der Preis der Aktie zur Zeit t. Die
Call-Option ist européisch. Der Besitzer hat das Recht, die Aktie zu einem festgelegten Preis K
zum Zeitpunkt 7" in der Zukunft zu erwerben. Die momentane Zeit ist t = 0. Falls der Aktienpreis
zur Zeit T grésser ist als der Austbungspreis K, erzielt der Inhaber der Option beim Kauf einen
Payoff (englisch fur Auszahlung) von S(7T") — K, ansonsten lauft die Option fir den Besitzer
wertlos aus. Der Payoff des Eigentimers zum Zeitpunkt 7" ist daher

(S(T) — K)* = max {0, S(T) — K} . (6.1)

Die Begriffe Payoff und Gewinn miissen differenziert werden, denn der Gewinn, den der Inhaber
einer Option erzielt, entspricht dem Payoff abzlglich der Optionspramie (Preis, welcher der Opti-
onskaufer dem Verkaufer zahlen musste) (Hull, 2011, [Hul11]).

Um den Gegenwartswert des Payoffs zu erhalten, muss mit einem Abzinsungsfaktor e="7 mul-
tipliziert werden, wobei r die stetige Zinsrate ist. Als Erwartungswert formuliert ist der Gegen-
wartswert des Payoffs gegeben durch

E[e7(S(T) - K)*]. (6.2)
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Damit der erwartete Gegenwartswert aussagekraftig ist, muss die Verteilung der Zufallsvaria-
ble S(T'), das heisst die Verteilung des Aktienpreises zum Ausiibungszeitpunkt 7', angegeben
werden. Es gibt mehrere mathematische Modelle zur Beschreibung der Dynamik eines Aktien-
preises. Eines der berihmtesten ist das Black-Scholes Modell. Dieses beschreibt die Entwicklung
eines Aktienwertes durch die folgende stochastische Differentialgleichung:

as() _
W = rdt + odW (). (6.3)

Hierbei ist W (¢) eine Brown’sche Bewegung, die durch das mathematische Modell eines Wiener
Prozesses beschrieben werden kann. Eine skalare Brown’sche Bewegung, auch skalarer Wiener
Prozess genannt, iber dem Intervall [0, T'] ist eine stochastische Variable 1/ (¢) mit den folgenden
drei Eigenschaften (Higham, 2001, [Hig01]; Hull, 2011, [Hul11]):

1. W(0) = 0 (mit Wahrscheinlichkeit 1).

2. Fir 0 < t; < ty < T ist die Zufallsvariable W (t,) — W (t;) normalverteilt mit Mittelwert 0
und Varianz t5 — 4.

3. Fir0 <t <ty <tz <ty <T sinddie Inkremente W (ty) — W(t;) und W (ty) — W (t3)
unabhangig voneinander.

Die stochastische Differentialgleichung (6.3) kann aufgefasst werden als Modell zur Beschrei-
bung der prozentualen Anderung % des Aktienpreises mithilfe der Brown’schen Bewegung. Der
Parameter o ist die Volatilitat, ein Mass fur die Unsicherheit der Rendite einer Anlage (Hull, 2011,
[Hul11]). Der Koeffizient r ist die mittlere Rentabilitat und entspricht im betrachteten Beispiel der
Zinsrate r. Die Lésung der stochastischen Differentialgleichung (6.3) ist

S(T) = S(0)exp ({r - %O'Q:| T+ aW(T)) . (6.4)

Warum die Lésung der Differentialgleichung (6.3) durch die Gleichung (6.4) beschrieben werden
kann, wird in dieser Arbeit nicht naher erlautert, kann aber beispielsweise im Anhang B (Results
from Stochastic Calculus) der Quelle [Gla03] nachgelesen werden. Da es sich bei S(0) um den
aktuellen Preis der Aktie handelt, ist der Wert bekannt. Die Zufallsvariable 1 (T") ist normalverteilt
mit Mittelwert 0 und Varianz T" (folgt aus den Eigenschaften einer Brown’schen Bewegung) und
kann daher durch die stochastische Variable v/7'Z ersetzt werden, wenn Z eine standardnormal-
verteilte Zufallsvariable (Mittelwert 0 und Varianz 1) ist. Die Gleichung (6.4) wird umgeformt:

S(T) = S(0)exp ({r - %aﬂ T+ aﬁz) | (6.5)

Man sieht nun, dass der Logarithmus des Aktienpreises normalverteilt ist und somit der Akti-
enpreis selber eine logarithmische Normalverteilung besitzt. Der Erwartungswert aus (6.2) ist
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ein Integral basierend auf der log-normalen Wahrscheinlichkeitsdichte von S(7'). Dieses Inte-
gral kann ausgewertet werden. Die Lésung ist die Black-Scholes Formel zur Berechnung einer
Call-Option (Becker, 1994, [Bec94]; Glasserman, 2003, [Gla03]).

6.1.2 Monte Carlo Simulation des Aktienpreises

Da der Erwartungswert E [~ (S(T') — K)*] mithilfe der Black-Scholes Formel algebraisch be-
rechnet werden kann, ist eine Monte Carlo Simulation zur Annaherung dieses Wertes eigentlich
nicht notwendig. Zudem sind Monte Carlo Verfahren aufgrund ihrer eher langsamen Konver-
genz (Abschnitt 3.2) keine konkurrenzfdhigen Methoden zur Auswertung eindimensionaler Inte-
grale. Dennoch verdeutlicht eine Anwendung von Monte Carlo in diesem Beispiel das Vorgehen
bei komplexeren finanzmathematischen Problemstellungen. Aus der Gleichung (6.5) folgt, dass
Stichproben des Aktienpreises zum Auslibungszeitpunkt S(7") durch Stichproben einer Standard-
normalverteilung ersetzt werden kénnen. Seien 7, Z,, Z3, . . . unabhangige Zufallsvariablen einer
Standardnormalverteilung. Mithilfe der Werte Z; kann der Erwartungswert E [e "7 (S(T) — K) ]
angenahert werden. Hierfur wird fur jedes Z; der Term

2
ausgewertet. Anschliessend kann mithilfe der nachfolgenden Formel und dem erhaltenen Akti-

S(T) = S(0)exp ({r - 102} T+ aﬁZi) (6.6)

enpreis zum Ausiubungszeitpunkt S;(7") der Payoff der i-ten Replikation P; berechnet werden:
P=e(S(T) — K)*. (6.7)

Der Monte Carlo Schatzwert fiir den Gegenwartswert der Call-Option P, ist der Mittelwert der

Payoffs P;:

. Pt Pt tPD,
p = (6.8)
n

Flr jedes n > 1 ist der Schatzer b, ungezinkt (Bias) und konsistent (mittlerer quadratischer

Fehler). Der Payoff einer europaischen Call-Option wird durch den Aktienpreis zum Auslbungs-
zeitpunkt S(7") bestimmt und héngt nicht von der Entwicklung des Aktienwertes S(t) wéhrend
der Laufzeit ab. Dies ermdglicht einen direkten Sprung von ¢t = 0 bis ¢t = T bei der Annéherung
des Erwartungswertes E [e="7(S(T) — K)*]. Jeder mdgliche Stichprobenpfad besteht nur aus
dem Startwert des Aktienpreises S(0) und seinem Endwert S(7') (Glasserman, 2003, [Gla03]).
Ein direkter Sprung vom Anfang zum Ende des Pfades ist allerdings nicht immer méglich. Wenn
beispielsweise der Payoff einer asiatischen Call-Option ausgewertet werden soll, muss das Zeit-
intervall [0, 7] in kleinere Teilintervalle zerlegt werden, da der Payoff einer asiatischen Option
abhangig ist vom Mittelwert des der Option zugrundeliegenden Aktienpreises wahrend der Op-
tionslaufzeit (Hull, 2011, [Hul11]). Die Entwicklung des Aktienpreises S(t) im Intervall [0, T be-
einflusst also den Payoff der Call-Option und muss in der Monte Carlo Simulation bertcksichtigt
werden (Glasserman, 2003, [Gla03]).
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6.1.3 Varianzreduktion durch Kontrollvariate

Bei Monte Carlo Simulationen zur Derivatpreisannaherung bieten die betroffenen Basiswerte (im
betrachteten Beispiel der Aktienpreis) oft eine Mdglichkeit zur Varianzreduktion des Monte Car-
lo Schatzwertes mittels Kontrollvariaten (siehe Abschnitt 5.3). Der Einsatz von Kontrollvariaten
bei der Auswertung einer europaischen Call-Option zum Kauf einer Aktie beruht auf der mathe-
matischen Tatsache, dass Basiswertpreise unter gewissen finanzmathematischen Bedingungen
Martingale sind. Martingale sind stochastische Prozesse ohne Drift, das heisst der Wert der be-
troffenen Zufallsvariable zu Beginn des Prozesses entspricht ihnrem Erwartungswert am Ende
(Hull, 2011, [Hul11]). Dadurch kann der Monte Carlo Schatzer fir den Payoff der Call-Option B,
kontrolliert werden durch den Aktienpreis S(t), ein Martingal. Es gilt:

E[e7"S(T)] = 5S(0) . (6.9)
~—
Enderwartungswert Startwert

Die Zinsrate r ist konstant. Der Payoff der i-ten Replikation ist gemass (6.7) gegeben durch
P, = e (S{(T) — K)*. Da neben P; fir jede Replikation auch S;(7") berechnet wird, ist der
resultierende Kontrollvariate Schatzwert (Gleichung (5.10))

n

P,(b) = 1 > (P =b[Si(T) - e"5(0)]). (6.10)

n
i=1

Wie in Abschnitt 5.3 beschrieben, muss der Parameter b durch b, mithilfe der Gleichung (5.16)
empirisch angendhert werden (Glasserman, 2003, [Gla03]). Die Korrelation zwischen P und
S(T') und somit die Effizienz der Varianzreduktion hangt vom Ausibungspreis der Option K
ab. Bei K = 0 wurde eine perfekte Korrelation vorliegen, ist K hingegen sehr gross, nimmt der
Betrag des Korrelationskoeffizienten ab (Glasserman, 2003, [Gla03]).

6.1.4 Durchfiihrung der Simulationen

In diesem Abschnitt werden die Simulationen der in 6.1.2 und 6.1.3 besprochenen Monte Carlo
Verfahren durchgefiihrt und diskutiert. Seien der Aktienpreis zu Beginn S(0) = 50, der Aus-
Ubungspreis K = 45, die Volatilitat 0 = 0,3, die Zinsrate » = 0,05 und die Laufzeit 7" = 0,25
gegeben. Dies sind realistische Werte (Gréssenordnung Volatilitdt und Zinsrate) wie sie beispiels-
weise in der Quelle [Gla03] vorkommen. Die erhaltenen Werte der Monte Carlo Simulation zur
Annaherung des Optionspayoffs ohne und mit Varianzreduktion sind in den Tabellen 4 und 5
zusammengefasst. Die Berechnungen wurden mit Excel durchgefihrt. Da die Schatzwerte auf
der Ziehung von Zufallswerten basieren, handelt es sich bei den Tabellen um Beispieltabellen.
Bei beiden Simulationen ist die Anzahl der Replikationen (n), das heisst die Anzahl der kalkulier-
ten Aktienpreise zum Auslibungszeitpunkt S;(7"), identisch. Betrachtet man die Tabellen 4 und
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5 fallt auf, dass die empirische Standardabweichung des Schéatzwertes B, (bn> durch die Va-

rianzreduktion verringert werden kann. Der Schatzer Pn (bn> streut weniger stark als Pn. Der
Kontrollvariate Koeffizient der Tabelle 5 wird empirisch angenahert durch

i (SUT) = e TS) (P - Fa)
' Sy (S(T) —eTS(0)*
Diese Formel folgt aus der Gleichung (5.16) (Glasserman, 2003, [Gla03]).

(6.11)

A

n P, Sp,
(Anzahl Replikationen) | (Schéatzer des Optionspayoffs) | (empirische Standardabweichung
des Schatzers)

20’000 6,432876395 0,013484498
Tabelle 4: Werte der Simulation zur Anndherung des Optionspayoffs ohne Varianzreduktion.

n Bn pn (ZA)n> Slf’n(i)n)
(Anzahl (empirischer (Kontrollvariate (empirische
Replikationen) | Kontrollvariate Schatzer Standardabweichung

Koeffizient) des Optionspayoffs) | des Kontrollvariate Schéatzers)

20°000 0,801420978 6,418284462 0,001252767
Tabelle 5: Werte der Simulation zur Anndherung des Optionspayoffs mit Varianzreduktion.

Interpretation der Resultate

Die Resultate der durchgeflinrten Monte Carlo Simulationen werden in diesem Abschnitt aus
Sicht der Finanzwelt kurz interpretiert. Sowohl ohne als auch mit Varianzreduktion betragt der
durchschnittliche Payoff der betrachteten europaischen Call-Option in etwa 6,4 (Schatzwerte P,
und P, (f)n)). Einen Gewinn erzielt der Inhaber der Option, wenn fir den Payoff P und die Opti-
onspramie p gilt:

P—p>0. (6.12)

Aus den Simulationsresultaten folgt, dass Optionen geeignete Finanzinstrumente zur Risikomini-
mierung sind. Call- und Put-Optionen erméglichen dem Optionsinhaber eine Verlustminimierung,
da dieser zum Auslbungszeitpunkt das Recht hat, die festgelegte Menge des Basiswertes zu
kaufen beziehungsweise zu verkaufen oder die Option auslaufen zu lassen (europaische Option)
(Hull, 2011, [Hul11]).
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Kapitel 7
Schlussfolgerung

Der erste Teil der Schlussfolgerung enthalt eine Zusammenfassung der wichtigsten Erkenntnis-
se der vorliegenden Arbeit. Anschliessend werden in Form eines Ausblickes Mdéglichkeiten zur
Weiterfihrung der Arbeit beleuchtet.

7.1 Erkenntnisse

Die praxisorientierte Relevanz der Numerik als Teilgebiet der modernen Mathematik wird im-
mer grosser. Das Ziel numerischer Verfahren ist die Kalkulation effizienter Approximationen und
Prazisionsabschatzungen fir gesuchte Lésungen. Monte Carlo ist eine Methode der Numerik,
welche heutzutage oft zum Einsatz kommt.

Der erste Punkt, auf den man trifft, wenn man sich naher mit den Monte Carlo Methoden befasst,
ist die Vielseitigkeit und Flexibilitdt der Verfahren. Der Monte Carlo Grundgedanke, laut dem
empirische Mittelwerte einer Stichprobe genutzt werden kénnen, um Mittelwerte (Erwartungs-
werte) einer Untersuchungsgesamtheit anzunahern, ermdéglicht eine Anwendung der Methoden
auf viele verschiedene Problemstellungen in unterschiedlichen Anwendungsbereichen. Die hohe
Flexibilitdt macht die Monte Carlo Verfahren sowohl interessant als auch vielseitig einsetzbar.
Obwohl Monte Carlo auf Stichprobenverfahren basiert, missen die Probleme, auf welche die
Methoden angewandt werden sollen, keinen Wahrscheinlichkeitscharakter aufweisen. So kann
beispielsweise die Flache eines Landes (Abschnitt 2.3.1) mithilfe zufallig geworfener Dartpfeile
angenahert werden, ohne dass die Flachenberechnung selber wahrscheinlichkeitsbasiert ist.
Die Monte Carlo Konvergenzrate, welche proportional zu %ﬁ ist, wenn n die Anzahl Replikationen
beschreibt, ist eine zentrale Eigenschaft der Verfahren. Die Methoden konvergieren zwar relativ
langsam, sind aber sehr robust, da die Konvergenzgeschwindigkeit nicht von der Dimension d
des angendherten Problems abhangt. Die charakteristische Monte Carlo Konvergenzrate macht
die Verfahren konkurrenzfahig gegentber anderen numerischen Methoden bei hochdimensiona-
len Problemstellungen.

Durch Varianzreduzierungstechniken kann die Konvergenz und somit auch die Effizienz und Pra-
zision von Monte Carlo verbessert werden. Die bestmdgliche Effizienzoptimierung wird erzielt,
wenn spezifische Eigenschaften einer Problemstellung berlcksichtigt werden. Die Varianzre-
duzierungstechnik Importance Sampling basiert auf der Verdnderung der Wahrscheinlichkeits-
verteilung, die einem Problem zugrunde liegt. Eine Wahrscheinlichkeitsanpassung sorgt dafr,
dass signifikanten Ereignissen des Ergebnisraumes eine héhere Gewichtung zugeordnet wird.
Bei einer Varianzreduktion mittels Kontrollvariaten werden Informationen Uber die Abweichung
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von Schéatzwerten bekannter Gréssen zur Fehlerreduktion bei Schatzern unbekannter Gréssen
genutzt. Es qilt: je starker die Korrelation zwischen kontrolliertem Wert und Kontrollwert, desto
geringer die Streuung des Kontrollvariate Schatzwertes.

Die Finanzmathematik ist ein interdisziplindrer Fachbereich, der sich mit der mathematischen Mo-
dellierung von Problemen der Finanzwelt auseinandersetzt. Die finanzmathematischen Modelle
beruhen auf Differentialgleichungen, das heisst auf Gleichungen, die den Zusammenhang zwi-
schen einer Funktion f und ihren Ableitungen f’, f”, ... beschreiben. Das Black-Scholes Modell
beispielsweise ist eines der berihmtesten Modelle zur Darstellung der Dynamik eines Aktien-
preises. Optionen, Finanzprodukte aus der Kategorie der Derivate, erméglichen ihrem Inhaber
eine Risikominimierung und kénnen durch Monte Carlo Simulationen bewertet werden. Man un-
terscheidet die Standardoptionen (europédische und amerikanische Option) und die exotischen
Optionen. Der Erwerb einer Option gibt dem Inhaber das Recht, eine bestimmte Menge eines
Basiswertes innerhalb einer Zeitspanne oder an einem gewissen Zeitpunkt zu einem festgeleg-
ten Preis zu kaufen (Call-Option) oder zu verkaufen (Put-Option).

7.2 Ausblick

Aufgrund der Vielfalt an Anwendungsbereichen und der Flexibilitdt der Monte Carlo Methoden
gabe es gentigend Themenbereiche, die flr den Ausbau der vorliegenden Arbeit genutzt werden
kénnten. In diesem Abschnitt werden einige Mdglichkeiten naher betrachtet.

Beim Weiterflihren dieser Arbeit konnte das Generieren von Zufallszahlen und Pseudozufalls-
zahlen, welche den meisten Stichproben der Monte Carlo Verfahren zugrunde liegen, untersucht
werden. Ausserdem wére eine nahere Betrachtung der verwendeten Stichprobenverfahren mog-
lich. Im Bereich der Varianzreduzierungstechniken kénnten zusétzliche Methoden, beispielswei-
se Antithetic Variates, Stratified Sampling oder Latin Hypercube Sampling, diskutiert werden. Zu-
satzliche Wege, die Arbeit auszubauen, wéaren die Quasi-Monte Carlo Methoden und die Markov-
Chain-Monte Carlo Verfahren. Hierbei handelt es sich um Monte Carlo &hnliche Techniken der
numerischen Mathematik. Im Bereich der Finanzmathematik kénnten andere Optionsarten oder
Finanzprodukte betrachtet werden. Des Weiteren ware ein Ausbau in Richtung des finanzma-
thematischen Risikomanagements mittels Monte Carlo Simulationen vorstellbar. Abschliessend
sollte erwahnt werden, dass man sich nattrlich auch mit einem anderen Anwendungsbereich der
Monte Carlo Methoden, beispielsweise mit der Physik, der Biologie oder dem Transportwesen,
auseinandersetzen konnte.
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Anhang A
Historische Entwicklung

Dieser Teil des Anhangs stellt eine Ubersicht des geschichtlichen Hintergrunds der Monte Carlo
Methoden dar. Verschiedene historische Beispiele und Anwendungen werden aufgezeigt und die
Entstehung des Namens Monte Carlo wird speziell hervorgehoben.

A.1 Bernoulli und das Gesetz der grossen Zahlen

Der Ursprung der Monte Carlo Methoden liegt im 17. Jahrhundert, genauer gesagt bei der nieder-
landischen Handlerfamilie Bernoulli, welche aus religidsen und politischen Grinden ihre Heimat
verliess und in die Schweiz zog. Diese Familie brachte mehrere grosse Mathematiker hervor,
darunter Jakob und Johann Bernoulli. Jakob studierte Philosophie und Theologie, liebte aber die
Mathematik und wurde 1687 in Basel zum Mathematikprofessor ernannt. Er formulierte erstmals
das Gesetz der grossen Zahlen, auf welchem die Monte Carlo Simulationen unter anderem beru-
hen, und veréffentlichte es in seinem posthumen Werk ,Ars Conjectandi“, auf Deutsch ,Die Kunst
des Vermutens” (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

Im Anhang B.2 wird das Gesetz der grossen Zahlen und sein Zusammenhang zu den Monte
Carlo Methoden erlautert.

A.2 Comte de Buffon, die Nadeln und =

Im Jahre 1777 flhrte Georg Louis-Leclerc, Comte de Buffon, erstmals sein berithmtes Nadelex-
periment durch. Dabei handelt es sich um einen Versuch, bei dem er Nadeln der Lange L auf
eine Flache mit parallelen Linien im Abstand A > L zuféllig fallen liess. Buffon zeigte, dass die
Wahrscheinlichkeit Ps..,it¢, Mit der eine Nadel eine der Linien schneidet (Uberlagert oder kreuzt),

ausgedrickt werden kann durch

2L
Pscm = —. A1
it = — (A1)

Ein paar Jahre spater kam Pierre-Simon de Laplace auf die Idee mit der von Buffon gefunde-
nen Formel m anzundhern. Sein Vorgehen wirde man heute als Monte Carlo Methode bezeich-
nen. Durch die Durchfihrung des Versuches von Buffon bestimmte de Laplace n&dherungsweise
Pycnnitt, indem er die Anzahl der Nadeln, welche eine Linie schnitten (n,), durch die Gesamtan-
zahl der geworfenen Nadeln teilte (). Zusatzlich waren L und A bekannt und de Laplace erhielt
durch Umstellen von (A.1) eine Annaherung fir = (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]):

2L 2L
" PschnittA e A ( )

Ntot
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Im Abschnitt 4.2 wird auf diese Anndherung von 7 und ihren Monte Carlo Charakter naher ein-
gegangen. Die Herleitung der von Buffon gefundenen Formel wird erlautert und mehrere Com-
putersimulationen werden durchgefiihrt.

A.3 Fermis Experimente

FUr seine Untersuchungen im Bereich der Geschwindigkeitsabnahme von Neutronen nutzte der
italienische Physiker Enrico Fermi in den 1930-er Jahren ,statistical sampling“-Methoden. Dies
sind Verfahren, bei denen durch Stichprobenbeobachtung Aussagen Uber eine Untersuchungs-
gesamtheit ermdglicht werden (Metropolis, 1987, [Met87]). Laut seines Schilers und Mitarbeiters
Emilio Segré verbliffte Fermi seine Arbeitskollegen oft durch ziemlich prazise Vorhersagen von
experimentellen Resultaten. Fermi erzahlte ihnen jedoch nie, wie er an diese Prognosedaten
kam. Die Tatsache, dass Fermi keinen Computer als Generator fir die notwendigen Zufallszah-
len zur Verfigung hatte und Berechnungen auf mechanischen Geraten oder im Kopf durchfihren
musste, macht seine Resultate noch bemerkenswerter. Fermi veréffentlichte seine Berechnun-
gen nie und gerat daher im Zusammenhang mit Monte Carlo Methoden oft in Vergessenheit
(Metropolis, 1987, [Met87]).

A.4 Los Alamos, die Atombombe und eine pragnante
Namensgebung

Bis ins Jahr 1945 waren die Verfahren, welche man heute als Monte Carlo Methoden bezeichnen
warde, nur unter dem Namen ,statistical sampling“ bekannt. Dieses Vorgehen wurde auch bei
den Berechnungen zum Bau der Atombombe in Los Alamos wéahrend des Zweiten Weltkriegs
angewandt und weiterentwickelt. Die Wissenschaftler Von Neumann, Ulam und Metropolis fuhr-
ten die Berechnungen damals mit dem ersten elektronischen Computer durch, welcher an der
University of Pennsylvania in Philadelphia entwickelt worden war. Mithilfe des ENIACs (Electro-
nic Numerical Integrator and Computer), so hiess der Computer (Abbildung 13), konnten die
Wissenschaftler komplizierte Kalkulationen vergleichsweise prazise und schnell I6sen. Durch die
Konfrontation mit dieser immensen Rechenleistung kam der Mathematiker Stan Ulam auf die
Idee der Anwendung von ,statistical sampling“ zur Modellierung der Neutronenmultiplikation. Ni-
cholas Metropolis schlug vor, das angewandte Verfahren Monte Carlo zu nennen, denn Ulam war
fasziniert von Wahrscheinlichkeitsspielen und hatte einen Onkel, der viel Zeit bei Glicksspielen in
Monte-Carlo, einem Stadtbezirk Monacos mit gleichnamiger Spielbank, verbrachte (Metropolis,
1987, [Met87]).



ANHANG A. HISTORISCHE ENTWICKLUNG 31

Abbildung 13: Der ENIAC.
Obwohl der Name Monte Carlo auf den ersten Blick banal erscheint, steckt mehr als nur der Hang
von Ulams Onkel zu Glicksspielen dahinter. Casinos sichern sich namlich mit ein wenig ,Bias”
in den Regeln ihrer Spiele ab, sodass sie nach grosser Rundenzahl im Durchschnitt gewinnen.
.Bias“, auf Deutsch systematische Abweichung (siehe Abschnitt 3.3.2), heisst in diesem Fall,
dass der Erwartungswert des Gewinns fir die Casinobesucher kleiner als null ist. Die Spiele sind
also gezinkt oder ,biased“ (Baum u. a., 2013, [BBB*13]). Damit der Reiz fiir den Spieler dennoch
erhalten bleibt, hat auch er die Chance auf einen Gllicksspielgewinn. Monte Carlo Simulationen
verhalten sich ahnlich: Jede einzelne Durchfihrung kann sowohl in einem Volltreffer (Gewinn)
als auch in einem Ausreisser (Verlust) enden und trotzdem ist der Anwender der Simulation
versichert, dass bei einer grossen Anzahl an Probeldufen der Prozess zum korrekten Resultat
konvergiert (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

A.5 Monte Carlo heute

In den letzten finfzig Jahren wurden sehr viele Blcher und Artikel Gber die Theorie und An-
wendung von Monte Carlo Simulationen und Methoden verfasst. Unter anderem wurden dadurch
Themen wie numerische Integration, Varianzreduzierungstechniken und Stichprobenvorgehen
behandelt. Die ersten grossen Anwendungsbereiche waren Strahlungstransport und Neutronen-
bewegung (Metropolis, 1987, [Met87]). Heute wird Monte Carlo beispielsweise bei Physikproble-
men, Wettermodellen, beim Transportwesen oder in der Finanzmathematik genutzt (Dunn und
Shultis, 2011, [DS11]).
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Anhang B
Grundlagen zur Prazision und Effizienz

B.1 Lage- und Streuungsparameter

Zu Beginn dieses Abschnittes werden die statistischen Masszahlen einer Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion definiert. Im zweiten Teil wird erklart, wie diese Masszahlen empirisch angenahert
werden kdnnen, falls sie nicht gegeben sind.

B.1.1 Mittelwert, Varianz und Standardabweichung der Untersuchungsge-
samtheit

Zwei wichtige Grossen jeder Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) f(z) sind der Mittelwert
p und die Varianz o2. Eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der stochastischen Variable = hat
folgende Eigenschaften: Die Funktion ist definiert auf dem Intervall [a, b] und nimmt auf diesem
keine negativen Werte an, kann aber null sein fir manche z € [a, b]. Bei Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktionen entspricht die Flache zwischen der Funktion und der x-Achse von einem Punkt p zu
einem Punkt ¢ der Wahrscheinlichkeit, mit der die Zufallsvariable = einen Wert zwischen p und ¢
annimmt. Hierbei sind p, g € [a,b] und p < ¢ (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]). Der Mittelwert 1,
der WDF ist der Erwartungswert E [z] und ist definiert als

b
ul,:/ xf(x)dz. (B.1)

Die Varianz o2 beschreibt die Streuung der Variable = um den Mittelwert ;... Sie ist definiert als

b
o= [ o=l fla)d ®.2)
Die Quadratwurzel der Varianz ist die Standardabweichung o ,:
Or = /02 (B.3)

xT

Nun wird eine Funktion g(x) betrachtet, die auf der WDF f(z) basiert, bei der = also eine sto-
chastische Variable ist, welche durch die WDF f(z) beschrieben wird. Daher ist auch die Funktion
g(x) eine Zufallsvariable. Der Erwartungs- oder Mittelwert von g(z) ist in diesem Fall

no= [ ala)fa)d, (B.4)

Die Varianz der Zufallsvariable g(x) ist gemass (B.2)

2= [ o) = S 85

(Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).
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B.1.2 Empirischer Mittelwert und empirische Varianz

Der empirische Mittelwert u einer Funktion « der stochastischen Variable x ist ein Schatzwert
fir den Mittelwert p,, der Untersuchungsgesamtheit. Dieser Wert, den man durch eine endliche
Anzahl Stichproben (n) erhélt, ist definiert als

=3 () (B.6)

Durch Betrachtung der Gleichung (B.2) fallt auf, dass die Varianz o2 vom Mittelwert ;. abhén-
gig ist. In einer Problemstellung, in der o2 nicht bekannt ist, ist oft auch u nicht gegeben. Ein
Schatzwert flr die Varianz kann daher meist nicht direkt durch die folgende Formel berechnet
werden:

or 2= = fule) — )’ (B.7)

Allerdings kann der Mittelwert, falls er nicht bekannt ist, mittels (B.6) approximiert werden. Dieser
Schatzwert von o2 mit p,, angenéhert durch u wird empirische Varianz genannt und mit s2 be-
zeichnet. Beim Ersetzen von p,, durch uw geht ein ,Grad an Freiheit” verloren. Daher wird bei der
Berechnung der empirischen Varianz n durch n — 1 ersetzt:

n

332n11§:m@0—m? (B.8)
=1

Die Anzahl der Freiheitsgrade v ist ein oft benutzter Parameter in der Statistik (Schatztheorie)
(Dunn und Shultis, 2011, [DS11]). In Anwendungsfallen mit n unabhangigen Stichproben wie
im betrachteten Beispiel ist die Anzahl der Freiheitsgrade die Gesamtzahl der unabhangigen
Variablen minus die Zahl der Einschrankungen c:

vV=n-—c (B.9)

Die urspriinglichen n Stichproben sind uneingeschrankt (unabhéngig), dadurch ist in der Berech-
nung des empirischen Mittelwerts ¢ = 0 und somit v = n, was die Verwendung des Bruchs %
erklart. Bei der Kalkulation der empirischen Varianz hingegen ist einer der Werte von [u(z;) —u)?
eingeschrankt (¢ = 1), weil uw genutzt wird, um w, zu approximieren. Die Differenzen in n — 1
Fallen sind unabhangig voneinander, es handelt sich um stochastische Stichproben, von denen
eine Konstante (u) subtrahiert wird. Fur die Berechnung des empirischen Mittelwerts wird ein
Freiheitsgrad eingeschrankt, daherc=1und v =n — 1.

Analog zur Standardabweichung der Untersuchungsgesamtheit ist die empirische Standardab-
weichung die Quadratwurzel der empirischen Varianz:

Sy = \/ 82 (B.10)

u

(Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).
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B.2 Das Gesetz der grossen Zahlen

Den Monte Carlo Verfahren liegt eine doppelte mathematische Basis zugrunde: das Gesetz der
grossen Zahlen (GGZ) und der zentrale Grenzwertsatz (ZGS). Auf diese beiden mathematischen
Sétze wird in den zwei folgenden Abschnitten eingegangen.
Das Gesetz der grossen Zahlen kann unterteilt werden in eine schwache und eine starke Form.
Far die Anwendung des Gesetzes auf Monte Carlo Methoden ist diese Unterscheidung unwich-
tig, da die Grundaussage bei beiden Formen dieselbe ist: Ein empirischer Mittelwert wu,, nahert
sich dem Mittelwert y,, der Grundgesamtheit, falls n gegen unendlich strebt. Oder mathematisch
ausgedricki:

lim @, = ft,. (B.11)

n—oo

Der Unterschied zwischen den beiden Gesetzen der grossen Zahlen liegt lediglich in der Art, in
welcher die Konvergenz zum tatsachlichen Wert verlauft (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

Nun zur Betrachtung eines bestimmten Integrals, dessen Wert durch ein Monte Carlo Verfahren
approximiert werden soll. Wie im Abschnitt 2.2 erlautert, kann

1
i :/ v(x)f(r)dx (B.12)
0
angenahert werden durch
1 n
== v(w) (B.13)
1=1
Dies ist ein allgemeinerer Fall als in 2.2 behandelt, da die n Punkte x; nicht unabhangig und
gleichverteilt im Intervall [0, 1] liegen, sondern mithilfe der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(z)
generiert werden. Unter der Bedingung, dass der Mittelwert existiert und die Varianz beschrankt
ist (02 < 00), gilt nach dem Gesetz der grossen Zahlen:

lim 7 = pu. (B.14)
n—oo
Eine zweite mdgliche Schreibweise ware
1
E(U1+UQ+U3+...+U7L) — (B.15)

Das Gesetz der grossen Zahlen versichert dem Durchfihrenden, dass das Resultat des Monte
Carlo Verfahrens bei grosser werdendem n zum tatséchlichen Wert konvergiert, sagt ihm aber
nicht, wie gross n hierfar sein muss. Die Antwort auf diese Frage liefert die zweite mathematische
Basis von Monte Carlo: der zentrale Grenzwertsatz (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).

B.3 Der zentrale Grenzwertsatz

Eine wichtige Eigenschaft von Monte Carlo ist die Tatsache, dass sich durch die Verfahren nicht
nur ein Schatzwert fir eine gegebene Problemstellung berechnen l&sst (durch das Gesetz der
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grossen Zahlen), sondern auch eine Abschatzung der Unsicherheit dieses Schatzwertes méglich
ist (durch den zentralen Grenzwertsatz). Dadurch hat man am Ende der Monte Carlo Simulation
sowohl eine Approximation des tatsachlichen Resultats als auch eine Einschatzung der Abwei-
chung der erhaltenen Approximation vom eigentlichen Wert.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt fir einen empirischen Mittelwert w

Jil“?op“’b{o‘ e } r/

Hierbei ist ., der Mittelwert der Grundgesamtheit und o, die Standardabweichung. Durch Um-

(B.16)

schreiben erhalt man ausserdem

Jggoprob{’;w/jﬁ } \/_/ e du. (B.17)

Der zentrale Grenzwertsatz legt dar, dass wenn n gegen unendlich strebt, die Verteilung von

ow/f einer Normalverteilung entsprlcht Der empirische Mittelwert w ist normalverteilt mit Mittel-
wert 11, und Standardabwelchung <. Die Normalverteilung ist eine haufig vorkommende Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, welche auf der Gauss’schen Glockenfunktion (rechter Teil von (B.16))

basiert (Baum u. a., 2013, [BBB*13]).

051y
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Abbildung 14: Die Gauss’sche Glockenfunktion.

Beim zentralen Grenzwertsatz fehlen jegliche Angaben zur Verteilungsfunktion, welche den n
Stichproben der stochastischen Variablen w zugrunde liegt. Das heisst, die Art der Verteilung
ist nicht entscheidend. Solange die Varianz o2 endlich ist, ist der empirische Mittelwert w asym-
ptotisch (n strebt gegen unendlich) normalverteilt. Wenn A — 0, ndhert sich der rechte Teil der
Gleichung (B.17) null. Der empirische Mittelwert w konvergiert zum tatsachlichen Mittelwert 11,
fir n — oo. Dieses Resultat entspricht dem Gesetz der grossen Zahlen (Abschnitt B.2). Mithilfe
des zentralen Grenzwertsatzes kann die Unsicherheit eines Monte Carlo Verfahrens abgeschétzt
werden (siehe Abschnitt 3.2) (Dunn und Shultis, 2011, [DS11]).
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Anhang C

Programme zur Annaherung von

C.1 Kreissektor

In diesem Abschnitt wird der Code des processing Programmes aus 4.1 prasentiert.

double anzahl=100000;

float x,y;

double innerhalb;

void setup(){
£i11(50);
background(0);
strokeWeight (0.001);
stroke(255) ;
size (800,800);
translate(0,800);
scale(800);
rotate(PI*-0.5);
ellipseMode (RADIUS);
ellipse(0,0,1,1);
strokeWeight (0.005);

for(int i=0;i<anzahl;i++){
x=random(0,1) ;
y=random(0,1);

println("[",x,y,"1"™);

if (sqrt(pow(x,2)+pow(y,2))<1){
innerhalb++;
stroke(0,255,0);

Yelsed{
stroke(255,0,0);

¥

point(x,y);
}

println("Generierte Punkte:",anzahl);

println("Punkte innerhalb des Viertelkreises:",innerhalb);
println("Entspricht:", (innerhalb/anzahl)*100,"\%");
println("Pi-Annsherung:", (innerhalb/anzahl)*4);

println("Pi exakt:",PI);

saveFrame ("pi_###.jpg");

//Gesamtzahl der Probeldufe

//Probeléufe innerhalb des Viertelkreises

//Verschiebung Ursprung
//Skalierung Fenster

//Zeichnen des Viertelkreises

//Zufallszahl zwischen O und 1

//Test: Generierter Punkt im Viertelkreis?

//grin

//rot

//Zeichnen des Punktes

//Ausgabe Konsole

//Berechnung des Schitzwertes fiir PI

//Speichern des Fensters als Bild
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C.2 Buffons Nadelproblem

In diesem Abschnitt wird der Code des processing Programmes aus 4.2 prasentiert.

double anzahl=100000; //Gesamtzahl der Probeldufe
float x,y;
float laenge=0.5; //Lénge der Nadel
float abstand=1; //Abstand der Linien
float winkel; //Winkel der Nadel
double schneiden; //Nadeln, die eine der Linien schneiden
void setup(){
£i111(50);
background(0);

51ze(800,800) ;
translate(0,800);

scale(800);
rotate(PI*-0.5); //Verschiebung, Skalierung und Rotation
strokeWeight (0.005); //des Koordinatensystems

for(int i=0;i<anzahl;i++){
x=random(0,abstand) ; //Zufallszahl zwischen O und Abstand
y=random(0,abstand) ; //x- und y-Werte in processing vertauscht!
winkel=random(0,PI);

println("[",y,winkel,"]");
if ((y+laenge*cos(winkel)<0) | | (y+laenge*cos(winkel)>abstand)){//Schnitttest

stroke(0,255,0); //grin
schneiden++;
Yelseq{
stroke(255,0,0); //rot
3
line(x,y,x+laenge*sin(winkel),y+laenge*cos(winkel)); //Zeichnen der Nadel
}
println("Generierte Nadeln:",anzahl); //Ausgabe Konsole

println("Nadeln, die die Linien schneiden:",schneiden);

println("Entspricht:", (schneiden/anzahl)*100,"%");

println("Pi-Anngherung:", (2¥laenge)/((schneiden/anzahl)*abstand));//Berechnung des Schitzwertes fiir PI
println("Pi exakt:",PI);

saveFrame ("pibuffon_###.jpg"); //Speichern des Fensters als Bild
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Anhang D

Grundlagen zu Monte Carlo in der Finanz-
mathematik

D.1 Die Mathematik in der Finanzwelt

Die Finanzmathematik (auf Englisch Financial Engineering) ist ein interdisziplinarer Fachbereich,
welcher sich mit Problemstellungen der Finanzdienstleistungsindustrie auseinandersetzt. Die
wichtigsten Stltzen der Finanzmathematik sind mathematische und statistische Modelle sowie
rechnergestitzte Technologien (Birge und Linetsky, 2007, [BLO7]). Der Rohstoff des heutigen
Bankwesens ist nicht Geld, sondern Risiko. Aber was ist Risiko? Man unterscheidet zwischen
Risiko und Ungewissheit. Bei Entscheidungen unter Risiko ist eine statistische Verteilung der
Ergebnisse bekannt, bei solchen unter Ungewissheit nicht. Daher beschéaftigt sich die Finanzma-
thematik unter anderem mit dem Risikomanagement. Weitere wichtige Bereiche finanzmathe-
matischer Betrachtungen sind die Bewertung von Finanzprodukten und die Portfoliooptimierung.
Ziel der Finanzmathematik ist die Modellierung von Problemen und Prozessen der Finanzwelt
mithilfe der Mathematik. Die resultierenden mathematischen Modelle beruhen auf Differential-
gleichungen (Hull, 2011, [Hul11]; Topper, 2005, [Top05]).

Eine Differentialgleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen einer Funktion f und ihren
Ableitungen f, f”, ..., wobei die hdchste auftretende Ableitung von f die Ordnung der Differen-
tialgleichung angibt. Falls die Gleichung nicht algebraisch (zum Beispiel durch Integration) gelést
werden kann, sind Verfahren der Numerik notwendig, um Lésungen anzundhern (Baum u. a.,
2013, [BBB™13]).

Im nachsten Abschnitt wird erlautert, warum Monte Carlo eine geeignete numerische Methode
zur Anndherung bestimmter finanzmathematischer Probleme darstellt.

D.2 Warum Monte Carlo in der Finanzmathematik?

Zwei Aspekte sind zentral fur die Anwendung der Monte Carlo Methoden auf Problemstellungen
der Finanzmathematik: die Gegebenheit, dass die Verfahren Schéatzwerte flir Probleme liefern
kdnnen, welche als Erwartungswerte formuliert sind, und die Monte Carlo Konvergenzrate. Unter
bestimmten Umstanden kénnen Derivatpreise (Definition siehe Abschnitt D.3) als Erwartungs-
werte dargestellt werden. Dadurch wird die Bewertung des Derivatpreises auf die Berechnung
eines Erwartungswertes reduziert. Wirde man diesen Wert als Integral formulieren, wéare seine
Dimension d sehr gross oder sogar unendlich. Diese Tatsache macht die dimensionsunabhangi-
ge Konvergenzrate von Monte Carlo, welche bei n Replikationen proportional zu \/Lﬁ ist (Abschnitt
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3.2), konkurrenzfahig gegenlber anderen Verfahren der Numerik, deren Konvergenzgeschwin-
digkeit bei grésserem d abnimmt (Glasserman, 2003, [Gla03]).

Das Simulationsbeispiel des Abschnittes 4.1 (Annaherung von w) basiert auf der Ziehung von
z- und y-Werten im Intervall [0, 1]. Bei der Anwendung der Monte Carlo Verfahren in der Fi-
nanzmathematik ist ein ahnliches Vorgehen vonnéten. Allerdings sind hierbei die Stichproben
keine zufalligen Punkte eines Intervalls, sondern mdgliche Pfade oder Wege eines stochasti-
schen Prozesses. Ein solcher Prozess beschreibt die stochastische Anderung des Wertes einer
Variablen im Laufe der Zeit und kann durch eine Gleichung ausgedriickt werden, welche das
probabilistische Verhalten der Zufallsvariablen darstellt (Hull, 2011, [Hul11]). Wie im Abschnitt
3.1 beschrieben, ist oft nur die unterste Schicht einer mehrstufigen Monte Carlo Methode wahr-
scheinlichkeitsbasiert. Die oberen Schichten sind deterministisch. Jede der n Replikationen des
stochastischen Prozesses beschreibt eine mdgliche ,Welt“, in der beispielsweise ein bestimmter
Derivatpreis auftritt. Die Monte Carlo Simulation erméglicht durch Auswertung der aus den Stich-
proben erhaltenen ,Welten“ eine Annédherung des Erwartungswertes und somit eine Bewertung
des Derivatpreises (Glasserman, 2003, [Gla03]).

D.3 Optionen

Optionen (auf Englisch Options) zahlen zu den Derivaten (Derivatives). Ein Derivat kann defi-
niert werden als ein finanzielles Wertpapier, dessen Preis auf dem Wert anderer Wertpapiere
oder anderer Basiswerte basiert. Terminvertrage, Futures und Swaps gehéren neben den Optio-
nen ebenfalls zu den Derivaten (Hull, 2011, [Hul11]).

Es gibt zwei Optionsarten: die Call- und die Put-Option. Die Call-Option gibt inrem Besitzer das
Recht, eine bestimmte Menge eines Basiswertes innerhalb einer festgelegten Zeitspanne oder
an einem fixen Zeitpunkt zu einem vereinbarten Preis zu kaufen. Die Put-Option hingegen er-
maoglicht ihrem Eigentiimer den Verkauf einer bestimmten Menge eines Basiswertes innerhalb
einer Zeitspanne oder an einem gewissen Zeitpunkt zu einem festgelegten Preis. Der Preis im
Optionsvertrag wird Auslbungspreis genannt. Die Zeitspanne bis zum Verfall heisst Laufzeit oder
Verfallzeit. Amerikanische Optionen (American Options) kbnnen wahrend der gesamten Laufzeit
bis zum Verfall ausgelbt werden, europaische Optionen (European Options) nur am Verfallster-
min selber. Die Begriffe amerikanisch und europaisch verweisen nicht auf den Ort der Option
oder des Marktes. Einige Optionen, welche auf nordamerikanischen Markten gehandelt werden,
sind beispielsweise europaisch. Aufgrund des fixen Austibungszeitpunktes sind europaische Op-
tionen im Allgemeinen einfacher zu analysieren als amerikanische (Becker, 1994, [Bec94]; Hull,
2011, [Hul11]).

Bei den Optionen sollte hervorgehoben werden, dass der Besitzer das Recht hat, zu kaufen
oder zu verkaufen. Er muss dieses Recht aber nicht austiben. Dies unterscheidet Optionen von
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Terminvertragen oder Futures, bei denen der Vertragseigentimer am Verfallstermin verpflichtet
ist, einen Basiswert zu kaufen oder zu verkaufen. Wahrend der Eintritt in einen Termin- oder
Futurevertrag nichts kostet, muss eine Option erworben werden (Optionspramie) (Becker, 1994,
[Bec94]; Hull, 2011, [Hul11]).

Neben den Standard-Optionen (amerikanische und europaische Option) gibt es noch andere
Optionsarten. Beispiele fir die sogenannten exotischen Optionen sind die asiatische Option, die
Barriere-Option (Barrier Option) oder die Lookback-Option (Hull, 2011, [Hul11]).

Die exotischen Optionen werden in dieser Arbeit nicht ndher behandelt.
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