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Uberblick

1. Das Pascalsche Dreieck
und Pfeiljagd
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Binomialkoeffizienten

Verschiedene Zuginge zu Binomialkoeffizienten: (}) ist...

o die Anzahl Mdglichkeiten, k aus n Objekten ohne Wiederholung und
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwahlen;

@ die Anzahl Maoglichkeiten, k identische Objekte auf n Personen zu
verteilen, wobei niemand mehr als ein Objekt erhilt;

e der Koeffizient von a"~*b¥ in der ausmultiplizierten Darstellung von
(a+b)™
n!

@ der Term RICIE

@ der k-te Eintrag der n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks:

() = ()=
=0+
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Das Pascalsche Dreieck

Rekursiver Zugang zu den Binomialkoeffizienten: Die

Binomialkoeffizienten (Z) (fir n, k € N, k < n) ergeben sich durch
folgende Rekursion:

() -)
(e = (0"

(Pascalsche Regel)

Daraus ergibt sich das Pascalsche Dreieck: Jeder Eintrag in der Mitte
berechnet sich als Summe der beiden diagonal dariiberliegenden Eintrige.
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Zeilensumme im Pascalschen Dreieck

Was erhilt man, wenn man...

@ alle Zahlen in einer Zeile des Pascalschen Dreiecks addiert?

@ alle Zahlen in einer Zeile des Pascalschen Dreiecks abwechselnd
addiert und subtrahiert?
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Zeilensummen im Pascalschen Dreieck

Es gilt: n n
prd (Z) =" kz:%(—l)k (Z) =0(n>0)

)

roto und 5

2

i
<
IZIBIQI\ Sith Qo3 0
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Uberblick

2. Die Hockeyschlagerformel
und Anwendungen
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Hockeyschlagerformel

Was erhalten wir, wenn wir aufeinanderfolgende Zahlen in einer Spalte des
Pascalschen Dreiecks addieren?
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Hockeyschlagerformel

Die Hockeyschlagerformel lautet:

> ()= (%)

k=m
Beweis:

Siehe https://youtu.be/qcgZZPcptJY
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Diagonalsummen

Was erhalten wir, wenn wir alle Eintrdge einer Diagonalen addieren?
A

F.=T2=41
Tﬂr4= T" + Ya-a

Jibonacei-224(an
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In den Diagonalen des Pascalschen Dreieck befinden sich die
Fibonacci-Zahlen. Es gilt: 2]
2

Fn+1=z(”;")

k=0

Fa-a
Fa
Fara
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Summen von Fibonacci-Zahlen

Was erhalten wir, wenn wir die ersten paar Fibonacci-Zahlen addieren?

fault
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Summen von geraden/ungeraden Fibonacci-Zahlen

Was erhalten wir, wenn wir die ersten paar Fibonacci-Zahlen von geradem
bzw. ungeradem Index addieren?

FarTae TS Tan
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Summen von Zweierpotenzen

Was erhalten wir, wenn wir die ersten paar Zweierpotenzen addieren?

Fel.lt
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Uberblick

3. Die Gewichtsregel und
Anwendungen
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Formel von Lagrange

Was erhalten wir, wenn wir die Summe der quadrierten

Binomialkoeffizienten addieren, d.h. was erhalten wir fiir > (2)2?

k=0
Dafiir verwenden wir Multipfeile: ‘\é G\"-; Lz':‘)

,\‘ (-]

1P+424+6°+4>+12 =2
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Formel von Lagrange

Die Werte der Binomialkoeffizienten spielen fiir das Argument keine Rolle!

Stattdessen kann man die Stelligkeiten der Pfeile als Gewichte in die
Zellen eintragen:
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Pascalsche Regel und Gewichtregel

Die Pascalsche Regel besagt:

Daraus ergibt sich die Gewichtregel:

Wenn man zeilenweise jeweils die Gewichte zweier benachbarter Eintrage
addiert, so erhdlt man jeweils das Gewicht des dariiberliegenden Eintrags.
Die gewichtete Zeilensumme bleibt dabei gleich.
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Alternierende Zeilensummen

Wir haben bereits gesehen: > (—1)k(]) =0 (n > 0)
k=0

Dies lasst sich leicht mit der Gewichtsregel beweisen:
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Gewichte variieren

Mit der Gewichtsregel kann man auch gut Summenformeln entdecken.

n n 0 N4
Beispiel 1: Was ist der Wert der Summe 3~ k(})? 2k(k =2
k=0 K=o
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Gewichte variieren

Mit der Gewichtsregel kann man auch gut Summenformeln entdecken.

Beispiel 2: Was ist der Wert der Summe éo () Fi? "é_(fé)‘_;k-.-{.m
k=0

Gewid; IRk

t\ - m.‘fg\\n‘\-
\ _%ﬂ&\am}-
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Gewichte variieren

Mit der Gewichtsregel kann man auch gut Summenformeln entdecken.

Beispiel 3 (erneut): Was ist der Wert der Summe > (2)2?
k=0

M2l
\ m&!SMA
Rongton+
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Uberblick

4. Bliimchen und Girlanden
im Pascalschen Dreieck
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Blimchen im Pascalschen Dreieck

Die Fibonacci-Folge ist die Zahlenfolge gegeben durch
Fi=F=1F,=Fs 1+ Fpo.

Um zu begriinden, dass das Muster tatsachlich die Fibonacci-Folge ergibt,
miissen wir zeigen, dass zwei aufeinanderfolgende gewichtete
Zeilensummen die nachste ergibt. Da das Muster periodisch ist, reicht es,
einzelne Bliiten anzuschauen:

Das gilt auch am Rand, wenn man dort Nullen ergénzt.
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Es gibt auch weitere Girlandenmuster:
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Jacobsthal-Zahlen

Die Jacobsthal-Folge ist definiert durch:
h=hb=1Jy=Jy1+2)2

Auch hier kann man die Giiltigkeit des Musters mit passenden Bliiten
tberpriifen:
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Und noch ein Muster:




Dreierpotenzen im Pascalschen Dreieck

Auch die Dreierpotenzen finden sich im Pascalschen Dreieck:
39,39,31,31,32,3% ..

Auch dazu betrachtet man Bliiten:

'3’\
=2
Jacobstlal-
. -y\ Riutan
gﬁf A
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Uberblick

5. Ausblick und didaktische
Reflexion
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Didaktische Reflexion

Pfeiljagd...

@ ...kann Beweise iiber Identitdten von rekursiven Zahlenfolgen deutlich
vereinfachen (v.a. von alternierenden Summenformeln).

@ ...ermoglicht einen visuellen Zugang zu ldentitaten liber
Binomialkoeffizienten und kommt ohne Kenntnisse der
Hochschulmathmatik aus.

@ ... ermdglicht Argumentieren auf verschiedenen Abstraktionsniveaux,
beispielsweise auch mit , generischen Beispielen”

@ ...eignet sich fiir eine groBe Menge an rekursiv definierten
Zahlenfolgen (z.B. Stirling-Zahlen, Catalan-Zahlen, Bell-Zahlen).

@ ... funktioniert in vielen verschiedenen rekursiv definierten Dreiecken
(z.B. Hosoya-Dreieck, harmonisches Dreieck, Stirling-Dreiecke)
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Didaktische Reflexion

Pfeiljagd...

@ ...zeigt die Starke von rekursiven Definitionen im Gegensatz zu
expliziten auf.

@ ... ermdglicht das Entdecken neuer kombinatorischer Identitaten, z.B.
wurde folgende neue Identitdt mittels Pfeiljagd entdeckt:

Zn: <”> (1) by kg, = 5"2FLns,  n gerade
k=0 k e 5(ntD/2FnE  n ungerade

(s Weas-Tallen)
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Einsatz im Mathematikunterricht

Pfeiljagd wurde bereits vielfiltig erprobt:
o Begabtenforderung: z.B. Bonner Matheclub, Kdlner Mathe-AG
@ Schiiler*innenforschungsprojekt an der Universitat Bonn

@ Lehramtsausbildung

Potentiale fiir den Mathematikunterricht:
@ Formeln werden gleichzeitig entdeckt und bewiesen.

@ Pfeiljagd ermdglicht einen Einblick in mathematische
Forschungsprozesse fiir Lernende mit geringen Vorkenntnissen.

o Pfeiljagd zeigt, dass Beweise auch rein visuell funktionieren kénnen
(Beweise ohne Worte).

@ Forderung mathematischer Kreativitat.
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Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit!
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