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Zusammenfassung

Obwohl die Kettenbruchlehre standardmassig weder an Gymnasien noch an Universitaten gelehrt wird, bieten
die Kettenbriiche dennoch einzigartige und interessante Ansitze an vielerlei unerwartete Problemstellungen.
Die vorliegende Arbeit fokussiert sich auf solche im Bereich der Zahlentheorie.

Der erste Hauptteil dieser Arbeit widmet sich entsprechend den Eigenschaften regularer Kettenbriiche:
Anhand des euklidischen Algorithmus wird gezeigt, wie sich jede reelle Zahl in einen reguldren Kettenbruch
lag, a1, ...,ay,-..] entwickeln ldsst. Diese Tatsache wird anschliessend ausgenutzt, um die lineare diophan-
tische Gleichung uX — vY = w zu l6sen. Des Weiteren wird sich herausstellen, dass die Ndherungsbriiche 3—:
reguldrer Kettenbriiche ,beste® Naherungen an reelle Zahlen darstellen, dass Kettenbriiche also unter ande-
rem ein Mittel der Numerik sind. Danach wird zu den periodischen reguldren Kettenbriichen ibergegangen.
Sie stehen in einer bijektiven Beziehung zu den quadratischen Irrationalzahlen — darunter etwa Quadrat-
wurzeln Vd, deren Kettenbruchentwicklung sich nicht nur als periodisch, sondern auch als palindromisch
herausstellen wird: Vd = lag,ai,az, . ..,as, ay,2ap]. Mit dieser Kettenbruchentwicklung wird anschliessend
die allgemeine Pellsche Gleichung X? — dY? = +1 gelést.

Der zweite Hauptteil beschéftigt sich zunachst mit der Konvergenz und Irrationalitit gewisser allgemeiner
Kettenbriiche. Er besteht aber im Wesentlichen darin, die Funktionen tan(x) und tanh(x) als Kettenbriiche
darzustellen und mithilfe derer die Irrationalitit der Zahlen 7, 72 und e fiir £ € Q" zu beweisen.




Vorwort
Da die Kettenbriiche in der heutigen Zeit nicht mehr die einstige Rolle in der Mathematik einnehmen, habe
ich selbst erst vor relativ kurzer Zeit von ihnen erfahren. Als ersten Kettenbruch lernte ich
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kennen. Sein Wert ist der goldenene Schnitt @ = 1.618033988 . . .. Ich wusste alsdann, dass diese Zahl irrational
ist und dass sich diese Tatsache anhand dieses Kettenbruches beweisen lasst. Als ich dann eines Tages auf
das im Mathematikklassenzimmer hingende ,Meme“ (Abbildung 0.1) aufmerksam wurde, stellte sich mir
natiirlich die Frage, ob sich mit der abgebildeten Kettenbruchdarstellung auf dhnliche Weise die Irrationalitit
der Kreiszahl 7 beweisen liesse.

What is Pi?

Programmer: Math.PI

T =

Mathematician: o 32

Engineer:

Abbildung 0.1: Meme: ,What is Pi?“ [1].

In meinem festen Glauben daran, dass dies moglich war, lag meine initiale Motivation, eine Arbeit iiber Ket-
tenbriiche zu schreiben. Doch egal wie fest mein Glaube auch war, gibt es meines Wissens nach bisher noch
kein Irrationalitidtsbeweis der Zahl 7 anhand dieser Kettenbruchdarstellung. Zur Sache tat es aber nichts, denn
ein solcher Beweis gelingt ndmlich mit der Kettenbruchdarstellung des tan(x). Es war Johann H. Lambert,
der damit sogar den allerersten Irrationalitatsbeweis fiir 7 erbracht hat.

Mein personliches Ziel wihrend dieser Arbeit, das ich auch einhalten konnte, war, alle Inhalte, die nicht zum
elementaren Mathematikwissen gehoren, vollstindig zu beweisen. Ich habe dabei versucht, den Inhalt in op-
timaler und verstandlicher Weise an den Leser oder die Leserin heranzubringen. Was die Verstandlichkeit
betrifft: Die vollstandige Arbeit ist fiir jene zuganglich, die tiber das gesamte gymnasiale Mathematikwissen
verfiigen und ab und an nicht davor zuriickschrecken, Stift und Papier herbeizuziehen.

Dank gebiihrt in erster Linie meinem Betreuer, Herrn Dr. René Fehlmann, dessen Ratschlage und Einsichten
unerlasslich waren, dessen Faszination fur Kettenbriiche die zahlreichen Diskussionen zu einer Freude und
das Schreiben der Arbeit zu einer interessanten, unterhaltenden und schonen Tatigkeit machten. Weiter be-
danke ich mich bei meinen Eltern, Frau Franziska und Herrn Roger Maeder, fiir das Korrekturlesen sowie bei
Frau Nicole Etter fiir Perrons zweiten Band [2].

Ried b. Kerzers, Oktober 2025 Levi Maeder
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Notationsverzeichnis

Logische Symbole

a=">b ,a ist definiert als b

a=>b ,b ist definiert als a“

a=b »Aus a folgt b*

a & b »Aus a folgt b und aus b folgt a*

Ya Jfir alle a*

Mengen

N Menge der natiirlichen Zahlen (N :={0,1,2,3,4,...})

N* Menge der positiven natiirlichen Zahlen

Z Menge der ganzen Zahlen

7z Menge der ganzen Zahlen ohne 0 (Z* =7\ {0})

Q Menge der rationalen Zahlen

Qr Menge der rationalen Zahlen ohne 0 (Q* = Q \ {0})

R Menge der reellen Zahlen

R* Menge der reellen Zahlen ohne 0 (R* =R\ {0})

R* Menge der positiven reellen Zahlen

Diverses

la| Absoluter Wert von a fiir a € R (|a| = {a Haz 0’)
-a :a<0.

La] Ganzzahliger Teil von a fira e R (la] € Zmita -1 < |a] < a)

a mod b Divisionsrest der Division a durch b fir a, b € Z

a=b (modc) ,aistkongruent zu b modulo ¢ fira,b,c € Z (a mod ¢ = b mod ¢)

alb 4a ist ein Teiler von b* fiira,b € Z

atb 4a ist kein Teiler von b“ fira,b € Z

ggT(a,b) Grosster gemeinsamer Teiler von a und b fir a,b € Z
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1 Einleitung

Obgleich Kettenbriiche in der frithen Geschichte der Mathematik nahezu nie explizit erwahnt wurden, so
existierten tiber Kulturen und Lander hinaus Algorithmen, welche sich ebenso aus der Lehre der Ketten-
briiche gewinnen lassen. Die Geburtsstunde der heutigen Kettenbriiche aber schlug im Bologna des frithen
17. Jahrhunderts, wo Pietro A. Cataldi sie erstmals formalisierte. Er nutzte beispielsweise die Kettenbriiche
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um rationale Niherungswerte fiir V18 zu finden. Im weiteren Verlaufe des Jahrhunderts wurden die Ket-
tenbriiche von einigen (etwa von Christiaan Huygens in seinem von selbst laufendem Planetarium) fiir
ahnliche numerische Zwecke verwendet.

Das goldene Zeitalter der Kettenbriiche war aber zweifelsohne das 18. Jahrhundert: Leonhard Euler und
Joseph-L. Lagrange legten die Grundlage der Kettenbruchlehre. Euler bewies sowohl wichtige zahlentheo-
retische als auch analytische Ergebnisse. Er zeigte beispielsweise den Zusammenhang zwischen reguldren
Kettenbriichen und den reellen Zahlen R auf und war bereits im Besitz von Methoden, einige Potenzreihen
als Kettenbriiche darzustellen. Lagrange beschéftigte sich etwa mit der Kettenbruchentwicklung quadrati-
scher Irrationalzahlen, darunter insbesondere mit derjenigen von Quadratwurzeln Vd und fand damit die
Losungen (X,Y) der Pellschen Gleichung X? — dY? = 1. Im selben Jahrhundert leitete Johann H. Lam-
bert die Kettenbruchdarstellung des tan(x) her und bewies damit erstmals die Irrationalitat der Kreiszahl 7.
Die Kettenbriiche waren also nicht mehr nur Werkzeuge der Numerik, sondern solche der Analysis und der
Zahlentheorie.

Die grosste Popularitit erlangten die Kettenbriiche im 19. und frithen 20. Jahrhundert. Zahlreiche Ma-
thematiker, darunter auch die berithmten wie Carl F. Gauf3, Adrien-M. Legendre oder etwa Srinivasa
Ramanujan, leisteten ihren Beitrag zum Fortschritt der Kettenbruchlehre.

Nach dieser Periode trat die Kettenbruchforschung mehr und mehr in den Hintergrund; wenngleich auch
heute noch einzelne Ergebnisse und Anwendungen erscheinen, konnen die Kettenbriiche ihre einstige Popula-
ritit bei Weitem nicht mehr behaupten. Interessierte finden diese und weitere Informationen bei Brezinski [3].

In dieser Arbeit sollen nun einige der wichtigsten zahlentheoretischen Anwendungen der Kettenbruchlehre
dargestellt werden. Um diesem Ziel gerecht zu werden, wird im Kapitel 2 zunichst definiert, was ein Ketten-
bruch tiberhaupt ist. Anschliessend werden die fundamentalen Gesetze der Kettenbruchlehre hergeleitet.

Auf diesem Fundament aufbauend werden im Kapitel 3 anhand regularer Kettenbriiche und in enger An-
lehnung an den euklidischen Algorithmus erste zahlentheoretische Ergebnisse hergeleitet: die Entwicklung
reeller Zahlen in einen reguldren Kettenbruch, daran anschliessend die Losung der linearen diophantischen
Gleichung uX — vY = w sowie schliesslich das Gesetz der besten Naherung an reelle Zahlen.

Im Kapitel 4 werden regulére periodische Kettenbriiche betrachtet. Mit ihnen gelingt es uns, die Ketten-
bruchentwicklung von Quadratwurzeln Vd zu bestimmen. Anhand dieser Kettenbruchentwicklung wird eine
Methode zur Lésungsfindung der allgemeinen Pellschen Gleichung X? — dY? = +1 hergeleitet.

Im Kapitel 5 werden zunéchst Kriterien fiir die Konvergenz und Irrationalitat gewisser allgemeiner Ket-
tenbriiche hergeleitet. Anschliessend werden mithilfe hypergeometrischer Reihen die Funktionen tan(x) und
tanh(x) als unendliche Kettenbriiche dargestellt, mit denen die Irrationalitit der Zahlen &, 7> und ev fir
2 € Q" bewiesen werden.



2 Fundamentales

2.1 Definition und Notation allgemeiner Kettenbriiche
Als endlichen allgemeinen Kettenbruch bezeichnet man alle Ausdriicke der Form

b (2.1)
aog + . .
0 by

bs

ap +

as +

as +
by

by
an

+

Dabei sind die a,, und b,, Parameter, welche aus zwei endlichen Folgen

<al’l>1/1:]:0 = <a0’ aiy,.. "aN>; a, € ]R7
(bp)i_y =(b1,bs,...,byn); by € R

stammen!. Die Folgen diirfen einem Bildungsgesetz unterliegen, miissen das aber nicht. Wir notieren sie der
Einfachheit wegen als {a,), (b,). Des Weiteren bezeichnet man a, als n'*" Teilnenner - darunter speziell a,
als Anfangsglied — und b,, als n'" Teilzihler. Insgesamt heissen die a,, b,, Elemente.

Tatsachlich ist jede reelle Zahl ¢ ein allgemeiner Kettenbruch. Unter dieser Aussage versteht man, dass &
der Form eines Kettenbruches entspricht, nicht etwa, dass der Wert von ¢ gleich dem eines gewissen Ketten-
bruches ist! Setzen wir ndmlich ap = £ und N = 0, so ist ¢ ein Kettenbruch. Mit der gleichen Argumentation ist
auch jeder gewo6hnliche Bruch - das ist einer mit genau einem Bruchstrich - ein Kettenbruch. Wir sprechen
in solchen Fallen aber trotzdem von einer reellen Zahl bzw. von einem gewo6hnlichen Bruch.

Um einerseits Platz zu sparen und andererseits eine klare Ubersicht zu erhalten, notieren wir den Ketten-
bruch (2.1) mit der von Alfred Pringsheim eingefiihrten Notation

aop + by ‘ ‘+ o bN‘
PR jan
Ist ag = 0, so schreiben wir auch
0+ ‘+ ‘+ -+b—N‘:b—1‘+ b2‘+ -+b—N‘.
‘al ‘az ‘GN ‘az ‘HN

Gelegentlich kommt es vor, dass manche Teilzahler negativ sind. Wir schreiben dann

—b,| . —b2\+ b s -by| by | b2\+ b3\+ by|

0o—— — — e — —

ag +
[ar " [az " as lan 7 o e as jan

falls b1, b, und b positiv sind. Der 1'¢, 2'¢ und N'® Teilzahler sind dann aber immer noch —b;, —b, und —b .

2.2 Uberfithrung in einen gewohnlichen Bruch: Rekursionsformeln

In diesem Unterkapitel betrachten wir die a,, b,, als Unbestimmte und sehen vorerst davon ab, dass im Ket-
tenbruch eine Division durch 0 stattfinden, der Kettenbruch also keinen Wert haben kann. In diesem Fall 1asst
sich der Kettenbruch

by by

+ +oo+ — (2.2)
@ " fan

bl

ag +
jar

offenbar immer als gewohnlicher Bruch darstellen. Fiir N = 0, 1 erhalten wir etwa:

!Ublicherweise definiert man die a,, b, als Elemente der komplexen Zahlen C; fiir unsere Zwecke geniigen sie aber als reelle
Zahlen.



ajaz+bs
k a

Indem wir im vorherigen Bruch a; durch den Ausdruc ersetzen, ergibt sich offenbar ein giiltiger!

Bruch fur N = 2:

ajas+b;
bl o ( as ) + bl apaidas + (lobz + Clzbl

b, - (M) B aias + by
a; + — az

ap + (23)

az

Dieselbe Methode funktioniert iibrigens auch fiir den Ubergang vom Bruch mit N = 0 zum Bruch mit N = 1,
und tiberhaupt vom Bruch fiir (N —1) zum Bruch fiir N: Man ersetzt im vorhergehenden Bruch den Teilnenner
ay durch

Anana + by
aN+1

und erweitert den resultierenden Doppelbruch anschliessend mit ay,;. Mittels dieser Methode erhilt man
schrittweise giiltige Briiche fir N = 1,2,3,4,5.... Wir werden jetzt ein Bildungsgesetz fur die jeweiligen
Zéhler bzw. Nenner der Briiche, die durch diese Methode entstehen, herleiten. Dazu legen wir zunéchst die
folgende Definition fest:

Definition 2.1. Uberfiihrt man den Kettenbruch (2.2) fiir N > 1 nach der Methode (2.3) schrittweise in einen
gewohnlichen Bruch, so bezeichnen wir den Zihler des entstehenden Bruches als py und den Nenner als q .
Speziell sei py = ao und qo = 1. Fiirn < N nennen wir p, den n**" Ndherungszdhler und g, den n""
Ndaherungsnenner des Kettenbruches (2.2). Die Briiche

Po P1 P2 Pn-1 PN

g0 91 92 qno qn

bezeichnen wir als Nidherungsbriiche® bzw. & als n'*™ Niherungsbruch des Kettenbruches (2.2). Die Nihe-
rungsbriiche mit einem geraden Index nennen wir gerade bzw. solche mit ungeradem Index ungerade Nihe-
rungsbriiche.

Die Naherungsbriiche sind offenbar denjenigen Kettenbriichen gleich, die im Kettenbruch (2.2) enthalten
sind:

Po P1 bl‘ D2 +b_1‘+b_2‘ Pn _ b‘+b2‘+--+bN‘

— =dap, —=ayt—, — =4y . =ap+

, .
q0 q1 ‘611 q2 ‘al ‘az qn ‘611 ‘612 ‘GN

Die Naherungszihler und -nenner p,,, g, sind stets bruchfreie Ausdriicke in den Elementen a,,, b,,, die wir zu
Beginn fiir n = 0, 1, 2 konkret berechnet haben. Sie unterliegen nun den folgenden Rekursionsformeln:

Theorem 2.1. Die Niherungszdhler p,, und —nenner g, des Kettenbruches

b bl
+oot

a2 jax

bi|

far

ap +

lassen sich durch die folgenden Rekursionsformeln ausdriicken:
Pn = anPn-1+bupn-z und qn =anqn-1+bnqn-2; Yn2>1,
wobei wir p_y == 1 und g_; = 0 setzen, sodass das Theorem abn = 1 gilt*.

Beweis. In Bezug auf den Kettenbruch

bl bl
a T T a
betrachten wir die zwei Kettenbriiche
a0+b1‘ b—2‘+ -+b"_1‘ und a0+b‘ ‘+ -+b"_1‘+b—"‘
a1 |ay |an-1 jai |ay an-1  an’

IWeil man die Briiche erweitern kann, existieren unendlich viele mit denen sich der Kettenbruch darstellen lasst.
%In der Fachliteratur bezeichnet man sie oftmals auch als ,Konvergenten®.
3Weil by nicht definiert ist, macht es keinen Sinn, den Satz ab n = 0 gelten zu lassen.



wobei 1 < n < N sein soll. Wir erhalten letzteren Kettenbruch, indem wir im ersten a,_; durch “"’16‘:—"”’"

ersetzen:
a0+b—1‘+b—2‘+---+ i :a0+b—1‘+b—2‘+---+bn_l‘+b—"‘.
a; ‘az % ‘al ‘az ‘an_l a,

wieder a,,_; durch “"‘1;1—"”’”
n

Pn-1

Analog erhilt man mit der Methode (2.3), wenn man in 7 ersetzt und den

n-1

Doppelbruch anschliessend mit a,, erweitert, %. Zuerst werden wir aber p,_; und g,-; folgendermassen
ausdriicken:

Pn-1 = Xpnflan_l + an—l und qdn-1 = anflan_l + Y(]n—l'

Dabei sind X),,_, und X,_, jeweils die Summen aller Terme die mit a,,_; multipliziert sind, Y, , und Y, _,
die Summe derjenigen Terme die frei vom Faktor a,_; sind. Die Schreibweisen fiir p,_1, ¢,—1 sind offenbar

konsistent mit der Definition 2.1. Wir iiberfithren nun nach der Methode (2.3) % zu P

n-1

4n
an-1antbn +Y a"(Xpn—la"-l"'yl)n—l)+Xpn—1bn
pn _ Pn-1 an Pn-1 an
dn X an-1an+by Y a"(X‘Zn—lu"‘1+y‘1n—l)+XQn—1b"
qdn-1 an + dn-1 a
n

_ an (‘)(prt—lan_1 + an—l) + Xpn—lbn

an (Xg, an-1+Yq, ) + Xq, ,bn
Im erhaltenen Bruch fiir Z—" konnen wir jeweils den Klammerausdruck ersetzen:

Pn _ 4nPn-1 ¥ Xp"’lbn; Vn > 1.
dn anqn-1+ an_lbn

Es ist also nach der Definition 2.1
Pn = anpn-1+Xp, by und g, =anqu1+Xy, bp; VYn>1,

da p,, g, durch die Methode (2.3) entstanden sind. Weil X, | und X, _, wegen derer Definition a,, nicht als
Faktor enthalten konnen, schliessen wir, dass

Xp,, = Pn-1y an =qgn-1; VYnx1 = Xpn,l = Pn-2» an,l =qn-2; Ynx=2

gilt. Wir haben also X,,, , und X, , erfolgreich bestimmt und das fithrt durch Einsetzen in den vorherigen
Gleichungen fiir p,, g, zu

Pn=anPn-1+bupuo und g, =angn-1+bpqu_o; VYn=2.

Da die Formeln fir n = 1 per Definition stimmen, ist das Theorem damit bewiesen. ]

2.3 Wert endlicher Kettenbriiche

Um den Wert eines endlichen Kettenbruches ohne die Rekursionsformeln zu berechnen, das heisst, ihn manu-
ell zu einem gewohnlichen Bruch umzuwandeln, ,rollt* man ihn von ,hinten® auf. Wenn wir beispielsweise
den Wert von

7 3] 10]
2+ =+ + —
5 o |1
berechnen wollen, berechnen wir zuerst
10 3 98 7 329 47
9+ — =19, dann 5+ — = — undschliesslichnoch 2+ —=—=—, (2.4)
1 19 19 B 98 14

19

was dem Wert des Kettenbruches entspricht. Um den Wert mit den Rekursionsformeln zu berechnen, miissen

wir % des Kettenbruches bestimmen. Wir erhalten dafur

Ps3 _ag(a0a1a2+a0b2+azb1)+b3(a0a1+b1) _ 1'(2'5'9+2'3+9'7)+10'(2'5+7) _329_47
qs B [13(611612+b2)+b3(611) B 1'(5'9+3)+10'1 B 98 B 14.




Weniger (aber immer noch) zur Berechnung eines Kettenbruches, sondern vielmehr im Sinne der zukiinf-
tigen Beweisfithrung, fithren wir ein weiteres Hilfsmittel ein:

Definition 2.2. In Anbetracht eines endlichen Kettenbruches

ao+ 2l el bl
a; ‘az ‘an

+...+b_lv‘
jaw

ap + 2zl By o N
é‘.‘n:: Ap+1 an .
ap :n=N.

Daraus lasst sich unmittelbar feststellen, dass

+

sei

bn+1
§n+1

gilt. Das bedeutet, dass man mit &,,1 auch &, berechnen kann. Zudem ist &, offensichtlich der Wert des Ketten-
bruches. Mit diesem Hilfsmittel l4sst sich ein endlicher Kettenbruch schrittweise berechnen: Weil £y = ay ist,
finden wir auch &5_,, dann &5 _, usw., bis wir &), den Wert des Kettenbruches, erhalten. Diese Vorgehensweise
haben wir schon im Beispiel (2.4) angewandt, aber noch nicht ausformuliert.

Jetzt ist es so, dass nicht jeder endliche Kettenbruch einen Wert hat. Es kann ja der Fall eintreten, dass
eines der &, = 0 ist. In diesem Fall wiirde innerhalb des Kettenbruches eine Division durch 0 stattfinden. Es
sei denn, nur & ist gleich 0, dann hat der Kettenbruch den Wert 0. Beispielsweise ist der Wert des unschuldig
aussehenden Kettenbruches

én=ap + — Eny1 #0;, Vn< N

71 2] 5] 89|
5+ —+—+—+

7 11 6 |-9
nicht definiert, weil sich &; als 0 herausstellt und somit &;, der Wert des Kettenbruches, nicht definiert ist:
89 35 5 -2 2 7 7
é3=6+—=— = &L =1l+—=— = & =7T4+—=0 = & =5+—=5+-.
-9 -9 & 7 & & 0

Ein endlicher Kettenbruch hat also nur dann einen Wert, wenn fiir n > 1 stets &, # 0 ist.

2.4 Definition und Wert unendlicher Kettenbriiche

Ein unendlicher allgemeiner Kettenbruch ist ein Ausdruck der Form

a0+b—1‘+ bz‘

— e (2.5)
aq ‘az

wobei die a,, b, durch zwei, nun nicht mehr durch irgendein N beschrankten, unendlichen Folgen gegeben
sind:

(@n)nen = {ag,ai,...); an €R,
<bn>n€]N+ = <b1, by, .. .>; b, € R.
Es sei dabei angemerkt, dass wir die bisherige Terminologie beibehalten und auch die Definition von Néhe-

rungsbriichen (-zéhler, —nenner) analog iibernehmen. Der unendliche Kettenbruch (2.5) hat offenbar unend-
lich viele Naherungsbriiche

Pop1 Pz Ps
ro’ 611’ (12’ 613’

Oftmals ist es nun so, dass sie einem gewissen Grenzwert zustreben. Das veranlasst zur folgenden Definition:

Definition 2.3. Erfiillen die Néiherungsbriiche 22 des unendlichen Kettenbruches

dn
bi| = by
ag+—+—+
ay ‘az
die Bedingung
lim 2% — ¢ ¢eR, (2.6)
n—e gn

so heisst der Kettenbruch konvergent und sein Wert ist &. Existiert kein solcher Grenzwert, heisst der Kettenbruch
divergent und sein Wert bleibt undefiniert.



Des Weiteren definieren wir die &, im selben Sinne auf unendliche Kettenbriiche:
Definition 2.4. In Anbetracht des unendlichen Kettenbruches (2.5) sei

bn+1‘ + bn+2‘ 4.

&i=a -5 VneN.

n
‘an+1 ‘an+2

Nach dieser Definition gilt nunmehr fiir endliche und auch unendliche Kettenbriiche der Zusammenhang

n

§n+1

Im Gegensatz zu den endlichen Kettenbriichen bedeutet jetzt &, = 0 nicht unbedingt mehr, dass der Wert des
Kettenbruches undefiniert ist; denn dieser ist allein durch den Grenzwert (2.6) definiert, und &,, = 0 bedeutet
eben nicht unbedingt, dass dieser nicht existiert. Klar ist allerdings: Gilt £; = 0, dann existiert der Grenzwert
nicht.

Eqn=an+ — Enyr # 0.

2.5 Folgerungen aus den Rekursionsformeln

Die Motivation dafiir, Rekursionsformeln fir p,,, g, herzuleiten, lag unter anderem darin, dass sich jetzt zwei
wichtige Hilfssatze aus ihnen ergeben.

Lemma 2.1. Fiir die Nidherungszdihler und —nenner p,,, q, eines allgemeinen Kettenbruches

bi| = by by
apg+—+—+- -+ —
aq ‘ag ‘GN

gilt
PnGn-1—=Pn-1qn = (=1)""biby...b,; Vn>0,

wobei der Fall n = 0 so zu verstehen ist, dass als einziger Unterschied zu anderen Indizes n keine Teilzdhler als
Faktoren auftreten.

Beweis. Mittels der Rekursionsformeln erhalten wir
Pndn-1 — Pn-19n = (anpn—l + bnpn—Z)Qn—l - pn—l(anQn—l + ann—Z)
= _bn(pn—IQn—Z - pn—Z‘In—l)°

Der Klammerterm ist wieder in der Form des urspriinglichen Terms, also kénnen wir diesen Schritt insgesamt
n mal durchfuhren, woraus

Pnqn-1= Pn-14n = (=1)"bpbyu_y ... b2b1(pog-1 — p-190)
= (—l)nbnbn_l e bgbl(a() c0—-1- 1)
= (—l)n_lblbz e bn—lbn

folgt. ]
Mit dem Lemma 2.1 kénnen wir jetzt die Differenz aufeinanderfolgender Naherungsbriiche ausdriicken:

Satz 2.1. Fiir die Differenz aufeinanderfolgender Niherungsbriiche gilt

Pn _ Pn-1 _ (=1)""'b1by--- b,
qn qdn-1 dndn-1

; Vn2l1l & g, #0,q,-1%0.

Beweis. Der Beweis ist trivial und sei daher als Ubungsaufgabe dem Leser oder der Leserin iiberlassen.  ®



3 Regulire Kettenbriiche

Obwohl die reguldren Kettenbriiche ein Spezialfall der allgemeinen sind, tragen sie einige der wichtigsten
Anwendungen der Kettenbruchlehre in sich. Dieses Kapitel beschrankt sich auf das Losen der linearen dio-
phantischen Gleichung uX — vY = w und auf das Gesetz der besten Ndherung.

3.1 Definition regulirer Kettenbriiche und Gesetzmissigkeiten

Definition 3.1. Kettenbriiche der Form

L, 1] ! L, 1
ap+—+—+--+— bzw. ag+ — + —
aq ‘az ‘ClN ‘611

L
@ " o

heissen regular, falls das Anfangsglied ay € Z. ist und die restlichen Teilnenner a,, € N sind.
Wir fithren sogleich eine kompaktere Notation ein und schreiben:

1 1
a0+—‘+---+— = [ag, a1, ...,ay] bzw. ao+—‘+—‘+"' = [ao, a1, az,...].
‘al ‘aN a; ‘az
Im letzten Kapitel haben wir das rekursive Bildungsgesetz der Naherungszéhler p,, und Ndherungsnen-
ner ¢, fir allgemeine Kettenbriiche hergeleitet. Im Spezialfall der Kettenbriiche bei denen alle b,, = 1 sind,
darunter befinden sich insbesondere alle regularen Kettenbriiche, lautet es jeweils

Pn =auPn-1+pn—2 und g, =apqu-1+qu-2 VYn=0. (3.1)

Weil die Rekursionsformeln nicht mehr von den Teilzahlern b, abhéngig sind, kénnen und sollen wir wegen
der zukiinftigen Beweisfithrung p_, = 0, g_5 = 1 setzen, sodass die Formeln ab n = 0 gelten. Im Anschluss
daran beweisen wir noch den

Satz 3.1. In Anbetracht des Kettenbruches [ag, ay, . . ., an, Ensr] gilt:

P R

qn Qn(6n+1Qn +qn—1).

Ist der Kettenbruch zudem reguldr, so bilden die NGherungsnenner q,, eine — bis auf die Ausnahme gy < g, — streng
monoton steigende Folge positiver ganzer Zahlen 0 < qo < g1 < q2 < . ... Ferner ist der n" Niherungsnenner q,
stets teilerfremd zum n'" Niherungszdhler p,; die Niherungsbriiche % sind also alle irreduzibel (in gekiirzter
Form).

Beweis. Nach dem Lemma 2.1, S.6 ist, da alle Teilzihler gleich 1 sind, p,gn—1 — pPn-1gn = (=1)""1. In
Anbetracht des Kettenbruches [aq, ay, . . ., a,, £qn41] und mittels der Rekursionsformeln (3.1) konnen wir also
folgendermassen vorgehen:

Pn _ Pnt1r _ Pn _&nniPn+ Pt Pn _ =(Pndn-1 = Pn-19n) _ ="

dn qn+1 dn B Ene1qn + qn-1 qn Qn(§n+1q;1 + Qn—l) B 5ht(§n+1¢]n + Qn—l) )

o —

Ist der Kettenbruch regulér, so folgt unmittelbar aus den Rekursionsformeln, weil g_; = 0 und g¢ = 1 ist,
dass die g, stets positiv sind und streng monoton steigen, es sei denn der Einzelfall a; = 1 tritt ein, denn dann
ist go = g1 = 1. Da alle Teilnenner ganze Zahlen sind, muss g, schliesslich immerzu eine positive ganze Zahl
sein. Es ist also go < g1 < g2 < ... mit g, € N*.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass ggT(p,, gn) = 1ist: Es sei t = ggT(p,, gn). Dann folgt

tl|pnGn-1—Pn-1qnl =1 = |1 = t=1.



3.2 Die Kettenbruchentwicklung

Wir werden in diesem Unterkapitel zeigen, dass jede rationale Zahl vom Wert her immer genau zweien end-
lichen regulidren Kettenbriichen und jede irrationale Zahl genau einem unendlichen reguliaren Kettenbruch
entspricht. Wir beginnen mit zwei konkreten Beispielen:

1 1 1
— =0+ =0+ =0+—— =0+ ———, (3.2)
19 19 4 1 1
0+ — 34— 3+ 3+
5 5 1
0+ - 1+ -
4
-19 -20+1 1 1
— = =44 -=—-44—. (3.3)
5 5 5 1
44 -
1

Im Beispiel (3.2) haben wir sowohl eine positive rationale Zahl, die kleiner als 1 ist, ->

s 5 als auch die damit
verbundene rationale Zahl, die grosser als 1 ist, %, in einen endlichen reguldren Kettenbruch entwickelt.
Dasselbe haben wir im Beispiel (3.3) mit einer negativen rationalen Zahl, —T19, gemacht. Dabei haben wir auch
gleich einen zweiten endlichen reguldren Kettenbruch entdeckt, der vom Wert her gleich dem ersten ist, indem
wir 5 als 4 + % geschrieben haben. Das hitten wir auch im ersten Beispiel machen kénnen. Was wir benutzt
haben, ist nichts anderes als die Division mit Rest. Beim ersten Beispiel haben wir zugesehen, wie oft ,die 19
in die 5 passt®; sie passt 0-mal herein. Aquivalent wire, die Frage zu stellen, welche ganzen Zahlen s, r die
Gleichung 5 = s - 19 + r erfiillen. Hier funktioniert einzig s = 0 und r = 5. Die Zahl r = 5 ist der Divisionsrest

der ganzzahligen Division 5 durch 19. Wir erhielten damit

5 r 5 1
—=s5s+— = —=0+—.
19 19 19 %

Dasselbe Verfahren konnten wir dann auch mit 19 und 5 durchfiithren: ,Wie oft passt die 5 in die 19 hinein?“,
oder was dasselbe ist: ,Welche ganzen Zahlen s, r erfilllen die Gleichung 19 = s - 5 + r ?°. Hier erhielten wir
s = 3,r = 4 und somit
19 r 19 4 5
—=5+- = —=3+- = —=0+
5 5 5

.
5 19 344

Dieses Verfahren mit den Divisionsgleichungen fortfithrend, haben wir in beiden Beispielen die Kettenbriiche
erhalten. Wir werden nun, wie zu Beginn angekiindigt, zeigen, dass dieses Verfahren fiir jede reelle Zahl eine
Darstellung als regularer Kettenbruch zur Folge hat.

Dazu werden wir uns des euklidischen Algorithmus bedienen. Er wurde erstmals vom griechischen
Mathematiker Euklid von Alexandria dokumentiert. Euklid benutzte den Algorithmus, um das grosste ge-
meinsame Mass d zweier Strecken a, b zu finden. Unter einem gemeinsamen Mass versteht man hier eine
Strecke ¢, welche durch Vervielfachung sowohl die Strecke a als auch die Strecke b ergeben kann. Strecken,
die ein solches Mass besitzen, nennt man kommensurabel und andernfalls inkommensurabel. Wir werden
den euklidischen Algorithmus analog, in der Weise wie Euklid ihn dokumentiert hat, durchfithren. Wir wer-
den a, b aber nicht als Strecken verstehen, sondern als reelle Zahlen. Die Analogie zu Strecken besteht aber
immer noch, da man deren Lange mit Zahlen beschreibt. Auf reelle Zahlen iibertragen wiirde der Algorithmus
fiir zwei Zahlen a, b die grosste positive reelle Zahl d finden, die a = d - m, und b = d - my, erfillt, wobei m,
und my, dadurch bestimmte ganze Zahlen sind. Wir nennen a, b analog zu Strecken jeweils kommensurabel,
falls eine positive reelle Zahl ¢ existiert, welche durch ganzzahlige Verfielfachung a und b ergeben kann und
inkommensurabel falls kein solches ¢ existiert. Wir tibertragen zudem den Begriff des gemeinsamen Masses c.
Wir fithren nun den euklidischen Algorithmus ein:

3.2.1 Der euklidische Algorithmus

Es seien r_; € R,ry € R* zwei entsprechend wihlbare Zahlen, mit denen man den Algorithmus durchfiihrt.
Es findet sich nun immer eine Zahl sy € Z und eine weitere Zahl r; € R, sodass gilt:

r—1 = Soro +r1; 0<r <rp.



Die Gleichung bedeutet nichts anderes als die ganzzahlige Division r_; durch ry mit Rest r;. Die Zahlen s,
und r4 sind eindeutig durch die obere Bedingung 0 < r; < r( bestimmt. Man stelle sich dazu nur vor, dass falls
5o verandert wiirde, auch r, verdndert werden misste, sodass die Gleichung immer noch bestiinde. Und zwar
wiirde r; um ein vielfaches von ry verandert, was aber bedeuten wiirde, dass r; die Bedingung nicht mehr
erfillen wiirde. Der euklidische Algorithmus besteht darin, dass man weitere solche eindeutig bestimmten
Gleichungen findet:

ro = S1r1 +r9

r1 Solrp + 13

ra S§3r3 + 14

Tp—2 = Sp—trp-1+rn; 0=71, <rpg

Wir sagen, dass der Algorithmus genau dann terminiert, falls einer der Reste, sagen wir r, gleich 0 ist. In
diesem Fall trifft es sich, dass ri_; das grosste gemeinsame Mass d von r_, ry ist, was hier aber nicht bewiesen
wird. In der Bestimmung dieses Masses, falls es existiert, fand der Algorithmus urspriinglich seine Verwen-
dung. Natiirlich wurde er mit zwei positiven Zahlen durchgefiihrt, weil man diese als Strecken interpretieren
kann, die damals als Definition fiir Zahlen dienten. Wir interessieren uns aber weniger fiir das grosste ge-
meinsame Mass an sich, sondern vielmehr fiir die Gegebenheiten des Algorithmus, welche aber wiederum
mit der Existenzfrage eines gemeinsamen Masses der Eingabewerte r_1, ry zu tun haben.

Der Algorithmus muss jetzt nicht zwingend terminieren, es kann auch sein, dass es kein solches r; gibt
und somit unendlich viele solche Gleichungen. In welchen Fallen es eines gibt und in welchen nicht, soll jetzt
untersucht werden.

3.2.2 Gesetzmissigkeiten des euklidischen Algorithmus

Lemma 3.1. Es seienr_y, 1y kommensurabel. Dann sind auch alle weiteren durch den euklidischen Algorithmus
erzeugten Rester ,ri zueinander kommensurabel und der euklidische Algorithmus terminiert.

Beweis. Es seien r_;, o kommensurabel beziiglich c. Um vorerst zu zeigen, dass alle r;, ry fiir gegebene j, k
kommensurabel sind, geniigt es zu zeigen, dass falls r¢, r74; kommensurabel beziiglich ¢ sind, auch 7,4, zu
den beiden beziiglich ¢ kommensurabel ist. Daraus folgt induktiv, dass alle 7, rx kommensurabel beziiglich
¢ sind. Seien also r¢, r¢+1 kommensurabel beziiglich c. Es folgt

Te = Sesilesr ez = CoMp—Seq1(C-Mepq) =Tpse = €~ (Mg — Ser1Mes1) = Tegas

wobei m¢, meyq entsprechende ganze Zahlen sind. Weil dann my — s¢g41m¢4+1 ebenfalls ganzzahlig ist, ist rg4o
wie gewtiinscht zu ¢, r¢; kommensurabel beziiglich c.

Jetzt zeigen wir, dass der euklidische Algorithmus mit den gegebenen Voraussetzungen terminiert. Wegen
der Bedingung r,,_; > r, gilt folglich ry > r; > r; > r3.... Weil aber, wie vorher gezeigt wurde, alle solchen
Reste r, ein gemeinsames Mass besitzen, sagen wir ¢, konnen alle r,, als r,, = ¢ - m,, geschrieben werden. Da
¢ eine positive Konstante ist, miissen die m,, natiirliche Zahlen sein, fiir die analog m; > my; > ms ... gilt.
Unter einer solchen streng monoton fallenden Folge natiirlicher Zahlen l4sst sich konsequenterweise ein k
finden, sodass my = 0 und somit auch rx = ¢ - my = 0 ist. Der euklidische Algorithmus terminiert also.

[

Wir wollen indes auch die Umkehrung des Lemmas 3.1 verifizieren:
Lemma 3.2. Terminiert der euklidische Algorithmus, so sind r_1, ro kommensurabel.
Beweis. Terminiert der euklidische Algorithmus, so finden wir ein dadurch eindeutig bestimmtes k, sodass
rek=0 = Trk-2 = Sk-1"k-1

gilt. Wie aus der Gleichung sofort zu entnehmen ist, sind r¢_», rr_; kommensurabel beziiglich r;_;. Betrachtet
man die Gleichungen des euklidischen Algorithmus, ersieht man induktiv — wie im Beweis des vorherigen
Lemmas — dass rg_z, rx—3 sowie ri_s, rx—4 und schliesslich auch ry, r_; kommensurabel bezliglich r;_; sind.

|



Die Argumentation bringt gleich mit sich, dass beim terminierenden euklidischen Algorithmus r_; tat-
sachlich ein gemeinsames Mass von r_, r ist. Der Leser oder die Leserin moge bei Bedarf selber verifizieren,
dass ri_; auch das grosste gemeinsame Mass der beiden ist.

3.2.3 Umwandlung in einen reguliren Kettenbruch

Wir betrachten die Gleichungen (3.4) des euklidischen Algorithmus bis zu einem Rest 741 unter der Annahme,
dass die vorherigen Reste von 0 verschieden sind:

r—1 r

r_1 = 8o + 11 = — =S+ —,
ro ro
ro I
ro = S1r1 +ry = — =851+ —y
r r
r rs
r1 = Sarp + 13 = — =85+ —,
r r
) Ik
Tk—2 = Sk-1k-1+ Tk = r_:Sk—1+r_7
k-1 k-1
T'k—1 T'k+1
Yk—1 = Skrk + k+1 = I”_:Sk+ p
k k

Indem wir die rechten Folgegleichungen sukzessiv ineinander einsetzen, konnen wir die Zahl rr;ol als folgender
Kettenbruch darstellen:

ro 1 1 1 T+t

—=s0+—‘+---+ ‘+ rk+1‘: $0s 81y -+ Sk—1,Sk + (3.5)
7o \51 ‘Sk—l ‘Sk o Tk

Dieser Kettenbruch wire regulir, falls s1, 5o, ..., Sk—1, S¢ alle positiv wiren und im letzten Teilnenner rkr—"

verschwinden wiirde. Es ist kein Zufall, dass die Gleichungen fast einen reguldren Kettenbruch mit sich brin-
gen, denn sie reprasentieren sukzessive Divisionen mit Rest, die wir doch auch in den Beispielen (3.2) und
(3.3) benutzt haben! Aus den vorherigen Uberlegungen folgt nun eine der wichtigsten Tatsachen der Ketten-
bruchlehre. Leonhard Euler bewies als erster das folgende Theorem:

Theorem 3.1.

a) Jede rationale Zahl ¢ entspricht vom Wert her genau zwei endlichen reguldren Kettenbriichen. Einmal gilt
& = [ag,a1,...,an] mitay # 1 und einmal ¢ = [ag,ay,...,ay — 1,1]. Der Fall ¢ = 1 stellt eine
Ausnahme dar; einmal ist 1 = [1] (der letzte Teilnenner ist nicht ungleich 1) und einmal 1 = [0, 1].

b) Alle irrationalen Zahlen & entsprechen vom Wert her genau einem unendlichen reguldren Kettenbruch.

Damit entspricht jede reelle Zahl & mindestens einem regularen Kettenbruch. Wir treffen daher die fol-
gende Definition:

Definition 3.2. Wir nennen den reguldren Kettenbruch der einer reellen Zahl ¢ entspricht ihre Kettenbruch-
entwicklung. Bei £ € Q meinen wir den Kettenbruch, der am wenigsten Teilnenner hat, d.h. (abgesehen vom
Fall ¢ = 1) derjenige, dessen letzter Teilnenner ay # 1 ist.

Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte: Zuerst wird gezeigt, dass rationale Zahlen vom Wert her
zwei endlichen regularen Kettenbriichen entsprechen. Danach wird gezeigt, dass alle Irrationalzahlen einem
unendlichen reguldren Kettenbruch entsprechen. Abschliessend wird noch verifiziert, dass dies jeweils die
einzigen reguldren Kettenbriiche sind, die einer bestimmten rationalen, bzw. irrationalen Zahl entsprechen.

Beweis. Wir beginnen mit dem ersten Schritt. Die rationalen Zahlen & sind alle von der Form 7, wobei wir
u € Zund v € N* voraussetzen konnen. Die Zahlen u, v sind offenbar kommensurabel beztiglich 1. Nach
dem Lemma 3.1 bedeutet dies, dass der euklidische Algorithmus mit r_;y = u und ry = v terminiert; es
existiert also ein (k + 1), sodass rr+; = 0 ist. Die Gleichungen des euklidischen Algorithmus bis zu einem
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existierenden r,; lassen sich, wie bereits verifiziert wurde, in den endlichen Kettenbruch (3.5) iiberfithren.
Es ist also offensichtlich, dass sich jede rationale Zahl % in den regularen endlichen Kettenbruch

1] 1]
- :S0+_++_ = [SO’SI’-'-9Sk—1’sk]
|51 s
umwandeln lisst; denn es ist rx+; = 0 und die ganzen Zahlen s1, 53, . .., Sx_1, Sk sind wegen s,, = =1 — r"“

n
und r,_; > r, > rp41 = 0 positive ganze Zahlen. Wir ersetzen die s,, da sie Teilnenner eines Kettenbruches

sind, durch die uns gewohnten a,:
u

;_[ao’al’---aaN]; an = Sny N =k.

Dabei ist der Teilnenner ay fiir N > 1 immer grosser als 1. Wiare namlich a,, welches bereits eine positive
ganze Zahl ist, gleich 1, so miisste wegen ry_, = ayry folglich r’r"T‘l = 1 gelten, was wegen ry_, > ry hicht
moglich wire. Bei einem reguldren Kettenbruch muss fiir N > 1 per Definition ay > 1 sein. Wenn man beim
vorherigen Kettenbruch ay als ay — 1 + % schreibt, dann wird, da fiir N > 1 stets ay — 1 # 0 ist, ein zweiter
reguldrer Kettenbruch fiir - erkennbar:
u
" = [ag,ay,...,an_,ay] = [ag,a1,...,an_1,an — 1,1].

Wir fahren mit dem zweiten Schritt fort. Wir konnen jede irrationale Zahl £ als % schreiben. Offensicht-
lich sind &, 1 inkommensurabel. Fithren wir also den euklidischen Algorithmus mit r_; = & und ry = 1 durch,
so wird dieser wegen dem Lemma 3.2 nicht terminieren, weil sonst £, 1 kommensurabel wiren. Trotzdem
konnen wir endlich viele Gleichungen bis zu einem r.; betrachten und erhalten fiir £ bzw. % den endlichen
Kettenbruch (3.5)

_f_ T'k+1
é:___ ao’al’aZa""ak—19ak+ 9

1 Tk

der aber nicht regulér ist, da = rk“

offenbar irrational sein muss. Die Vermutung liegt nahe, dass & = [ay, a1, . . .]
ist. Setzen wir &1 = m ) konnen wir & = [ag,ay, . .., ak, €x+1] schreiben. Nach dem Satz 3.1 folgt fir die

Differenz zwischen & und dem k'** Niherungsbruch dieses Kettenbruches

£l Pk _ (-D*
g qi(Exv1qr + qr-1)

Weil nach dem Satz 3.1 mit n — oo auch g, — oo geht, folgt

lim (f - p—k) =0.

k—co qk
Demnach gilt nach der Definition 2.3, S.5 beziiglich des Wertes unendlicher Kettenbriiche ¢ = [ay, a1, . . .],
was den zweiten Schritt zu Ende fiihrt.

Wir schliessen mit dem dritten Schritt ab. Es gilt zu zeigen, dass alle £ € Q genau nur den zwei herge-
leiteten reguldren Kettenbriichen entsprechen und dass alle ¢ € R\ Q genau nur dem hergeleiteten reguldren
Kettenbruch entsprechen. Wir zeigen es fiir ¢ € Q; die Argumentation fiir £ € R\ Q ist im Wesentlichen die-
selbe. Wir konnen uns zudem auf solche Kettenbriiche beschrianken, deren letzter Teilnenner ay # 1 ist, da
der Kettenbruch andernfalls in die gewiinschte Form gebracht werden kann — ausser bei den Kettenbriichen
[0,1] = [1], fur die aber durch die folgende Argumentation ebenfalls ersichtlich wird, dass sie die einzigen
sind, die der Zahl 1 entsprechen. Angenommen es wire jetzt

& =lag,ai,...,ay] undzugleich ¢ =lag,al,...,d\],

wobei [ag,ay, . ..,ay] die Kettenbruchentwicklung von ¢ ist. Da die beiden Kettenbriiche denselben Wert
haben, miissen ihre ganzzahligen Teile iibereinstimmen, also ay = a; sein. Es sei angemerkt, dass a und a, nur
deshalb mit Gewissheit die ganzzahligen Teile der Kettenbriiche sind, weil wir nur den Fall a,; # 1 betrachten.

Es muss also auch [ay,...,ay] = [a],...,d},] gelten. Weil a; und a| wieder die ganzzahligen Teile der
Kettenbriiche sind, ist a; = a}. Die Wiederholung dieses Arguments ergibt a; = a), as = a;, ..., ay = a),
mit N = N’. Der Satz ist damit bewiesen. [}
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Wir wollen jetzt noch zeigen, dass alle reguldren Kettenbriiche einen Wert besitzen. Das ist im Theo-
rem 3.1 noch nicht gezeigt worden!

Satz 3.2. Jeder regulire Kettenbruch entspricht vom Wert her einer reellen Zahl.

Beweis. Wir betrachten dazu zuerst den endlichen reguldren Kettenbruch [ag, a1, . . ., ay]. Da die Teilnenner
ai, ds, ...,ay samtlich positiv sind, kann keines der &, mit n > 1 den Wert 0 haben, also bei endlichen

reguliren Kettenbriichen keine Division durch 0 stattfinden. Sie haben demnach alle einen Wert.
Bei unendlichen regulédren Kettenbriichen ist der Wert & = [ag, @y, . . .] als

lim —

n—oo qn
definiert, falls dieser Grenzwert existiert. Die Folge der Ndherungsbriiche konvergiert genau dann, wenn fiir
jede beliebige positive reelle Zahl & sich immer ein Index ¢ finden lésst, sodass

Pj _ Pk

<& Vj,k=>={ (3.6)
qj 4k

gilt. Um das zu verifizieren, miissen wir den trivialen Fall j = k offensichtlich nicht betrachten. Deswegen
und aus Symmetriegriinden dirfen wir voraussetzen, dass j > k ist. Wir kénnen also die vorherige Differenz
aus der Betragsfunktion folgendermassen umschreiben:

(Q ~ ﬁ) _ (Q ~ pj—l) N (pj—l ~ Pj—z) . (Pk+z ~ Pk+1) . (Pk+1 ~ Q)’ (57)
q; 4k q; d4j-1 qgj-1  4j-2 dk+2  qk+1 dk+1 4k

wobei (j — k) Klammerausdriicke entstehen. Es sei angemerkt, dass nach dem Satz 3.1 stets ¢,, > 0 ist
und dass mit n — oo auch g, — oo geht. Aus dem Satz 2.1, S.6 iiber die Differenz aufeinanderfolgender
Niaherungsbriiche kénnen wir, weil alle Teilzdhler gleich 1 sind, des Weiteren schliessen, dass

- -1)"!
lim (p—" - M) = lim (L) =0
n—e \ dn qdn-1 n—= \ dnqn-1

gilt. Wenn k — co geht, gehen daher die Klammerausdriicke auf der rechten Seite der Gleichung (3.7) gegen 0,
also gilt auch fiir die Differenz auf der linken Seite:

lim(&—&)zo = limﬂ—ﬁzo.
k—co |\ g j qk k—oo | q; qk
Damit ist die Bedingung (3.6) gewiss erfiillt. ]

Das folgende Korollar fasst schliesslich zusammen, dass zwischen den reellen Zahlen ¢ € R und den
regulidren Kettenbriichen nahezu eine bijektive Beziehung besteht.

Korollar 3.1.

a) Jede rationale Zahl ¢ entspricht genau zwei endlichen Kettenbriichen: Einmal ist ¢ = [ay, a1, . ..,ay] und

einmal ist ¢ = [ag,ay,...,an — 1,1]. Umgekehrt entspricht jeder endliche Kettenbruch einer rationalen
Zahl.

b) Feder irrationale Zahl ¢ entspricht genau einem unendlichen Kettenbruch [ay,ay, ...]. Umgekehrt ent-
spricht jeder unendliche Kettenbruch einer irrationalen Zahl.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Kombination des Theorems 3.1 und des Satzes 3.2. [ ]
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3.3 Die lineare diophantische Gleichung

Mit der bisherigen Analyse gelingt uns nun die Synthese einer wichtigen Anwendung. Es trifft sich, dass man
mit den reguliren Kettenbriichen die Losungen (X, Y) der linearen diophantischen Gleichung

uX —vY¥y =w (3.8)

bestimmen kann. Dabei sind # # 0,v # 0, w und die Unbekannten X, Y als ganzzahlig vorausgesetzt. Wenn
u,v einen grossten gemeinsamen Teiler # > 1 haben, so teilt # auch w. Wir dirfen u, v also — ohne den Ver-
lust der Allgemeinheit - als teilerfremd voraussetzen, denn wir kénnen die Gleichung mittels Division mit ¢
immer in diesen Fall iiberfithren. Des Weiteren kdnnen wir v als positiv annehmen, da wir auch hier die Glei-
chung mittels Multiplikation mit —1 in diesen Fall iberfithren kénnen. Wie wir vermoge des Korollars 3.1
wissen, entsprechen rationale Zahlen immer zweien endlichen reguliren Kettenbriichen, die sich in der An-
zahl Teilnenner um 1 unterscheiden. Fiir die rationale Zahl ¢ finden wir deshalb einen endlichen reguldren
Kettenbruch, der eine gerade Anzahl Teilnenner besitzt:

u
- =lap,ay,...,ay]; N=1 (mod?2).
v

_ N

Es gilt also £ . Weil u, v und nach dem Satz 3.1 auch py, gy teilerfremd sind, muss u = py, und v = g»
gelten, da beide Briiche irreduzibel sind. Weil bekanntlich

Pndn-1 — Pn-19n = (_1)n—1

gilt, folgern wir, dass
Ugn-1 = VPN-1 = (_1)N71 =1

ist, da N ungerade ist. Multipliziert man diese Gleichung nun mit w, erhélt man

u(gn-w) = v(pnaw) = w. (3.9)

Offensichtlich ist (X,Y) = (gy_w, pn_,w) eine Losung der linearen diophantischen Gleichung (3.8). Die
endlichen reguldren Kettenbriiche liefern also immer eine Losung, aber nicht die Gesamtheit aller Losungen.
Um sie zu erhalten, substrahiert man die Gleichung (3.9) von der Gleichung (3.8) und erhalt

u(X —gyw) —v(¥ —pyaw) =0 = u(X—qgy.w) =v(¥ — pyw).

Es ist also (X,Y) genau dann und nur dann eine Losung, wenn X,Y dieser Gleichung geniigen. Weil u, v
teilerfremd sind, muss v | X — gy_,w sein, da Y — py_,w ganzzahlig und v 1 u ist. Die vorherige Gleichung
ist demnach dann und nur dann erfillt, wenn vk = X — g5 _,w ist, wobei k jede ganze Zahl bedeutet. Daraus
folgt uk =Y — py_yw. Damit sind alle Lésungen (X, Y) gegeben durch

(Xk’Yk) = (qN—1W+Vk’pN—lW+uk); Vk €.

Anhand eines Beispiels, welches teilweise das letzte Unterkapitel der Kettenbruchentwicklung und das Ge-
genwirtige abdeckt, wenden wir uns einem bekannten Rétsel zu, dessen Losungsansatz auf eine lineare dio-
phantische Gleichung fiihrt. Eine der vielen Variation dieses Ratsels lautet wie folgt:

Drei Piraten erleiden Schiffbruch und stranden anschliessend auf einer Insel, auf der es neben Trinkwasser, Kokos-
niissen und einigen Affchen nicht viel mehr gibt. Durch den Tag sammeln sie Kokosniisse, sodass am Abend ein
ganzer Haufen jener vorliegt. So findig wie die Piraten sind, geht in der Nacht einer zum Haufen, teilt ihn in drei
gleich grosse kleinere Hdaufen und nimmt sich einer der Drittel weg. Bei der Dreiteilung ist aber eine Kokosnuss
iibrig geblieben, die der Pirat einem Affchen gab. Einer der zwei anderen Piraten tut es dem letzten gleich, wobei
wieder eine Kokosnuss iibrig bleibt, die er ebenfalls einem Affchen gibt. Der dritte Pirat begeht abermals dieselbe
Tat. Der Haufen der am ndichsten Morgen noch iibrig bleibt, ist durch drei teilbar, also teilen sie ihn unter sich auf.
Wie viele Kokosniisse umfasste der originale Haufen unter der Annahme, dass die Piraten weniger als hundert
Kokosniisse sammeln konnten?
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Zur Losung bezeichnen wir die Anzahl an Kokosniissen des ersten Haufens mit Xy, die des zweiten mit X,
die des dritten mit X, und die des vierten — also des letzten Haufens — mit X3. Offenbar ist X3 = 3m, wo m
eine bestimmte natiirliche Zahl ist. Die Zusammenhéange zwischen den Haufen sind jetzt offenbar diese:

2 2 2
X1=§(X0—1), X2=§(X1—1), X3=§(Xz—1)-

Die Anzahl an Kokosniissen des ersten Haufens X entspricht jetzt der Summe aus X3, der Anzahl gestohlener
Kokosniisse und der Anzahl der an die Affchen abgegebenen Kokosniisse:

1 1 1
X0=X3+g(Xz—l)‘l‘g(X1—1)+§(X0—1)+3,

Weil X5 = 3m ist, entsteht, indem man X3, X, einzig abhéngig von X, macht, die lineare diophantische Glei-
chung

8X, — 81m = 38,

deren Losungen wir nun berechnen wollen. Im Anhang A steht beschrieben, wie man diese Gleichung er-
halten kann. Wir fithren also den euklidischen Algorithmus fir r_; = 8,7y = 81 durch:

8=0-81+38
81=10-8+1
8§=8-1+0.

Die Kettenbruchentwicklung von % ist also [0, 10, 8]. Da der Kettenbruch eine gerade Anzahl Teilnenner
38

haben soll, verwenden wir aber o = [0,10,7,1]. Dabei ist g, = 71. Die Lésungen fiir X, sind also alle durch
Xo = 7138 + 81k gegeben, wo k fiir alle ganzen Zahlen steht. Die kleinste Anzahl an Kokosniissen, die der
Haufen haben kann, ist diejenige, bei der wir 81 von 71 - 38 so oft abziehen wie wir kénnen, ohne dass X,
negativ wird. Das ist gleichbedeutend mit 71 - 38 mod 81 = 25. Die néchste mégliche Anzahl ist 25+ 81 = 106,

die aber, so wie auch alle weiteren, iiber Hundert Kokosniisse bedeutet, also ist des Ratsels Losung X, = 25.
3.4 Niaherung an reelle Zahlen durch Niaherungsbriiche

3.4.1 Artund Weise der Niherung

Jede reelle Zahl ¢ besitzt eine eindeutige Kettenbruchentwicklung gegeben durch die Definition 3.2. Fortan
wollen wir deshalb fiir reelle Zahlen £ nun &, schreiben, da ja jede reelle Zahl als reguldrer Kettenbruch
dargestellt werden kann. Wir treffen daran anschliessend die folgende Definition:

Definition 3.3. Der n™ Niherungsbruch (-zdihler,—nenner) einer reellen Zahl &y sei der n'® Niherungsbruch
(—zdhler,—nenner) der Kettenbruchentwicklung von &.

Der folgende Satz gibt Aufschluss dariiber, wie sich die Ndherungsbriiche einer reellen Zahl &, an sie
annéhern.

Satz 3.3. Sei&y € R und f;—: die Niherungsbriiche von &,. Die Distanz der Niherungsbriiche zu &y wird dann mit
wachsendem Index n immer kleiner:

Pn-1
dn-1

£o- 22

n

<

o —

Des Weiteren sind alle geraden Niherungsbriiche kleiner und alle ungeraden Niherungsbriiche grosser als &y:

&<I£<...§o...<‘lﬁ<&
90 42 q3 41

9

wobei fiir &y € Q der letzte Naherungsbruch Z—}I\\]’ mit & zusammenfallt.
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Beweis. Sei [ag,ay,...,ay,...] die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl &, wobei fiir & € Q der

Kettenbruch mit ay ende. Fir n > 1 ist stets &, > 1. Betrachtet man nun &, = [ag, a1, ..., a,-1,&,], folgt
EnPn-1+ Pn—2
b= —"= = &i(qn-1é0— Pn-1) = —(Gn-260 — Pn2)-
Engn-1+ qn-2
Der linke Klammerterm kann unméglich gleich 0 sein, da sonst & = 5 “-L wire, was sich aber wegen
& = lag,aq,...,an-1,&0] # lag,ar,...,an-1] = S” L im Widerspruch auﬂosen wiirde. Somit erhalten wir:
_ Qn—Zé:O — Pn-2
£y = —Tatod Pt
Qn—l'fO — Pn-1

Welil stets &, > 1 ist, gilt immerzu |g,-2&0 — pn-2| > |gn-1&0 — pn-1l. Die Zahlen g,&y — p,, werden also
mit wachsendem Index n vom absoluten Wert her kleiner. Des Weiteren miissen sie, sodass &, > 0 bleibt, ab-
wechslungsweise ein anderes Vorzeichen annehmen; und zwar (—1)", da dies wegen ¢y = 1 und py = ag < &

bei n = 0 der Fall ist. Folglich werden die Differenzen |&, — —’ mit wachsendem Index n immer kleiner; und

zwar so, dass die geraden Naherungsbriiche kleiner bzw. die ungeraden Naherungbriiche grésser als &, sind.
Der Satz ist damit bewiesen. ]

Der Satz 3.3 zeigt nun zumindest fiir reguldre Kettenbriiche endgiiltig, worin die Bezeichnung ,Néhe-
rungsbriiche® ihre Rechtfertigung findet. Die Naherungsbriiche nahern sich namlich dem Wert des jeweiligen
Kettenbruches bzw. der jeweiligen Zahl. Sie bilden aber nicht nur irgendeine Naherung:

3.4.2 Das Gesetz der besten Niherung

Mit den bisher gewonnenen Informationen gelingt es uns nun, etwas ganz fundamentales zu beweisen. Es
wird sich herausstellen, dass Naherungsbriiche einer reellen Zahl & ,beste Naherungen® an diese darstellen.
Unter besten Ndherungen versteht man rationale Zahlen, die durch die folgende Definition gegeben sind:

Definition 3.4. Eine rationale Zahl 5 mitp € Z,q € N* und ggT(p,q) = 1 ist eine ,beste Naherung“ von
einer reellen Zahl &y, falls fiir jede andere rationale Zahl & mit0 < v < q die Distanz zu &, grosser ist als diejenige
von g zu &.

Wenn man also nur Nenner bis und mit g betrachtet, ist s diejenige rationale Zahl, deren Distanz zu &
am kleinsten ist.

Satz 3.4. Es sei & eine reelle Zahl mit Naherungsbruchen .Fallsn > 1 ist,u,v ganze Zahlen mit0 < v < g,

sind und 3 ein von 5—" verschiedener Bruch ist, gilt stets:

|V§_u| 2 |Qn—1f _pnfll > |Qn§ _pnl .

Daraus ergibt sich nun das Gesetz der besten Niherung, also dass die Ndherungsbriiche von &, beste
Naherungen von ihr sind; denn weil v < g, vorausgesetzt ist, gilt offenbar:

-

1%

Pn
qn

— |Qn§_pn| < |V§_u|
qn v

9

-
was bedeutet, dass alle Naherungsbriiche einer Zahl &, beste Ndherungen an diese sind.
Beweis. Vorerst setzen wir u,v € Zmit0 <v < g, und ;& voraus. Setzt man weiter

u=Xp,+Ypy1 und v=Xq,+Yqn-1, (3.10)

ergeben sich X, Y als ganze Zahlen; man 16st das Gleichungssystem beispielsweise nach X auf und erhalt:

Uqn-1 —VpPn-1
Pndn-1 — Pn-19n

X = = (=1)""N(ugn-1—vpn-1)-

Damit ist X und somit auch Y ganzzahlig. Des Weiteren muss durch multiplizieren von v mit &y, # mit —1 und
kombinieren der Gleichungen (3.10) gelten:

véo —u = X(qnéo — pn) + Y (qn-1&0 — Pn-1)- (3.11)
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Wire nun Y = 0, so ergébe sich u = Xp, und v = Xgq,, was im Widerspruch zur Voraussetzung 7 = f;—"
n

stinde. Deshalb ist Y # 0. Ferner muss X entweder gleich 0 sein, oder ein von Y verschiedenes Vorzeichen
besitzen; andernfalls wiirde — entgegen der Voraussetzung - fiir n > 1 aufgrund von (3.10) v > g, sein. Auch
qnéo— pnund g,-1&0 — pn—1 haben ein verschiedenes Vorzeichen — man ziehe den Vergleich zum Beweis des
Satzes 3.3 herbei. Ist also X # 0, so sind die zwei Ausdriicke in (3.11) auf der rechten Seite der Gleichung von
gleichem Vorzeichen. Davon unabhéngig wie der Wert von X ausfillt, ist demnach

[véo — ul = |X(gnéo — pn)| + 1Y (gn-1é0 — Pu-1);

und weil Y eine von 0 verschiedene ganze Zahl ist, gilt

[véo —ul > 1Y (gn-1€0 = Pn-1) = [(qn-1€0 = Pn-1)|-

Weil nach dem Satz 3.3 die Distanz zwischen den Naherungsbriichen mit wachsendem n immer kleiner wird,
ist |gn-1&0 — Pn-1l > |gn€o — pnl. Also kommt man zu:

|V§0 —ul > |(Qn—1§0 - pn—l)l > |Qn'§:0 - pnl .
[ |

Eine Anwendung des Gesetzes der besten Niherung findet sich beispielsweise in der Naherung an irra-
tionale Zahlen. Wir wissen bereits, dass diese immer einem unendlichen reguliren Kettenbruch entsprechen.
Wenn wir dessen Folge der Teilnenner (a,) kennen, konnen wir durch die Naherungsbriiche beste Nihe-
rungen an die Irrationalzahl unter bestimmten Nennern finden. Betrachtet man den unendlichen reguldren
Kettenbruch [1,1,...], wobei stets a,, = 1 ist, stellt man fest, dass dessen Naherungszéhler und —nenner
wegen den Rekursionsformeln (3.1) den Rekursionen

Pn=Pn-1+pn2 und ¢, =¢qu_1+qn_2 VYn>0

gentigen, da alle a, = 1 sind. Dieser Rekursionstyp entspricht demjenigen der berithmten Fibonacci-Folge
0,1,1,2,3,5,8,13...), die durch F,, = F,,_1 + F,,_, mit Rekursionsanfangen F;, = 0 und F; = 1 gegeben
ist. Beim unendlichen Kettenbruch [1,1,...] ist p_» =0, p_; = 1und g_; = 0,go = 1. Diese Zahlen treten
aufeinanderfolgend in der Fibonacci-Folge auf. Da die Folgen der p, und ¢, demselben Rekursionstyp ent-
sprechen, folgt unmittelbar, dass fiir Naherungszahler p,, = F,,4, bzw. fiir Naherungsnenner ¢, = Fj.1 gilt.
Fir den Wert von [1, 1,. . .] erhalten wir also
[1,1,...] = lim Pr _ lim Furz =@
n—eo qn n—oeo n+1

Es stellt sich heraus, dass der Wert des Kettenbruches gleich dem des goldenen Schnitts @ = 1.618033988 . . .
ist. Dieser ist durch den Grenzwert vom Verhaltnis aufeinanderfolgenden Fibonacci-Zahlen definiert. Wenn
wir uns diesem Wert moglichst effizient annidhern wollen, berechnen wir die Naherungsbriiche anhand der
Fibonacci-Folge (0,1, 1,2, 3,5, . . .) und werden die besten Nidherungen unter einem gewissen Nenner finden:
% = % ist die beste Naherung unter dem Nenner 1, Pz _ % die beste unter dem Nenner 2, % = % die beste unter
dem Nenner 3 etc. Die Ndherungen werden, wie wir wissen, mit grosser werdendem Nenner immer besser,
beispielsweise liefert % = % = 1.618033985017357 ...90316 eine bis auf die achte Nachkommastelle
korrekte Ndherung.

3.5 Kriterien dafiir, dass ein Bruch ein Niherungsbruch ist.

Der Zweck dieses Unterkapitels besteht in der Findung nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen

dafiir, dass ein Bruch  ein Naherungsbruch einer Zahl & ist. Darunter versteht sich, dass nicht nur ;- = 5 ",

sondern auch u pn und v = g, gelten muss! Zunichst bestimmen wir eine notwendige, Jedoch nicht
hinreichende Bedingung.

Lemma 3.3. Damit ein Bruch 3; ein Naherungsbruch der Zahl &, sein kann, muss

1
et < L

2

gelten.
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Beweis. Fiir &) € Z stimmt das Lemma bereits; denn der einzige Ndherungsbruch ist dann % und der erfiillt

die Ungleichung. Es sei nun &, € R\ Z und & = [ay, - . ., an, En1]- Mittels des Satzes 3.1 gilt:
(-1)"

Pn
So—— = =
qn qn (Env1qn + qn-1)

1 1
dn @netGn + dn1)  Gndnet

g -2 <
qn

Gleichheit ist gerade nur dann erfiillt, wenn a,,+; der letzte Teilnenner ist, da er in diesem Fall gleich &;,41 ist.
Ist die Gleichheit nicht erfiillt, gilt wegen g, < g,+1 die Ungleichung
1

fo—p—n <—-
qn

Wenn aber a,,+1 der letzte Teilnenner ist, Gleichheit also eintritt, gilt stets g, < g,+1; denn g, = g+ ist nur
mit go = g1 moglich, konnte also nur bei [ay, 1] eintreten. Dann wére aber Z 2L kein Naherungsbruch von &
(siehe Definition 3.3). Die obige Ungleichung besteht also fiir alle Naherungsbruche von &.

Es verbliebe noch zu zeigen, dass die Bedingung nicht hinreichend ist, bzw. dass es Briiche gibt, die keine
Néherungsbriiche sind, aber dennoch dieselbe Ungleichung erfiillen. Das liegt aber nicht in unserem Interesse.
Der oder die Interessierte moge aber bei Bedarf ,Nebennidherungsbriiche verwenden, um solche Briiche zu
finden (siehe dazu Perron [4, S. 47]). [

Bei der Suche nach einer notwendigen und hinreichenden Bedingung dafiir, dass 3 ein Néiherungsbruch

von & ist, werden wir uns auf &, beschranken, die keine ganzen Zahlen sind; denn dlese besitzen nur = als
Niaherungsbruch. Ferner untersuchen wir nur ; # &o; denn wére ; = &, miissten u, v, sodass der Vorherlge
Bruch ein besagter Ndherungsbruch ist, lediglich teilerfremd sein. Insgesamt ziehen wir nur teilerfremde u, v
in Betracht, die der Gleichung

fo—=== (3.12)
v oo

geniigen, wobei je nach Vorzeichen der Differenz & eine der Zahlen +1 und 0 < § < 1 ist, da die Differenz
zwischen der nicht ganzen Zahl &, und einem ihrer Naherungsbriiche — mit der Ausnahme des letzten, falls
& € Qist - nach dem Lemma 3.3 stets in dieser Form ist. Durch die Einschrankungen, die wir £ auferlegt
haben, kann der Bruch also jeder Ndherungsbruch von &, — ausser dem letzten — sein. Wir entwickeln den
Bruch % in einen der zwei reguldren Kettenbriiche, denen er entspricht:

u

Pn-1
v = [aOaal""9an—1] =

dn-1

Hierbei sind p,—; und g, auf ¢ bezogen. Da u, v teilerfremd sind, ist u = p,,—; und v = g,,-1, also

_ g0
£ — Pn-1 =2
qn-1 9nq

Weil wir (n — 1) je nachdem, welchen Kettenbruch wir fiir £ wahlen, nach Belieben gerade oder ungerade
machen kénnen, wihlen wir (n — 1) so, dass € = (=1)""! wird. Wir definieren nun die Zahl w durch die
Gleichung

Pn-1@W + pp— 2

&o = (3.13)
gn-1W + qpn- 2
woraus jetzt folgt, dass
€0 _ Pn-1 pn 2dn-1 — Pn-19n-2 _ (_1)n—1
2 - fo -
q,_, Gn-1  Gn-1(gn-10 + gn-2)  Gn-1(gn-10 + qn—2)
gilt. Losen wir nach ¢ und w auf, erhalten wir
- ~1—0qn-
S = _ 4nr und @ = M, (3.14)
dn-1wW + gn—2 6‘1n—1

da wir (=1)""! = & gesetzt haben. Weil ¢,,_», ¢,,—1 und 6 positiv sind, ist auch w positiv. Die Gleichung (3.13)
impliziert jetzt

50 = [aO’al, o ,an—l’w];
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ist also w > 1, so lasst sich w in einen endlichen oder unendlichen reguldren Kettenbruch [a,,a,+1 .. .]
entwickeln, wo a,, > 1ist. Damitist&y = [ag, a1, ..., an-1, an, . . .] und folglich % = ¢ ein Naherungsbruch
von &. In diesem Fall ist offenbar w = &,. Ist hingegen w < 1, so muss sein:

Dabei ist offenbar | L | > 1. Der (n — 2)' bzw. (n — 1)'® Néherungsbruch von & ist jetzt

1

60 = [a()?al?'-'aan—l’a)] = l|dg,...,an-1 + \‘Z

Pn-2 (an—l + \_%J) Pn-2%+Pn-3 Pn-a*t [%J Pn-2
bzw. - = . .
qn-2 (an—l + LZJ) qn-2 t qn-3 qn-1+ |_;J dn-2

Da ¢,,—1 zwischen zwei aufeinanderfolgenden Naherungsnennern von &, liegt, kann nach deren Bildungsge-
setz (3.1) % = % kein Ndherungsbruch von & sein. Also ist  genau dann und nur dann ein Naherungsbruch
von &), wenn w > 1 ist. Wir halten also den folgenden Satz fest:

Satz 3.5. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein irreduzibler Bruch 3 = [aq, a1, ..., an-1]
ein Naherungsbruch der Zahl &y € R\ Z ist, besteht darin, dass w > 1 ist, oder was nach der Gleichung (3.14)
gleichbedeutend ist, dass

dn-1
dn-1+ qn-2

ist, wobei die Niherungsnenner qn—», qn-1 auf den Bruch | bezogen sind.

o<

Aufgrund des Satzes 3.5 beweisen wir den fiir die Zukunft wichtigen

Satz 3.6. Ist&y € R* \IN* und geniigen die positiven ganzen Zahlen u, v der Ungleichung |u* — £2v?| < &, dann
ist - einem Ndherungsbruch der Zahl &, gleich.

Beweis. Wie bereits angekiindigt, werden wir zum Beweis den Satz 3.5 verwenden. Die folgende Argumen-
tation gilt daher — weil &y der besagten Ungleichung zudem positiv ist — nur fiir & € R* \ N*. Geniigen u, v
der Ungleichung |u? — fgvzl < & und ist ¥ reduzierbar, dann geniigen Zahler und Nenner der irreduziblen
Version auch der Ungleichung, also kdnnen wir zum Beweis u, v als teilerfremd voraussetzen. Definieren wir
die Zahlen u, v durch die Gleichung

gvz—uzzeefo; 0<f8<1, &==1,

so genligen u, v offenbar der gewiinschten Ungleichung. Ferner erhalten wir

ebé u ebé

Eov+u = S v v(&v +u) (3.15)

v —u=

Im Vergleich mit der Gleichung (3.12) ist also

_ 0&ov _ 050qn-1
gOV +u '§:OQn—1 + Pn-1 ’

wobei wieder

u _ _ Pn-1 _ _
= =lag,ai1,...,ap1] = bzw. u = pp-1,v = qgn-1
v qn-1

ist. Es sei angemerkt, dass der Vergleich 0 < § < 1 erfordert, was hier offensichtlich erfillt ist. Sodass % ein
Naherungsbruch von & ist, geniigt es nach dem Satz 3.5 zu zeigen, dass die Ungleichung

5= 050gn—1 < dn-1
&oqn-1+ Pn-1 dn-1t 4dn-2
fir alle n € N* besteht. Diese Ungleichung hat aber sicherlich Giiltigkeit, wenn 6g,,—» <

, also 9§O(Qn—l + Qn—?.) <&0qn-1+ Pn-1

p g’l ist. Stellt man
0

die erste Gleichung in (3.15) nach

Pn-1 [_ u
o

& (= —) um, geht diese Ungleichung in die Ungleichung

dn-1 &€

0 gOQn—l + Pn-1
uber, die fiir alle n > 3 und n = 1 offenbar besteht, weil dann stets g,,—1 > g,—2 + 1 ist. Was den Fall n = 2
angeht: Wir haben & = (—1)""! gewibhlt, also ist hier € = —1. Wegen ¢; > g ist die Ungleichung demnach
erfillt und der Satz damit bewiesen. [

gn-2 <
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4 Periodische regulire Kettenbriiche

Das folgende Kapitel wendet sich einem bemerkenswerten Typus regulérer Kettenbriiche zu: den periodischen
reguliren Kettenbriichen. Ihre Beziehung zu quadratischen Irrationalzahlen - insbesondere zu Quadratwur-
zeln Vd - wird uns erméglichen, Losungen (X,Y) der allgemeinen Pellschen Gleichung X? — dY? = +1 zu
finden. In der Tat ist dabei ja

X\? 1
5o

was vermuten ldsst, dass % eine Niherung bzw. vielleicht sogar beste Naherung an Vd bildet. Wir werden dem
aber erst spater auf den Grund gehen. Zunéchst legen wir die Grundlage periodischer regularer Kettenbriiche.

4.1 Definition periodische regulire Kettenbriiche
Wir unterteilen periodische regulire Kettenbriiche in zwei Kategorien, namlich in reinperiodische und ge-
mischtperiodische.

4.1.1 Reinperiodische regulire Kettenbriiche

Unter einem reinperiodischen reguldren Kettenbruch versteht man einen unendlichen reguldren Ketten-
bruch, dessen Folge der Teilnenner {(a,) totale Periodizitit aufweist. Damit ist gemeint, dass der Kettenbruch
von der Form

go = [a()’al? A 7af_17a07a17 A ’a[_:l’a(]’ al? A ’af_l’ .. ']

ist, wobei sich die Teilnenner ag, @, ..., ars—1 in dieser Reihenfolge unendlich oft wiederholen. Die vorher
erwahnten Teilnenner bilden die Periode, deren Linge ¢ ist. Der Kettenbruch kennzeichnet sich dadurch,
dass alle a,, = a,,+¢ sind. Wir notieren solche Kettenbriiche der Einfachheit wegen folgendermassen:

'fo = [aO’ ai, ... $af—1]‘
Reine Periodizitét setzt zudem voraus, dass das Anfangsglied a, stets eine positive ganze Zahl ist, weil es
spater im Kettenbruch noch vorkommt.
4.1.2 Gemischtperiodische reguliare Kettenbriiche

Unter einem gemischtperiodischen regularen Kettenbruch verstehen wir einen regularen Kettenbruch, bei
dem die Periode nicht bereits mit dem Anfangsglied @y beginnt. Konkret meinen wir einen regularen Ketten-
bruch der Form

é:O = [aOa A1y oo 5 s A1y - - -5 A+l -1 Ams> Am+15 - -« > Am+l-15 - - -]’

den wir abermals als

é:O = [a()’ A1y o 5 m—10ms Am+1s - -« am+f—1]
notieren. Die hiesige Periode bilden die Teilnenner a,,, a1, - - - » @m+e—1, wobei £ die Lange der Periode ist.
Wir bezeichnen ay, ay, . . . , a,,—1 als Vorperiode. Diese Kettenbriiche sind nun dadurch gekennzeichnet, dass

fur jedes a, mit n > m wiederum a,, = a,¢ gilt. In diesem Fall darf das Anfangsglied a¢ zudem wieder jede
beliebige ganze Zahl sein, da es nicht zwingend in der Periode vorkommt.

4.1.3 Periodenmanipulationen

Wir kénnen nun jeden reinperiodischen reguldren Kettenbruch als einen gemischtperiodischen auffassen.
Des Weiteren lasst sich jeder gemischtperiodische Kettenbruch als ein gemischtperiodischer mit ldngerer
Vorperiode darstellen. Offenkundig deckt die folgende Gleichung gerade beide Fille ab:

[aO’ A, ..., Am—-1, [am’ Am+1s -+« am+€—1]] = [aOa A, ..., Am—-1, [am7 Am+1s -+ > Am+L-1, am]]-
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Weiter lassen sich mehrere Perioden zu einer zusammenfiigen. Konkret ist zum Beispiel

[ao,al,' . -’am’- . -,am+f—1] = [a(]’al" . 'aan’u .. ~’am+€—1,am’- . -’am+f—1]'

Wir bezeichnen eine Periode als primitiv, falls sie nicht aus mehreren Perioden mit kleinerer Lange zusam-
mengefiigt ist und andernfalls als imprimitiv. Ist die Lange einer primitiven Periode ¢, so sind die Langen
der imprimitiven Perioden offenkundig alle von der Form k¢, wobei k = 2,3,4, ... ist.

4.2 Quadratische Irrationalzahlen

Im Abschnitt 3.4.2 des Gesetzes der besten Niherung haben wir gesehen, dass &, = [1,1,...] dem golde-
nen Schnitt @ entspricht. Diese Schlussfolgerung basierte auf Uberlegungen mit den Rekursionsformeln und
mathematischem Allgemeinwissen beziiglich der Definition des goldenen Schnitts. Doch es gibt noch einen
anderen Weg, der zu dieser Schlussfolgerung fiihrt. Da der Kettenbruch reinperiodisch ist, gilt:

60:[1,1,...]:1+

Wir finden wegen

=147 = g£-f-1=0 = fo= 12V
o 2

9

dass &y die Losung einer quadratischen Gleichung ist. Da &, > 1ist, muss &, der angegebenen positiven Losung
der quadratischen Gleichung entsprechen. Der Ausdruck %ﬁ ist bekanntlich gleich @, also kann man auch
auf diese Weise den Wert von [1, 1, . ..] bestimmen, bzw. dessen Gleichheit zu @ erkennen.

In diesem Unterkapitel werden wir uns mit sogenannten quadratischen Irrationalzahlen beschaftigen.
Wie man bereits antizipieren kann, fillt der goldene Schnitt unter diese Kategorie. Diese Zahlen sind nun

gegeben durch die

Definition 4.1. Eine irrationale Zahl &, heisst quadratische Irrationalzahl, wenn sie die Losung einer quadrati-
schen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Formal muss also

A&+ BéE+C=0; AeZ', B CeZ
gelten, wobei A, B, C entsprechende ganze Zahlen sind.

Es sei hier angemerkt, dass eine quadratische Gleichung mit rationalen Koeffizienten durch Multiplikation
in eine mit ganzzahligen Koeffizienten tiberfithrt werden kann, ohne dass sich ihre Losungen verandern. Des
Weiteren sind die Losungen einer quadratischen Gleichung ax? + bx + c fiir beliebige a # 0, b, ¢ bekanntlich
durch

—-b + Vb? — 4ac

X =
1/2 20

gegeben. Betrachten wir eine Losung, so nennen wir die jeweils andere die dazu konjugierte Zahl. Wegen
der Losungsformel unterliegen alle quadratischen Irrationalzahlen der Form

_VD+P
Q 3
wobei D keine Quadratzahl sein darf, weil &, sonst nicht irrational ware. Es scheint so, als wiirde diese Form

alle Losungen unbeachtet lassen, deren Wurzeln ein negatives Vorzeichen haben. Die Form deckt aber offenbar
alle Losungen ab, deren Wurzeln ein positives Vorzeichen haben. Die dazu konjugierten Zahlen

~VD+P D-P
o -0
kann man aber, wie hier ersichtlich wird, wieder in die gewtinschte Form bringen, indem man P, Q mit —1
multipliziert.
Dass [1,1,...] einer quadratischen Irrationalzahl entspricht, kommt offenbar von der Periodizitit des

Kettenbruches. Der Folgende von Euler [5] herrithrende Satz zeigt auf, dass der Kettenbruch in dieser Hinsicht
kein Einzelfall ist:

&o PeZ, QeZ', DEeN, (4.1)
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Satz 4.1. Ein periodischer reguldrer Kettenbruch entspricht immer einer quadratischen Irrationalzahl.

Beweis. Weil sich alle reinperiodischen regularen Kettenbriiche als gemischtperiodische schreiben lassen,
geniigt es, die Aussage fiir ebensolche zu beweisen. Fiir sie gilt jetzt:

g() = [a(]’ e Qm—1,8my - - am+f—1] = [a(]’ ey -1, é‘:m] = [Cl(), e m—1,Amy « o 5 Am4l-1, §m+€]'
Dabei ist &, = &p+¢. Dadurch erhalten wir zwei Gleichungen, ndmlich

Pm _ EmPm-1+ Pm—2 _ Pm+t _ EmPm+t-1+ Pm+l—2
—=Z————" und &= =

qdm EmGm-1+ Gm-2 qdm+t EmGmee—1 +Qm+€—2'

§o =

Weil wir die Kettenbruchentwicklung, also alle Ndherungszéhler und -nenner von &y kennen, handelt es sich
um zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Indem wir die Unbekannte &, eliminieren, erhalten wir fir &,

AEY + B& + C =0, (4.2)
wobei A, B, C fur

A= Qqm-1qmst—2 — Gm-2Gm+e-1,
B = pmse—19m—2 + Pm-2Gm+t—1 — Pm-19m+—2 — Pm+t—29m-15
C=pm-1Pmst—2+ Pm-2Dm+-1

stehen. Fiir reinperiodische regulire Kettenbriiche sind insbesondere, weil dort m = 0 sein muss, A = —q¢_1,
B = pe_1 —qe—2 und C = pe_,. Es verbleibt zu zeigen, dass A # 0 ist, sodass die Gleichung (4.2) allenfalls
quadratisch ist. Falls A = 0 wére, wirde

_ _ Am-19m+(-2
dm-19m+t-2 = qm-29m+t-1 = Gm-2= —
dm+-1

gelten. Weil ¢pir—1, Gmec—2 WEEEN Prie—1qmet—2 — Pmst—2qmie—1 = (=1)"2 teilerfremd sind, miisste
gm+e-1 | g@m-1 sein, was sich aber in allen ausgenommen von zwei Féllen als unméglich herausstellt, da
gm+e—-1 > qm-1 ist. Einer dieser Félle konnte eintreten, wenn gleichzeitig m = 1,£ = 1 und a; = 1 ist, sodass
go = g1 = 1ist; aber die erste Gleichung oben kann dann wegen g3 # g_1¢; = 0 nicht bestehen. Im zweiten
Fall, wenn m = 0 und sodann ¢,,,+¢—1 | gm-1 = 0 wird, ist der Kettenbruch reinperiodisch, also A = —g¢—1 # 0.
Der Koeflizient A kann also in keinem Fall gleich 0 sein. Der Satz ist damit bewiesen. ]

Wie so oft kénnen wir auch die Umkehrung des Satzes beweisen, die sich fiir unsere Zwecke als unerléss-
lich herausstellen wird. Wir schicken aber einige Hilfssatze voraus:

Lemma 4.1. Sei [ag, ay, .. .] die Kettenbruchentwicklung einer quadratischen Irrationalzahl &,. Dann entspre-
chen alle &,, der Form

_VD+P,
On

wobei D eine Natiirliche Zahl, aber keine keine Quadratzahl ist und P, Q, ganze Zahlen sind. Des weiteren gilt
immerzu Q, | D — P2.

&n (4.3)

Beweis. Nach (4.1) entsprechen alle quadratischen Irrationalzahlen &, der Form

_ \/5+P0
Q

wobei wir die P, Q aus (4.1) zweckmassig mit Indizes versehen. Wir diirfen ferner voraussetzen, dass

0

0, =%
7T 0

eine ganze Zahl ist, also Q¢ | D — P(Z) gilt. Ware dem nicht schon von Anfang an so, kénnten wir Py, Q¢ und
D, ohne dass der Wert von & verdndert wird, folgendermassen ersetzen, dass dem so wird:

_ VDK% +Pok VD' + P - D’ - Py _kD—Pg
° Qok 0, 0, Qo
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Bei einer gezielten Wahl von k wird der Ausdruck sicherlich ganz. Wir setzen also voraus, dass Py, Qo und D
bereits in geeigneter Form sind. Wir beweisen das Lemma durch Induktion. Wir nehmen also an, dass es fiir
&, gilt. In Anbetracht der Kettenbruchentwicklung [ag, a1, . . ., ay, an+1, - - .] von & gilt offenbar

=

1 : \D + P, VD + P, — a,0n
= — Ay = —————— — Ay, =
§n+1 " " Qn " Qn ’

En=an+ —
§n+1

wodurch wir

On On _ \/5+anQn_Pn _‘/l_)+Pn+1

‘/5+Pn_anQn:\/5_(anQn_Pn)_i[D_(anQn_Pn)z] On+1

§n+1 =

erhalten. Dabei ist

Ppi1 = an0n — P,

D = (an0n = Pn)’ _ D =P +2a,0nPo - ;05 _D-P; 24P - 0,
On On On

Nach unserer Annahme ist Q,, | D — P2 der Fall, also sind P,,+1, Q,,+1 Wieder ganze Zahlen. Da der Ausdruck

Qn+1 =

D_PEHI _D_(anQn_Pn)2 _

Qn+1 Qn+1

ebenfalls wieder eine ganze Zahl ist, gilt das Lemma auch fiir &, 1. [ |

On

Welil ¢, immer eine quadratische Irrationalzahl ist, bezeichnen wir die jeweils dazu konjugierte Zahl als
Un, die wegen D # 0 verschieden von &, ist. Offenbar gilt also

_ VD +P,
O

Um die konjugierten Zahlen y,, in Zukunft sinnvoll verwenden zu kénnen, erweist sich der folgende Hilfssatz
als besonders hilfreich:

Hn (4.4)

Lemma 4.2. Es sei VD ¢ Q. Dann zieht U + VND = 0 mit U,V € Z auch U — VND = 0 nach sich.

Beweis. EsseiU +VVD = 0mit U,V € Zund VD ¢ Q. Weil VD irrational ist, miissen U, V = 0 sein. Daher
gilt auch U — VD = 0. |

Wir konnen jetzt den Lagrangeschen Satz — also die Umkehrung des Satzes 4.1 — beweisen, der sich
erstmals bei Lagrange [6] findet.

Satz 4.2. Alle quadratischen Irrationalzahlen &, entsprechen einem periodischen reguldren Kettenbruch.

Beweis. Es sei & eine quadratische Irrationalzahl. Nach dem Lemma 4.1 folgt aus

VD+P,
EnPn-1+ Pn—2 . . VD + Py Q: Pn-1+ Pn-2
& =lag,...,an-1,ép] = ————— die Glelchung = .
Endn-1+ qn—2 Qo VD+P,

0. dn-1tgn-2

Durch aufwendige Umstellung kénnen wir sie in eine der Form U + VVD = 0 bringen, wobei U, V ganze
Zahlen sind. Also ist nach dem Lemma 4.2 auch U — VV/D = 0. Diese Gleichung erhilt man aber auch, wenn
man in der obigen Gleichung das Vorzeichen von VD #ndert, sodass dann auch die Gleichung

_ HnPn-1+ Pn-2

Ho
Mndn-1+ 4n-2 ’

welche durch den Vorzeichenwechsel entsteht, Giiltigkeit hat. Indem wir nach y,, umstellen, erhalten wir

_ Pn-2—4qn-2H0 _ _Qn—Z,UO —Pn-2 _ _Qn—Z . Ho— ‘In:z

= dn-1HM0 — Pn-1 qdn-1Ho0 — Pn-1 Gn-1 Ho-— Pt .

Hn
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Weil 5 ”:j, ‘Z ":11 Néherungsbriiche von & sind, muss
_ Pn-2
lim Ho= g5 po—&o _
0 (g — Pn-1 T &
n—oe [y dni o — o
gelten. Wir kénnen also neu
qn-2
Mn = _n_(l + gn)
dn-1

schreiben, wobei |g,| fiir gentigend grosse n beliebig klein werden kann. Es lasst sich also immer ein 7 finden,
sodass i, negativ ist. In dhnlicher Weise wie vorhin, folgt wegen dem Lemma 4.2 aus

1 1
én—1 =an—1+ — dieGleichung p,—1 =a,-1+—.
n Hn

Da a;,—1 > 1 und fiir geniigend grosse n zudem ;1 < 0 ist, folgt

1
— = Up-1—Aap-1 < —Ap-1 < -1 = -1<u,< 0.
HMn
Weil aber fiir n > 1 immer &, > 1ist, ist sowohl &, — i, als auch &, + p,, positiv. Setzen wir die dazugehérigen
formalen Ausdriicke (4.3) und (4.4) ein, so erhalten wir

vD+P, -VD+P, 2VD \D+P, -\ND+P, 2P,
- = >0 und + = —

> 0.
On On On On On On

Also sind auch P, Q, > 0. Weiter muss, weil u, negativ ist, P, < VD sein. Da P,, eine positive ganze Zahl
ist, muss ferner P,, < | VD] sein. Schliesslich ergibt sich noch, da &, > 1 und Q, positiv ist:

VD + P, S
On

Weil wir immer fir geniigend grosse n argumentiert haben, sind ab einem gewissen Index n alle Q,, P,

positive ganze Zahlen und durch | VD] bzw. 2| VD | beschriinkt. Ab diesem Index n kann P,, héchstens | VD |

und Q,, héchstens 2| VD | verschiedene Zahlen annehmen. Insgesamt gibt es daher fiir &, = % genau

1 = 0,<VD+P, = 0,<2/VD].

2| VD |? Bildungsméglichkeiten. Nach dem Schubfachprinzip — bekannter als pigeonhole principle —
missen spitestens unter 2| VD |? + 1 der &, sich zwei gleichwertige finden, sagen wir &,,, = &,,+¢. Konkret ist
also

[@m, ame1s - -] = [@mses meesrs - -]

Aus dem Korollar 3.1 folgt nun, dass die Kettenbriiche nicht nur gleichwertig, sondern auch dieselben Teil-

nenner haben miissen. Also ist a, = dmte, Gme1 = Am+e+1, - - ., Was unsere gewiinschte Periodizitit be-
weist. [
Will man jetzt eine quadratische Irrationalzahl % in ihren Kettenbruch entwickeln, so wahlt man
_p?
0

zunéchst Py, Qo und D idealerweise so, dass eine ganze Zahl ist. Danach berechnet man die grosste

Qo
enthaltene ganze Zahl in &, = %, die offenbar gleich ay ist. Mit ag kann man dann wegen

D - P?
Qo

Py und Q1, also &; bestimmen. Die Methode fortfithrend, wobei stets

Pi=a0Qo—-Py und Q;=

D-P?
P, = an—lQn—l - P, und Qn =
Qn—l
ist, erhalten wir also alle &, und a,,. Stossen wir dann erstmals auf ein &, = &, so kennen wir die Teilnenner
der primitiven Periode a,,, Am+1, - - - » Am+e—1, also die Kettenbruchentwicklung von &.
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4.3 Reine Periodizitit: Der Satz von Galois.
Wir fithren im Vorfeld einen speziellen Typus quadratischer Irrationalzahlen ein:

Definition 4.2. Eine quadratische Irrationalzahl &, heisst reduziert, wenn sie grésser als 1 ist und ihre konju-
gierte Zahl yy zwischen —1 und 0 liegt.

Bereits im Alter von 17 Jahren schrieb Evariste Galois eine Arbeit iiber Kettenbriiche (siche Galois [7])
und entdeckte, bzw. bewies den folgenden Satz:

Satz 4.3. Eine quadratische Irrationalzahl &), deren Kettenbruchentwicklung ein reinperiodischer reguldirer Ket-
tenbruch [ag, ay, ..., dg—1] ist, ist reduziert. Umgekehrt entspricht jede reduzierte Zahl einem reinperiodischen
reguldren Kettenbruch. Des Weiteren gilt fiir die zu &y konjugierte Zahl u,:

1
—-— = [a¢—1, .. ag, aol,
Ho
wobei ay, ay, . ..,ap—1 und ae_1, .. .ax, ap primitive Perioden mit invertierter Reihenfolge darstellen.

Die Beweise aller Aussagen — mit der Ausnahme derjenigen, dass reduzierte quadratische Irrationalzahlen
reinperiodischen reguliren Kettenbriichen entsprechen — werden hier analog zum Beweis von Galois gefiihrt,
der sich wahrlich durch seine tiberraschende Einfachheit und Eleganz auszeichnet.

Beweis. Sei & eine quadratische Irrationalzahl, die einem reinperiodischen reguldren Kettenbruch
[@o, ax, - - -, a¢—1] entspricht. Offenbar ist dann &, eine Losung der Gleichung

x = lag,ay,...,ap—1,x].

Die Gleichung fithrt analog zum Beweis des Satzes 4.1 auf eine quadratische Gleichung, deren zweite Losung
die konjugierte Zahl von & ist, die wir wie gewohnt mit u bezeichnen. Wir kénnen die Gleichung sukzessiv
umstellen:

1 1
- = [ahaZa---,af—l&x] - - = [aZa---’af—lax]
ap—X 1
ap +
dg — X
1 1
- - :[03,...,a[_1,x] —> - =X.
1 lac-1s. .., a1,a0 — x]
as +
1
a +
apg— X

In dieser neuen Form der urspriinglichen Gleichung, fallt uns gerade die zweite Losung p auf, namlich

1 1 -
Mo = —T———— = - = [af—l"'-’al7a0]7
[af—l"'-9al9a0] Ho

womit die gewiinschte Form von py bewiesen ist. Weil [az_1, - - ., a1, o] > 1 ist, muss yg zwischen —1 und 0
liegen. Weil & > 1 ist, muss & eine reduzierte Zahl sein.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass alle reduzierten quadratischen Irrationalzahlen einem reinperiodischen
reguliren Kettenbruch entsprechen. Wir setzen voraus, dass &, reduziert ist. Dann ist per Definition &, > 1
und -1 < yy < 0. Wegen dem Lemma 4.2 ist

y0:a0+i, also izﬂo—ao<—aos—1.
Hi Hi
Daher geniigt u; der Ungleichung —1 < p; < 0 und weil &1 > 1 ist, ist &; wiederum reduziert. Daraus folgt
induktiv durch das selbe Verfahren, dass alle &, reduziert sind, also auch immer -1 < y, < 0 gilt. Weil
&y als quadratische Irrationalzahl vorausgesetzt ist, entspricht & nach dem Lagrangeschen Satz 4.2 einem
periodischen reguldren Kettenbruch. Wir nehmen an, dass dieser Kettenbruch kein reinperiodischer sein kann,
also ein gemischtperiodischer ist:

é‘:O = [Clo,a], s m—-1,Ams Am+1, - - - aam+€—l]'
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Dabei muss natiirlich a,,—; # am+¢—1 sein, weil die Vorperiode ag, a1, ...,amn-1 per Definition nicht zur
Periode gehort. Wegen der Periodizitét ist &,, = &4¢, also

1 1
fm—l _§m+€—l = (am—l + _) - (am+f—1 + ) =dm-1 — Am+l-1-

é: m é: m+
Also folgt wieder durch das Lemma 4.2, dass

Hm—-1— Mm+e-1 = Am—-1 — Am+£-1

ist. Die rechte Seite der Gleichung ist eine ganze Zahl. Wegen der Ungleichung —1 < u, < 0 ist der absolute
Wert der linken Seite aber kleiner als 1, und somit gleich 0. Deshalb muss a,,—-1 = am+¢—1 sein, was im Wi-
derspruch zu unserer Annahme steht. Der Kettenbruch ist also reinperiodisch und der Satz damit vollstindig
bewiesen. [ ]

4.4 Quadratwurzeln Vd von rationalen Radikanden d

Fiir unsere Zwecke werden wir die Form der Kettenbruchentwicklung von Quadratwurzeln Vd herleiten, wo
d fiir eine beliebige rationale Zahl steht, die grosser oder gleich 1 ist. Ist d das Quadrat einer rationalen Zahl,
so ist die Kettenbruchentwicklung von Vd die jener rationalen Zahl. Weil wir diesen Fall bereits kennen,
betrachten wir fortan nur rationale Zahlen d, die nicht dem Quadrat einer rationalen Zahl entsprechen.

Satz 4.4. Seid > 1 eine rationale Zahl mit Vd ¢ Q, dann gilt fiir die Kettenbruchentwicklung von Vd:

\/E = [a07a19a27 ...,4ap,dy, 200] 9
wobei die Glieder der primitiven Periode — bis auf das letzte Glied — wie ein Palindrom angeordnet sind.
Beweis. Wir setzen d > 1 und Vd ¢ Q voraus. Offensichtlich ist & = Vd eine Losung der Gleichung
2
x“—d=0.

Die Gleichung, die momentan den rationalen Koeffizient d enthilt, kann in eine dquivalente Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten iiberfithrt werden. Das bedeutet, dass & = Vd eine quadratische Irrationalzahl
ist. Die dazu konjugierte Zahl ist offenbar yp = —Vd. Wegen unserer Voraussetzung ist gy < —1, also Vd
nicht reduziert. Weil Vd eine quadratische Irrationalzahl ist, folgt nach dem Lagrangeschen Satz 4.2, dass

Vd = & = [ag, -, Am-1,am, - - -, Am+e—1] einem periodischen reguldren Kettenbruch entspricht. Es folgt,
dass & = [ay, ..., @m-1,Qm, - - - » Gmre—1] > 1 reduziert ist, da
1 1 1
-1>p=ap+—>— = —<-1 = -1<u;<0
M1 H1

gilt. Das bedeutet nach dem Satz von Galois 4.3, dass die Kettenbruchentwicklung von &; reinperiodisch,
also m = 1 ist. Es ist folglich

60 :\/E: [ao,al,az,...,a{;], (45)
wobei ay, . .., as die primitive Periode darstellt. Daher ist
1 1
=lai,az,.. a;] = —-————=]ay,as,...,ade¢l,

\/E—ao_ Clo—‘/g

und weil a + Vd die zu ag — Vd konjugierte Zahl ist, folgt wieder durch den Satz von Galois

ap + Vd = [ag,ap—1,...,az,a1] = |a¢,ae—1,...,az as,dgl. (4.6)

Die Gleichung (4.5) liefert fiir @y + Vd unmittelbar

ap+ Vd = [2a9, a1, ..., ar—z, ar—1,acl;

vergleicht man diese Gleichung mit (4.6), so erhilt man aufgrund der Eindeutigkeit der Kettenbruchentwick-
lung:

ag = 2ay, dag-1=4ai, ..., dy=dape_, und a;=das_q.

Damit ist

\/E = [a()’al’az’ <.y dp,dy, 200] .
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4.5 Die Pellsche Gleichung

Als erste Anwendung der reguldren Kettenbriiche haben wir bereits ganzzahlige Losungen der linearen dio-
phantischen Gleichung gefunden. Nun widmen wir uns der sogenannten ,Pellschen” Gleichung. Diese Be-
zeichnung lasst sich auf Leonhard Euler zuriickfithren, der den Losungsansatz dieser Gleichung irrtiimlich
John Pell zuschrieb, wenngleich dieser nach Brezinski [3, S. 72-75] von William Brouncker gefunden wur-
de. Bei der Pellschen Gleichung handelt es sich um die diophantische Gleichung

X*—dy*=1; deN*.
Wir betrachten aber einen allgemeineren Fall der Pellschen Gleichung, ndmlich
X*—dy* =+1; deN*.

Wir bezeichnen die Gleichung als allgemeine Pellsche Gleichung. Unsere Aufmerksamkeit liegt auf ganzzah-
ligen Losungen (X, Y). Der Leser oder die Leserin sei dazu ermutigt, festzustellen, dass alle Quadratzahlen d
eindeutige ganzzahlige Losungen (X, Y) zur Folge haben. Die Pellsche Gleichung hat dann unabhangig von d
immer die Losungen (X,Y) = (%1, 0), was ohnehin Lésungen der Gleichung sind. Die andere Gleichung hat
dann nur Losungen, wenn d = 1 ist; und zwar (X,Y) = (0, +1). Interessant wird es erst, wenn d keine Qua-
dratzahl ist. Weil X = 0 oder Y = 0 dieselben Losungen wie eine Quadratzahl d zur Folge haben, betrachten
wir nur Losungen (X,Y) mit X,Y € IN*. Die Gesamtheit aller Losungen ist dann offenbar durch (£X, +Y)
gegeben. Fiir die gesuchten X, Y ergibt sich nun ein bemerkenswerter Hilfssatz:

Lemma 4.3. Stellt (X,Y) mit X,Y € N* eine Losung der allgemeinen Pellschen Gleichung X* — dY*? = +1 dar,
wobei Vd ¢ N ist, so ist % ein Ndaherungsbruch von Vd.

Beweis. Es sei Vd ¢ N und (X,Y) eine Losung der allgemeinen Pellschen Gleichung X% — d¥? = +1 mit
X,Y € N*.Da X, Y offenbar teilerfremd sind, geniigt es nach dem Satz Satz 3.6, S.18 zu zeigen, dass X, Y die
Ungleichung |X? — dY?| < Vd erfiillen. Da Vd > 1 aus der Voraussetzung Vd ¢ N folgt, ist sie stets erfiillt. m

Dieser Hilfssatz ist zwar bemerkenswert, aber welche Naherungsbriiche gesucht sind, verrit er nicht. Der
néchste Hilfssatz wird Aufschluss dariiber geben, wie man vorgehen muss, um die gewiinschten Naherungs-
briiche zu identifizieren, aber vorerst werden wir einige Eigenschaften der Kettenbruchentwicklung von Vd
rekapitulieren. Diese entspricht nach dem Satz 4.4 der Form [ag, ai,as, ..., 2a0]. Da Vd eine quadratische
Irrationalzahl ist, entsprechen nach dem Lemma 4.1 alle &,, der Form

_Vd+P,
T 0n

Hierbei ist P, = 0, Oy = 1 und die weiteren P,,, Q,, sind durchweg positive ganze Zahlen'.

n

Lemma 4.4. Es ist
pi —dgi_ = (-1)"Q, Vnx0.

Beweis. In Anbetracht der Kettenbruchentwicklung [ag, a;, ay, . . ., 2a¢] von Vd und der Form ihrer &, er-
halten wir

\/_ _ EnPn-1+ Pn—2 - \/E _ (\/3 +Pu)pn-1+ Ppn-20Qn
Endn-1+ qn-2 (Vd + Pp)gn-1+ Gn-20n ’

woraus
\/E(PnLIn—l + Qn—ZQn - Pn—l) + (dCIn—l - Pnpn—l - pn—ZQn) =0
folgt. Weil Vd irrational ist, miissen die Klammerterme gleich 0, also

Pn-1=Pungn_1+qn20n und dQn—l =Pupn_1+ pn-20n (4'7)

Im Beweis zum Lagrangeschen Satz 4.2 haben wir gesehen, dass P,,, Q,, fiir geniigend grosse n positiv sind. Wegen der Periodi-
zitét, die hier bei n = 1 beginnt, sind sie aber bereits ab n = 1 positiv.
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sein. Wenn wir die erste Gleichung mit p,,_;, die zweite mit g,,_; multiplizieren und anschliessend die zweite
von der ersten subtrahieren, fihrt uns das zu

p;21—1 - in—l = (pn—l‘]n—Z _pn—ZQn—l)Qn = (_1)(n_1)_1Qn = (_1)nQn'
|

Um also Losungen (X,Y) der Gleichungen X? — dY? = +1 mit X,Y € N* zu finden, miissen wir ein n
finden, sodass (—1)"Q, = %1 ist. Wir bemerken, dass n > 1 sein muss, da die Indizes bei p,_1, g,—1 grosser
oder gleich 0 sein miissen. Weil die Q,, ab n = 1 sdmtlich positiv sind, ist die Gleichung dann und nur dann
l6sbar, wenn Q,, = 1 ist und wenn (—1)" das gewiinschte Vorzeichen + hat. Die n welche dies erfiillen, sind
durch den folgenden Satz gegeben:

Satz 4.5. Die Pellsche Gleichung X* — dY? = 1 ist fiir Vd ¢ N stets losbar und ihre Lésungspaare mit X,Y € N*
sind folgendermassen durch die Niherunszihler p,, und —nenner q,, von \d gegeben:

1, _ : =0 d 2),
(Xe.Ye) = (Pke-1>qre-1) (mod 2) .
(p2ke-1>qake—1) : €=1 (mod 2).
Die Gleichung X* — dY? = —1 ist hingegen nur dann lésbar, wenn die primitive Periodenlinge ¢ der Kettenbru-

chentwicklung von \d ungerade ist. Sodann sind ihre Losungspaare mit X,Y € N* durch
(Xk, Yi) = (P2k-1)6-1> 4 (2k-1)€-1)-
gegeben.

Beweis. Die Kettenbruchentwicklung von Vd entspricht bekanntlich der Form [ag, a1, ay, . . ., 2a¢]. Um die
Gleichungen X? — dY? = +1 zu lésen, muss allem voran Q,, = 1 sein. Ist das der Fall, so gilt

& =Vd + Py
Da &, fur n > 1 nach dem Satz von Galois 4.3 stets eine reduzierte Zahl ist, muss —1 < u, < 0 bzw.

-1<-Vd+P,<0, also Vd-1<P,<Vd = PnzL\/ﬁjzao

sein. Also ist nach dem Satz 4.4 &, = [2(10, ai,ds, ..., ag_l] = &ge. Der Fall Q,, = 1 tritt also dann und nur
dann ein, wenn n = k¢ ist fiir alle k € N™.

Damit die Pellsche Gleichung X2 —dY? = 1 gelost werden kann, muss jetzt (—1)%¢ = 1 gelten. Ist £ gerade,
so ist das stets der Fall und die Losungspaare (Xj,Yx) sind nach dem Lemma 4.4 gleich (prs—1, qre-1)-
Ist £ ungerade, so muss k gerade sein. Anders ausgedriickt sind dann alle Losungspaare (Xj,Yx) gleich
(p2ke—1, q2ke—1) fur alle k € N*, denn 2k deckt alle geraden Zahlen ab.

Sodass die Gleichung X? — d¥? = —1 losbar ist, muss (—=1)k¢ = —1 sein. Es miissen also £ und k beide
ungerade sein. Die Losungspaare (X, Yx) sind dann gleich (p(ak-1)¢-1, ¢ (2k-1)¢c-1) fur alle k. € N*, denn
(2k — 1) deckt alle ungeraden Zahlen ab. Der Satz ist damit beweisen. [

Als kleine Anwendung dieses Unterkapitels wenden wir uns, wie wir es bereits bei der linearen diophan-
tischen Gleichung getan haben, einem Ritsel zu. Die vorliegende Version ist eine leicht abgeénderte Uberset-
zung der Originalfassung, die 1914 im Strand Magazine Dudeney [8] erschien.

»Ich habe neulich mit einem Herrn iiber diesen Ort namens Louvain gesprochen, den die Deutschen niedergebrannt
haben*; sagte William Rogers zu den anderen Dorfbewohnern, die sich um das Feuer in der Gaststditte versammelt
hatten. ,,Er sagte, er kenne ihn gut — er habe dort einen belgischen Freund besucht, und das Haus seines Freundes
habe in einer langen Strasse gelegen, die auf seiner Seite mit eins, zwei, drei usw. nummeriert gewesen sei, und dass
alle Zahlen links seines Hauses zusammen genau dieselbe Summe ergeben hdtten wie alle Zahlen rechts seines
Hauses. Lustige Sache das! Er sagte, er wisse, dass es auf dieser Seite der Strasse mehr als fiinfzig Hdauser gab, aber
nicht so viele wie fiinfhundert. Ich erwdhnte die Sache unserem Pfarrer gegeniiber, und er nahm einen Bleistift
und berechnete die Hausnummer, in der der Belgier wohnte. Ich weiss nicht, wie er das gemacht hat.“Vielleicht
mdochte der Leser die Hausnummer herausfinden.
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Fiir diejenigen, die die ,Hausnummer herausfinden® mochten, setzen wir die gesuchte Hausnummer gleich n
und die Anzahl Hauser in der Strasse gleich m. Wir verdeutlichen die Situation mit einer Skizze:

/I\ n-1

/o0\

n+1 /n\

... L0

[1

[1... LI

N e’
(n-1) Hauser

N e’
(m-n) Hauser

Abbildung 4.1: Skizze der Strasse [9].

Damit die Summe der Hausnummern links des n'*" Hauses die gleiche ist wie die der Hausnummern rechts
davon, muss offenbar

1+42+43+---+(n-2)+(n—-D)=n+D)+n+2)+(n+3)+---+(m—-1)+m
gelten. Das sind zwei arithmetische Reihen; es ist also

nn-1 (m+n+1)(m-n)
2 2

2n® = m? + m.

=

Mittels quadratischer Erganzung ergibt sich

2
1 1
2n® = (m + 5) -7 = Cm+1)?-22n)*=1 = X’-2v%=1, (4.8)

wobei X = 2m + 1und Y = 2n ist. Um des Rétsels Losung zu finden, miissen wir also Losungen (X,Y) mit
X,Y € N* der Pellschen Gleichung X? — 2Y? = 1 finden. Diese sind nach dem Satz 4.5 durch die Ketten-
bruchentwicklung von V2 gegeben. Um sie zu bestimmen, berechnen wir schrittweise die P,,, Q,, und sehen
zu, wann die Periodizitit eintritt. Wir verwenden das auf S. 24 beschriebene Verfahren. Wir wahlen offenbar
Py=0,0p=1und D =d = 2,sodass Qg | D — Pg wird. Wir miissen den ganzzahligen Teil ay von & = V2
bestimmen. Wegen 1% < 2 < 2% ist @y = 1. Damit kénnen wir P, Q1 und &; berechnen:

d_Pf—l _\/E+P1
Qo 01

Der ganzzahlige Teil von £ ist offensichtlich a; = 2, womit wir analog P», Q> und &; bestimmen:

=Vd + 1.

Pi=ayQo—Py=1

&

= 0=

d - P’

. _\/3+P2
01

Q2 :\/C_l+1:€:1.

P;=a101-P1=1

&2

= 0=
Wegen &, = &, ist die primitive Periodenlinge £ = 1 und V2 = [1,5]. Weil £ = 1 ungerade ist, sind die
gesuchten Losungspaare der Gleichung (4.8) nach dem Satz 4.5 gegeben durch (X, Yi) = (p2k—1, g2k—1)- Mit

den Rekursionsformeln, die hier ab n > 1 jeweils p,, = 2p,—1 + pn—2 und g, = 2¢,—-1 + gn—2 lauten, kénnen
wir eine Tabelle der Zahlen Xy, Y und my, ny erstellen:

k| Xk Y my ng
1 3 2 1 1
2 17 12 8 6
3 99 70 49 35
4 | 557 408 288 204
5| 3363 2378 1681 1189

Diese fiinf Werte gentigen bereits, um das Ratsel zu 16sen: Weil die Strassenseite zwischen 50 und 500 Hauser
umfasst, also 50 < m < 500 ist, kann nur die Losung (my4, n4) = (288, 204) die Richtige sein, denn fiir alle
Vorherigen gilt my < 50, wihrend fiir alle danach my > 500 ist. Die Hausnummer des Belgiers ist also n = 204.
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Dieses Ritsel wurde bereits vom berithmten Mathematiker Srinivasa Ramanujan gelost. Nach [10] geht
die Erzahlung wie folgt: Prasanta Chandra Mahalanobis, ein Freund Ramanujans, war eines Sonntags Mor-
gens bei diesem zu Besuch. Er hatte gerade die Losung des besagten Rétsels durch Ausprobieren gefunden, als
er zum Gemiise kochenden Ramanujan (vermutlich auf Englisch) sagte: ,Hier ist ein Problem fiir dich!“- ,Was
fiir ein Problem? Erzahl’s mir“ , erwiderte Ramanujan, der immer noch mit Kochen beschéftigt war. Nachdem
ihm Mahalonibis das Ritsel geschildert hatte, antwortete dieser iberraschenderweise in kurzer Zeit: ,Bitte
schreib die Losung auf“ und diktierte anschliessend einen unendlichen Kettenbruch. Mahalonibis, erstaunt
dartiber, dass Ramanujan die Losung, ja sogar alle moglichen Losungen ohne die Einschrankung 50 < m < 500
in einem Kettenbruch gefunden hatte, fragte diesen, wie er denn darauf gekommen sei. Erstaunlicherweise
meinte Ramanujan: ,Als ich das Problem horte, war mir sofort klar, dass die Losung offensichtlich ein Ket-
tenbruch sein musste; dann dachte ich: Welcher Kettenbruch? Und die Antwort kam mir in den Sinn.“ Ob
Ramanujan denselben Kettenbruch wie wir verwendet hat, ist unklar. Es gibt ndmlich noch alternative Ket-
tenbriiche, die die Losungen beinhalten. Zwei Beispiele fiir solche Kettenbriiche finden sich etwa bei Park [11]
und bei Sivaraman [12].
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5 Unendliche allgemeine Kettenbriiche

Bisher haben wir konkrete, reguldre Kettenbriiche betrachtet. Dieses Kapitel unterscheidet sich insofern von
den vorherigen beiden, als dass es jetzt Kettenbriiche auch als Funktionen auffasst. So werden wir etwa die
Funktionen tan(x) und tanh(x) als Kettenbriiche darstellen, mit denen wir anschliessend die Irrationalitat der
Kreiszahl m = 3.14159. .. und der Eulerschen Zahl e = 2.71828 . . . beweisen werden. Zunichst legen wir aber
die notwendige Grundlage.

5.1 Das Hauptkonvergenzkriterium von Pringsheim

Wir beginnen mit einem umfassenden Konvergenzkriterium fiir allgemeine Kettenbriiche, das sich in dieser
Allgemeinheit erstmals bei Pringsheim [13] findet. Wie der Titel des Unterkapitels andeutet, handelt es sich
um sein Hauptkriterium. Tatsachlich sind Alfred Pringsheim noch weitere Konvergenzkriterien zuzuschrei-
ben. Einige finden sich etwa bei Perron [2].

Satz 5.1. Wenn die Elemente des unendlichen Kettenbruches

baf | bof | B (5.1)
@ az as
den Ungleichungen

lan| = bl +1;, Vr>1

geniigen, so konvergiert der Kettenbruch und sein absoluter Wert ist |&y| < 1. Der Fall |&y| = 1 kann dabei aber
nur auftreten, wenn durchweg |a,| = |b,| + 1 ist'.

Beweis. Da der Fall b, = 0 einen endlichen Kettenbruch zur Folge hat, betrachten wir nur b, # 0. Wir
setzen zudem voraus, dass die vorherigen Ungleichungen |a,| > |b,| + 1 stets erfiillt sind. Das Bildungsge-
setz der Naherungsnenner g, ist nach den Rekursionsformeln Theorem 2.1, S.3 bekanntlich gegeben durch
qn = nqn-1 + bngn—2. Geometrisch ersieht sich leicht, dass daher stets die Ungleichung

lgnl 2 lanllgn-1] = 1ballgn-2|
besteht. Da |a,| — 1 > |b,| ist, folgt daraus
lgnl = lanllgn-1] = (lan| = 1)|gn-zl.
Indem wir auf beiden Seiten —|g,,—1| addieren, erhalten wir:
lgn] = lgn-11 = (lan| = D) (Ign-1| = lgn-21)-
Aus der rekursiven Natur dieser Gleichung folgt jetzt
lgnl = 1gn-11 = (lan| = D(lan-1] = D(lan-2| = 1) - - - (laz| = 1) (I91| = lqol),
also
lgnl = lgn-11 = (lan| = D (lan-1| = D(lan-2| = 1) - - - (laz| = D(lar| = 1) = |bubp-1by—z - - - b2b1].

Die |g,| nehmen folglich streng monoton zu und sind, weil go = 1 ist, durchweg von 0 verschieden. Deshalb
koénnen wir % fiir alle n als

P_n:@+(&_@)+(&_&)+...+(M_M)+(&_Pn—l)
qn 90 q1 qo qz2 q1 dn-1  4n-2 dn  4n-1

Das ist eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir |£&,| = 1. Fiir unsere Zwecke jedoch geniigt diese Tatsache
bereits.
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schreiben. Die Klammerterme konnen wir nach dem Satz 2.1, S. 6 ersetzen, sodass die endliche Reihe

b bib bi1bsb bib bibs---b
&:0-}. L 12+ 123_...+(_1)”_2 2 ( 1)n1 1V2 n
qn qgoq1 4192 q29s3 dn-29n-1 dn-19n

entsteht. Konvergiert sie mit n — oo, so konvergieren auch die Naherungsbriiche des Kettenbruches (5.1). Sein
Wert ist dann derjenige, der die Reihe annimmt, wenn man sie ins Unendliche fortsetzt. Der hochst mégliche
absolute Wert der unendlichen Reihe — der tritt ein, wenn die Werte aller Summanden absolut gezahlt werden

—ist
- > 1 1 1 1 1
Z|Qn| |C]n1| Z( ——)=lim(—— ):_=
lgn-1llgnl = \lgn-1l  lgnl] n==\lgol lgaul] lqol

n=1

 |biby -
Z dn-19n

n=1

Daraus schliessen wir, dass die Reihe und somit der Kettenbruch immer konvergiert. Sein absoluter Wert ist
|€0| < 1. Gleichheit mit 1 kann nur dann eintreten, wenn alle >, bzw. < die wir im Prozess benutzt haben,
durch = ersetzt werden. Diese Tatsache ergibt sich leicht dadurch, indem man beachtet, dass das letzte < durch
= ersetzt werden muss und dann zuriickverfolgt, welche anderen ersetzt werden miissen. Insbesondere muss
also, damit |&y| = 1 ist, durchweg

lgnl = lanllgn-1] = [bnllgn-2| = lanllgn-1] = (lan| = Dlgn-2l,

also |ay,| = |by| + 1 gelten. Der Satz ist damit vollstdndig bewiesen. [

5.2 Irrationalitit gewisser unendlicher Kettenbriiche

Angesichts der Tatsache, dass unendliche reguldre Kettenbriiche stets einer Irrationalzahl gleich sind, kénn-
te man irrtiimlich meinen, dasselbe gelte fiir unendliche allgemeine Kettenbriiche, deren Elemente samtlich
positive ganze oder sogar ganze Zahlen sind. Erstaunlicherweise ist das nicht der Fall; man findet etwa

23] 23] 23
23 =224 — 4+ 4
22 " 22 " 22
Der Leser oder die Leserin sei ermutigt, die Gleichheit zu beweisen. Kann er oder sie fiir & € R\ {0, 1} weitere
solche Kettenbriiche finden? (Hinweis: quadratische Gleichungen). Es gibt jetzt aber trotzdem unendliche
allgemeine Kettenbriiche mit ganzzahligen Elementen, deren Wert irrational ist:

Satz 5.2. Esseien(ay,), n und{b,)~_ . Folgen mita,,b, € IN*. Gelten ab einem gewissen Index k die Unglei-
chungen agie > byye + 1, wobei ¢ fiir jede natiirliche Zahl steht und das Zeichen > nicht zwingend immer, aber

unendlich oft vorkommt, so sind die die Kettenbriiche

bl bl b

" faa " fas
und

bi|  ba|  bs|

konvergent und ihre Werte irrational.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den zweiten Kettenbruch, der Beweis fiir den ersten erfolgt im Wesentli-
chen analog. In Anbetracht des unendlichen Kettenbruches

— - —-—'+...; a,,b, e NT

setzen wir voraus, dass ab einem gewissen Index, sagen wir k, stets die Ungleichungen a.¢ > br4¢ +1 gelten
und dabei das Zeichen > nicht zwingend immer, aber unendlich oft vorkommt. Aus der Voraussetzung folgt
jetzt, dass erstens durchweg ax.¢ > 1, und zweitens auch immer |axi¢| > |bi+e| + 1 gilt. Das Konvergenz-
kriterium von Pringsheim Satz 5.1 lehrt also, dass die absoluten Werte der unendlichen Kettenbriiche

bise| B bk+5+1\ bk+5+2\
‘ak+€ ‘ak+[+1 ‘ak+[+2

= Ekrt—1 — Akst-1
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fiir alle € > 0 kleiner als 1 sind. Gleichheit mit 1 kann wegen der Voraussetzung, dass das Zeichen > unendlich
oft vorkommt, niemals eintreten. Weil fiir alle £ > 0 stets ay4¢ > 1 ist, sind die Werte der Kettenbriiche also
alle positiv. Wir nehmen jetzt an, dass der Kettenbruch

br|  bisi bk+z\+_

‘ak ‘ak+1 ‘ak+2 1= e~ e

einen rationalen Wert hat, sagen wir 22. Dabei sind A1, A3 € N mit 4; > A, > 0. Des weiteren ist dann
g L

A2 _ bi N gk_ak:akﬂz—bk/h:ﬁ,
A ax — (§k — ax) Az Az
wobei A3 = axd; — bxd; wieder eine natirliche Zahl ist und offenbar wieder 4; > A, > A5 > 0 gilt, da
&r—ay < 1auch eine positive rationale Zahl ist. Analog findet man eine natiirliche Zahl 14 = agi14d3—bg1142,
sodass A1 > Ay > A3 > A4 > 0 ist:
A3 Di+1 ar+1d3 — braide A4

- = = k41— Aps1 = = .
Ay g = (k1 — Ars1) A3 A3

Den Prozess weiterfithrend, erhalten wir eine unendliche, streng monoton fallende Folge natiirlicher Zahlen
Ay > A, > A3 > .. .. Eine derartige Folge kann aber nicht existieren, also muss unsere Annahme, dass der
Wert &x—1 — ay—1 rational ist, falsch, also der Wert irrational sein. Da damit auch &y _; irrational ist, muss der
Kettenbruch

_ bl B LIS
°T a1 |az |1
konvergent sein; denn keines der &, mit n < k — 1 kann rational, also gleich 0 sein. Die Zahl &, existiert also
und ist irrational, was zu beweisen war.
Zum Irrationalitadtsbeweis des anderen Kettenbruches durchlduft man die gleichen Schritte und braucht

jeweils dieselben Mittel. ]

&

5.3 Kettenbruchdarstellungen fiir tan(x) und tanh(x)

Das Ziel dieses Unterkapitels ist es, die Funktionen tan(x) und tanh(x) als unendliche allgemeine Kettenbrii-
che darzustellen. Dazu definieren wir zunéchst eine Folge bestimmter hypergeometrischer Reihen.

Definition 5.1. Sei
© k

X
Fn(7§x) = —
é KITISZ (v +n+ 0)

x! x? xk

=1+ + oot + -
U(y+n) 2(y+n)(y+n+1) K'(y+n)---(y+n+k-1)

i)
wobei vy ein Parameter mity € R\ {-n,—(n+1),...,—-(n+k —1),...} ist.

Wie bei den Kettenbriichen beginnen wir bei den Reihengliedern, ab 0 zu zihlen. Hier ist also 1 das 0
Glied. Wir zeigen jetzt die Konvergenz jener hypergeometrischen Reihen auf:

Satz 5.3. Die Reihe F,,(y;x) ist fiir alle y, n und x konvergent.

Beweis. Es sei ¢; das k' Glied der Reihe F,,(y;x). Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe gewiss fiir
alle x konvergent, falls

lim Chl <1

k—co | Ck
ist. Weil

Xk
el =14 My +n+0)
ist, folgt
C X
Jm :_: T [+ 1)(y+n+k)| =0<L Vy.mx.
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Wie sich jetzt durch einen Koeffizientenvergleich leicht verifizieren lésst, gilt stets die folgende Identitét:

X
y+n)(y+n+1)

Fru1(y;x) = Fu(y;x) — ( Frya(y;x). (5.2)

Fi(y;x)

Anhand dieser Rekursion werden wir fihig sein, einen unendlichen Kettenbruch, der Folyo)

entwickeln. Vorerst aber treffen wir der einfachen Darstellung zuliebe die

entspricht, zu

Definition 5.2. Es sei

F, ;
Gn(’)’;X) — n+1 (7 x) .
Fy (’)’; X )
Der folgende Satz soll aufzeigen, in welchen Kettenbruch sich G (y;x) = g gig entwickelt. Der Satz wird

die Grundlage dafiir legen, die Funktionen tan(x) und tanh(x) als unendliche Kettenbriiche darzustellen.

Satz 5.4. Ist Fy(7y;x) von 0 verschieden, so gilt:

) x ‘ x ‘ X ‘ x
Go(y;x) = —‘+ Yo | | DG O3 )DL
S |

4 R S D 2 D S DA U o
‘y ‘y+1 ‘y+2 ‘y+3 ‘)/+n—1

-y VxeR.

Beweis. Zu Beginn bemerken wir, dass der zweite Kettenbruch durch ,Kettenbrucherweiterung“! aus dem
ersten folgt. IThre Ndherungsbriiche bzw. ihre Werte sind einander also gleich. Es geniigt demnach zu zeigen,
dass Go(y;x) dem ersten Kettenbruch gleich ist.

Zunichst betrachten wir den Fall, wobei fur alle x stets F,,(y;x) # 0 ist. Weil G, (y;x) dann fiir alle x
konvergent ist, entnehmen wir der Rekursion (5.2), dass

_ X Fn+1(7§x) Fn+2(7§x)
Gn(7§x) =1- ’
(y+n)()/+n+1) Fn(7§x) Fn+1(7;x)
also
1
Gu(y;x) = (5.3)
1+ WGn+l(y;x)
gilt. Aus (5.3) und sukzessivem Einsetzen der G,,(y; x) folgt nun
X X X X
1 = = - Gn(y;x)
Golyix) = 1|, y040|, 5G|, |, GmaGmD| , GG o |
e 1 | 1
X X X X ‘ (5.4)
_ 1, yom|, ool , |, Gmaemn|,  Geenge |
] |1 | 1 1- (1 I )
Gn(y:x)
Des Weiteren ist
1 X ‘ X X ‘
(1 _ ) _ (y+n)(y+n+1) + (y+n+1) (y+n+2) ot (y+n+m-1) (y+n+m) ) (5'5)
G, (y;x) ‘ 1 ‘ 1 1— (1 _ 1 )
Gn+m(7§x)
Um den Satz fiir F,,(y;x) # 0 zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass
1 T ‘ D 2 ‘
(1 _ ) __ OO | Gaeh G| (56)
Gn(y;x) 1 | 1

ist. Bezeichnen wir die Naherungszihler und —nenner des Kettenbruches (5.6) als p,, und ¢,,, so muss dazu
gelten:

. 1 pm]
llm 1-—|—-——|=0.
m—eo [( Gn(y;x)) qm

Wie die sKettenbrucherweiterung® funktioniert, wird bei Bedarf im Anhang C erklart.
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Unter der Verwendung des Kettenbruches (5.5) bzw. der Rekursionsformeln Satz 2.1, S.3 wird daraus

— 1 _ 1 Pm _ Pm-1
Pm (1 Gn+m(7;X))pm‘1 _Pm (1 Gn+m(7;x)) (qm qul)

lim = lim = 0. (5.7)
m—oo 1 m-—oo dm 1
qm - (1 - Gn+m(7;x)) qm_l qm qdm-1 - (1 - Gn+m (7§x))
Um dies zu verifizieren, werden wir zeigen, dass
lim Guim(y;x) =1,  lim (P_m - Pm—1) =0 und lim #0

ist, woraus (5.7) offenkundig seine Richtigkeit erhalten, also der Satz fiir F,(y;x) # 0 bereits bewiesen sein
wird. Ersteres folgt leicht aus der Definition 5.2 und der Tatsache, dass mit m — oo sowohl Fj 4,41 (y;x)
als auch Fj,4,, (y;x) gegen 1 geht. Die zweite Aussage ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass der Ketten-
bruch (5.6) konvergent ist. Wir konnen diesen Kettenbruch durch Kettenbrucherweiterung in den folgenden,
gleichwertigen Kettenbruch iiberfithren:
il

x J, x|
_‘7+n+1 +‘y+n+2 +‘y+n+3 *

Dieser ist nach dem Konvergenzkriterium von Pringsheim Satz 5.1 fiir geniigend grosse n konvergent, woraus
die Richtigkeit der zweiten Aussage folgt. Was die dritte Aussage anbelangt, ist

X q g
dm = qdm-1*+ dm-2 = To=1+ q_r'jl’
(y+n+m-1)(y+n+m) dm-1 p—

wobei die Teilzahler |&,,| fiir gentigend grosse m beliebig klein werden kénnen. Um die dritte Aussage zu
beweisen, geniigt es zu zeigen, dass stets % > % ist. Es folgt ein Beweis durch Induktion. Der Induktions-

anfang fiir m = 1 ist erfiillt, da % = 1 ist. Wir nehmen nun an, dass die Induktionsannahme fiir (m — 1) hilt,
also % > % ist. Dabei kdnnen wir, indem wir n gentigend gross wihlen, voraussetzen, dass stets |&,,| < %

gilt. Der kleinstméogliche Wert, den qq—’” anhand dieser Voraussetzungen annehmen kann, erhélt man nach

-1
der obigen Gleichung offenbar, wenn ¢,,, = —% und % = % ist. Setzt man diese Werte ein, wird
m-

!
Im_ > 1+ £
dm-1 2

Da % > % ist, halt die Induktionsvoraussetzung also auch fiir m. Kann der Leser oder die Leserin den effektiven
Grenzwert bestimmen? Die dritte Aussage ist damit bewiesen und der Fall F, (y;x) # 0 erledigt.

Es verbleibt nur noch zu beweisen, dass der Satz auch dann gilt, wenn ein x” existiert, sodass eines oder
mehrere der F, (7y;x") = 0 sind. Wir setzen dazu voraus, dass mindestens ein F}, (y; x’) = 0 ist. Die Problematik
besteht nun darin, dass mindestens ein G, (y;x’) an der Stelle x” divergent ist; wir konnen demnach nicht
mehr wie vorhin argumentieren, dass Go(y;x) an der Stelle x" dem gewiinschten Kettenbruch entspricht.
Wir bemerken aber sogleich, dass nicht unendlich viele F,,(y;x’) = 0 bzw. G,,(y;x”) divergent sein kénnen,
denn es ist

lim Fy(y;x) = 1.
n—oo

Dieser Grenzwert zieht ferner nach sich, dass unter zwei aufeinanderfolgenden F,, (y;x) nicht beide gleich 0
sein konnen, da sonst nach der Rekursion (5.2) alle weiteren F,(y;x) = 0 wiren. Insgesamt muss also ein
grosstmoglicher Index k existieren, sodass Fi (y;x”) = 0 ist, wobei Fx_1(y;x"), Fr+1(y;x") und alle weiteren
Fi4¢(y;x") von 0 verschieden sind. Wir konnen also immerhin mit gewohnter Argumentation, die wir be-
reits bei Go(7y; x) verwendet haben, den durch die Rekursion (5.3) entstehenden Kettenbruch fir G, (y;x")
herleiten:

x’

xl
1\ (y+k+1) (y+k+2) ‘ (y+k+2) (y+k+3)
G x) = — + + +oe
k+1(7 ) ‘1 ‘ 1 ‘ 1
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Ferner muss, weil G (y;x’) divergent ist, nach der Rekursion (5.3) die Gleichung

’ ’

X
x’ , (v+k) (y+k+1) ‘ (y+k+1) (y+k+2) ‘ (y+k+2) (y+k+3)
G ;X)) = + + + -
G 00 ke k) 1 | 1 |

’

=1

erfillt sein. Sie impliziert jetzt, dass auch Gy_1(y;x”), das offenbar den Wert 0 hat, dem aus der Rekursion
(5.3) entspringenden Kettenbruch

x’

1], GG
ol

x’

y+k) (y+k+1)

x’

y+k+1) (y+k+2)

.

L L
gleich ist, denn er konvergiert gegen 0. Sind nun alle G, (y; x") mit n < k — 1 konvergent, so gilt die Rekursion
(5.3) fiir n < k—1 und entsprechend ldsst sich Go(y; x") zum Kettenbruch (5.4) mit n = k—1 entwickeln. Setzen
wir dann den Kettenbruch fiir Gg_;(y;x") in den Kettenbruch (5.4) ein, so wird G¢(y;x") dem gewinschten
Kettenbruch gleich. Existieren aber n < k — 1, sodass F,,(y;x") = 0, also G, (y;x’) divergent ist, konnen wir
mit derselben Argumentation wie vorhin zeigen, dass G,_1(y;x’) dem aus der Rekursion (5.3) entspringen-
dem Kettenbruch entspricht; und wieder wire Go(y;x”) durch dieselbe Argumentation dem gewiinschten
Kettenbruch gleich. Unabhingig davon, ob irgendein F,, (y;x”) = 0 ist, bleibt Go(y;x") also dem gewiinschten
Kettenbruch gleich. Dabei ist wichtig anzumerken, dass G(y;x’) stets konvergent ist, insofern Fy(y;x”) # 0
gilt. Der Satz ist damit vollstandig bewiesen. [ ]

Mit dieser Vorarbeit sind wir nun endlich bereit, dieses Unterkapitel abzuschliessen:

Theorem 5.1.

T S T <0 B [r |
tan(x)—‘1 ‘3 ‘5 ‘Zk—l i Vx e R\ 2+€7r te?Z
tanh(x):i‘+x—2‘+x—2‘+ + v ‘+ ; VxeR.

1|3 |5 2k -1

Dieses Resultat findet sich bereits bei Lambert [14]. Er war der Erste, der die Kettenbruchdarstellung des
tan(x) bewies bzw. entdeckte und damit unter anderem als Erster die Irrationalitat der Kreiszahl 7 nachwies;
wihrend sich diejenige fiir tanh(x) — wenngleich nicht in dieser Form — bereits bei Euler [5] findet. Lamberts
Beweismethode ist zwar etwas umstiandlich und unterliegt bei Weitem nicht der hiesigen Allgemeinheit -
hingegen aber nach Pringsheim [15] einer ,fur die damalige Zeit (1767) geradezu exceptionellen Strenge®.
Dieser Aufsatz enthilt ein lesenswerter Einblick rund um den lambertschen Beweis.

Beweis. Wir beweisen zuerst die Kettenbruchdarstellung des tan(x). Dazu bedienen wir uns an der Potenz-
reihendarstellung des sin(x) und cos(x):

3 5 2k+1
. x> x X
sinx) =x—-—+——----+(-1) ' ——m—- +---
) 31 5! (=1) (2k +1)! ’
2 4 2k
X X k
cos(x) =1—-—+ ——---+ (-1 +ee.
) 2! 4l = (2k)!
Wie man jetzt leicht feststellt, ist
2 4 2k
SV DU LY ! A
Fl(?’ 4)‘1 5.4 0102 2.42 2! +(=1) 3.3, 2k g4k Kl
Offenbar ist das k' Glied stets gleich
k k k
(-1)* g < - (pf
- 9
%%%T*'lzﬂf k! ‘21_1;.]{!.3 5---(2k +1) (2k + 1)!
also
Fi (1,_x_2)—2(—1)’< al —Sm(x), Vx £ 0 (5.8)
24 yaurt (2k +1)! x



In analoger Weise erhilt man

sl 2k
2 X
By (355) = 20 Gy = cos@). (59)
k=0 )
Daraus folgt nach dem Satz 5.4
<y (5-%) N g
— — 1. —
tan(x) = ——= =2Go (5= ) = (7 - e g
FO (E’_T) 2 2 2 ‘ 2

Erweitern wir die Kettenbriiche, sodass die Naherungsbriiche gleichwertig bleiben, erhalten wir schlussend-

lich
tan(x)zi‘—————-‘-———---; VxelR\{g+€7r:€eZ},
wobei hier wichtig anzumerken ist, dass die Nullstellen von Fj (% ; —XTZ) = cos(x) nicht in der Definitions-

menge sein diirfen.
Nun folgt der Beweis zur Kettenbruchdarstellung des tanh(x). Dazu betrachten wir vorerst die Definitio-
nen fiir cosh(x), sinh(x) und tanh(x):

X e X X 4o X inh
sinh(x) i= S5, cosh(x) = S~ und  tanh(x) = “hg
Weil
. R k
=14+ -+ -+ =+ + 4+
12t 3! k!
ist, gilt folglich:
3.5 2k+1
sinh(x) T
3! 5! (2k +1)!
2 4 2k
cosh(x)=1+x—+x—+...+x I
2! 4 (2k)!

Zieht man den Vergleich zu (5.8) herbei, fallt unmittelbar auf, dass

- x%k sinh(x)
F (l;x—z) = = ;0 Vx #0
25 ; T rE

ist, denn alles was dndert, sind die negativen Vorzeichen, die sdmtlich positiv werden. Vergleicht man mit
(5.9), erhilt man analog

, ® 2k
Fo (%xz) = kZ:;) 0! = cosh(x),
also folgt
2 2 2
tanh(x)zXT+X—+X—+---+zkx_1 +---; VxeR.

2

Da Fj (%, XT) = cosh(x) keine Nullstellen hat, ist die Definitionsmenge R. Der Satz ist vollstindig beweisen.
|
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5.4 Irrationalititsbeweise fir tan(%), tanh(%), ev, 7 und 72

Nachdem wir die Kettenbruchdarstellungen fiir tan(x) und tanh(x) erarbeitet haben, fallt es erstaunlich leicht,
den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 5.5. Sei% eine von 0 verschiedene rationale Zahl, wobeiu € Z* undv € IN% ist. Dann ist sowohltan(%) ¢Q

als auch tanh(%) ¢ Q.

Beweis. Wir setzen voraus, dass | eine von 0 verschiedene rationale Zahl bedeutet, wobeiu € Z* und v € N*
ist. Indem wir in den Kettenbruchdarstellungen des Theorems 5.1 jetzt x = ¥ setzen und die Kettenbriiche
durch Kettenbrucherweiterung in gleichwertige tiberfithren, gilt:

t (E)—l_ﬁ_ﬁ ..... |
any v 3y sy |(2k — 1)v ’
(5.10)
tanh(z):l+ﬁ+£+...+“—z+
v s [(2k =1

Die Werte der Kettenbruche sind nach dem Satz 5.2 irrational, denn bei beiden Kettenbriichen ist ab einem
gewissen Index k stets [2(k + €) — 1]v > u? + 1. [

Daraus folgt jetzt die Tatsache, iiber die sich vor Lambert bereits Unzéhlige den Kopf zerbrochen hatten:
Korollar 5.1. Die beiden Zahlen © und n* sind irrationale Zahlen.

Beweis. Da tan(mr) = 0 ist, kann 7 keine rationale Zahl sein, denn sonst wire nach Satz 5.5 die natiirliche
Zahl 0 irrational. Es verbleibt zu zeigen, dass 72 irrational ist. Dazu nehmen wir an, dass 72 rational ist. Die
Zahl rr wire folglich die Wurzel einer rationalen Zahl!, also 7 = ‘/7;’ Unter der Verwendung von (5.10) wére

demnach

Vitan(¥) < Mo e e
0= Vi tan(3 vy v k-1 7

wo doch der Kettenbruch in Wahrheit nach Satz 5.2 einen irrationalen Wert hat, also nicht gleich 0 sein kann.
Daher kann unsere Annahme, dass 72 rational ist, nicht richtig sein. Die Zahl 2 ist folglich irrational. ]

Mit der Funktion tanh(%) gelingt es jetzt, die Irrationalitat von e%, also insbesondere die der Eulerschen
Zahl e selbst zu beweisen:

Korollar 5.2. Sei % eine von 0 verschiedene rationale Zahl mitu € Z. undv € N*. Dann ist ev irrational.

Beweis. Wir setzen voraus, dass % eine von 0 verschiedene rationale Zahl mit u € Z und v € N? ist. Nach
der Definition des hyperbolischen Tangens gilt

) 2

<R <I®
.

1%

<Ig|=I=

Wiire e v rational, so wiire auch tanh(%) rational, was aber nach dem Satz 5.5 nicht der Fall ist. Demnach ist
e stets eine Irrationalzahl. [ ]

Jede Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl entspricht der Form ./ ”7' = % mit u’” € Nund v € N*. Eine vereinfachte Form

erhilt man durch Erweitern dieses Bruches mit v/v: Es gilt ./ MT/ = ‘/TE mitu =u’ - v.
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6 Diskussion

Im Verlaufe dieser Arbeit haben wir gesehen, dass sich Kettenbriiche in verschiedenster Weise anwenden
lassen - sei es zu numerischen Zwecken im Zusammenhang mit dem Gesetz der besten Naherung oder zu
zahlentheoretischen Zwecken bei diophantischen Gleichungen und Irrationalitdtsbeweisen. Zwar existieren
etwa fiir die Irrationalitidtsbeweise von 7 und e weniger aufwéndige Beweise, die ohne Kettenbriiche auskom-
men, doch bietet der Kettenbruchansatz oft eine besonders natiirliche und intuitive Herangehensweise. Das
will nicht etwa heissen, dass die Beweismethoden besonders intuitiv und natiirlich sind, sondern dass nahezu
jedes Korollar, jeder Satz und jedes Theorem eine Antwort auf eine intuitive und natiirliche Frage darstellt.
So kann man sich etwa fragen: ,Wann haben Kettenbriiche einen irrationalen Wert?*; ,Kann man trigonome-
trische Funktionen wie tan(x) oder Funktionen wie tanh(x) als unendliche Kettenbriiche darstellen?®; ,Lasst
sich mit ihnen die Irrationalitdt von 7 und e nachweisen, da diese Zahlen eng mit diesen Funktionen verbun-
den sind?”. Die relevanten Anwendungen und eben gerade diese intuitive und natiirliche Herangehensweise
sind der Grund, weshalb der Kettenbruchansatz wertvoll ist.

Abgesehen von den Anwendungen, bei denen die Mathematik ja eigentlich endet, sind es doch die Gege-
benheiten, Satze und Theoreme, welche schone Muster in sich tragen, die den Kettenbriichen ihren wahren
Wert verleihen — seien es Gegebenheiten wie die elegante Kettenbruchentwicklung des goldenen Schnitts,
seien es Sitze wie der Satz von Galois, der die palindromische Kettenbruchentwicklung von Quadratwur-
zeln Vd zur Folge hat, oder seien es Sitze iiber die Kettenbriiche der Funktionen tan(x) und tanh(x), in denen
die Ungeraden Zahlen aufsteigend vorkommen. Diese Arbeit mdge nun mit einem treffenden Zitat enden; in
seiner Apologie schreib der Mathematiker Godfrey H. Hardy:

»The mathematician’s patterns, like the painter’s or the poet’s, must be beautiful; the ideas, like
the colours or the words, must fit together in a harmonious way. Beauty is the first test: there is
no permanent place in the world for ugly mathematics.”

— Hardy, G.H. [16]
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A Verallgemeinerung des Kokosnussritsels

Wir wenden uns wieder dem Kokosnussritsel aus dem Unterkapitel 3.3 zu. Die angehende Untersuchung
wird sich jetzt nicht mehr auf 3 Piraten beschranken, sondern den allgemeinen Fall von n Piraten betrachten.
Der wesentliche Teil des Rétsels lautet in diesem Fall:

Es stranden n Piraten auf einer Insel, auf der es Kokosniisse und Affchen gibt. Die Piraten sammeln am Vorabend
einen Haufen aus Kokosniissen zusammen. In der Nacht teilt ein Pirat den Haufen in n kleinere Haufen, wobei
eine Kokosnuss iibrig bleibt. Er nimmt sich einer dieser Haufen, gibt die iibrige Kokosnuss einem Affchen und
fiihrt die restlichen Kokosniisse wieder zu einem Haufen zusammen. Die ndchsten (n — 1) Piraten tun es dem
ersten gleich. Als die Piraten am ndchsten Morgen aufwachen, verteilen sie die restlichen Kokosniisse gerecht auf
alle n von ihnen, wobei keine Kokosnuss tibrig bleibt.

Wir bezeichnen die Anzahl Kokosniisse des initialen Haufens wieder mit Xy, die des nachsten mit X; usw.
Offenbar gelten wieder die folgenden Beziehungen:

Xi1=(2)Xo-1), -, Xpor=(E)Xp2—-1, Xu=(Z1)(Xp-1—1) =nm; meN*.

n

Wir wollen jetzt eine explizite Formel fiir Xz mit 1 < k < n herleiten. Aus den vorherigen Beziehungen
erhalten wir durch sukzessives Einsetzen:

X = (52) [(%l) [ (e ) =1 1))1}

wobei der Ausdruck "T_l und —1 jeweils k-mal vertreten sind. Das ist bereits eine explizite Formel; wir konnen
sie allerdings erheblich vereinfachen:

n n

X = (”T_l)kXo - [("—‘l)k +(E) (2P (n—l)l]

= (5" X - (22) [(__)—_1] = (52) Ko+ (= 1) [ (55)" ~1]

() —1

Addieren wir die Anzahl Kokosniisse des letzten Haufens X,, = nm, die n Kokosniisse der Affchen sowie die
von den Piraten gestohlenen Kokosniisse, so erhalten wir offensichtlich Xj.

Xo=nm+n+3(Xo-1+X;—1+Xp -1+ + X1 — 1)

=nm+n—1++(Xo+Xi+-+Xy1).

Wir wollen jetzt den Klammerterm explizit bestimmen; sei dazu Fy = X+ X1 +- - - + Xx—1. Unter Verwendung
der expliziten Formeln fiir X, gilt also

k-1 k-1

Welil der erste Klammerterm gleich —(n — 1) [(";)k_1 - 1] ist, folgt

Fr = X, [1 —(n-1) ((”T‘l)"‘1 - 1)] +(n—1)>2 [1 — (m=1)< o 1]

=3 = =) (25 = - 07 5
Es ist demnach

X0=nm+n—1+% = nXo—F,—n’m=n(n-1),
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woraus

nXo — Xo [n -(n-1) (”74)”_1] +(n—-1)> (ﬂ)n_l —n’m=n(n-1)

n

folgt. Wenn man zusammenfasst und mit n" !

multipliziert, ergibt sich schliesslich
(n—-1)"Xy—n""'m = (n-1n" — (n-1)"*"".

Das ist die lineare diophantische Gleichung, die es zur Bestimmung von X, bei n Piraten zu 16sen gilt. Tat-
séachlich ist die Gleichung fiir n = 3 wie im urspringlichen Rétsel: 8X, — 81m = 38.
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B Zusammenhangzwischen den Losungen der Pell-
schen Gleichung

Im Unterkapitel 4.5 haben wir in der Kettenbruchentwicklung von Vd = [ag, ai,...,0¢0-1, 2(10] die Lo-
sungen der allgemeinen Pellschen Gleichung X? — dY? = +1 gefunden. Ist die primitive Periodenlinge ¢
gerade, sind nach dem Satz 4.5 alle Losungen (X, Y) der Pellschen Gleichung X? — d¥Y? = 1 mit X,Y € N*
gegeben durch (Xi,Yy) = (pre—1,qre—1), wihrend X2 — dY? = —1 keine besitzt. Ist £ ungerade, so 16sen
(Xk,Yr) = (p2ke-1-q2ke—1) die Pellsche und (X, Yi) = (p(2k-1)c-1> 4 (2k-1)¢-1) die andere Gleichung. Um
Losungen der beiden Gleichungen zu finden, muss man also durch die Rekursionsformeln schrittweise Na-
herungszéhler und —nenner berechnen. Desto grdsser die primitive Periodenldnge ¢ ist, umso ineffizienter
ist dieses Verfahren. Ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen den Losungen ermoéglicht es uns aber,
diese vergleichsweise schnell zu finden:

Satz B.1. in Anbetracht der Kettenbruchentwicklung von Vd = [ao, ai,...,d¢-1, 2a0], wobei £ die primitive
Periodenlinge ist, besteht der folgende Zusammenhang:
k
Pke-1+ 61k€—1\/3 = (Pe—l + Qt’—l\/f_l) .

Hat man also die minimale Lésung (pis—1, gre—1) der Gleichungen X2 — dY? = +1 gefunden — man erhalt
sie entweder fiir k = 1 oder fiir k = 2 - so lassen sich die folgenden Losungen um einiges schneller berechnen.

Beweis. Es sei [ao, ai,...,d¢-1, 2a0] die Kettenbruchentwicklung von Vd. Offenbar gilt

Pn+t-1
qn+t-1

= [ao’ala e ap—1, 2610,61[4.1, ... 7an+€—1]’

und da hier insgesamt (n + ¢) Teilnenner vorhanden sind, muss wegen der Periodizitat

Pn-1_ 4n-100 *+ Pn—1

[2a0, ags1, - - anre-1] = ao + [ag, a1, ..., an-1] = ao +
dn-1 dn-1
sein. Daher folgt
- 1 1 -
anr‘)1:ao+—‘+---+ ‘+ n-1 ‘ (B.1)
dn+e-1 ‘611 ‘af—l ‘Qn—lao + Pn-1

Nach den Rekursionsformeln allgemeiner Kettenbriiche Theorem 2.1, S.3 erhalten wir demnach

Pnve-1 _ (gn-1a0 + Pn-1)Pe-1+ qn-1Pc-2
dn+t-1 (gn-1a0 + Pn-1)qe-1+ qn-1q¢-2

Wire der rechte Bruch irreduzibel, erhielten wir, da p,+¢—1, gn+e—1 teilerfremd sind, die folgenden Gleichun-
gen:

Pn+t-1 = (qn-1a0 + pn-1)Pe-1+ qn-1Pe-2
= qn-1(pe-1a0 + pe-2) + Pn-1Pe-1;

qn+t-1 = (qn-1a0 + pn-1)qe-1 + qn-19c-2
= qn-1(qe-1a0 + qe-2) + pn-19c-1-

(B.2)

Sei t der grosste gemeinsame Teiler des Nenners und Zihlers dieses Bruches. Wir zeigen nun, dass # = 1 und
der Bruch also tatséchlich irreduzibel ist. Wegen dem Lemma 2.1, S. 6 muss in Anbetracht von (B.1)

[(qn-1a0 + pn-1)Pe-1 + Gn-1Pe-21 qe—1 — Pe-1[(qn-1a0 + pn-1)qe-1 + qn-19¢-2] = (—1)5_1%—1

gelten, also ¢ | ¢,—1 sein. Da t per Definition die Terme in den eckigen Klammern teilt, muss daher ¢ | p,—1ps-1
und ¢ | pu_1g¢—1 sein. Ist ¢t # 1 und kein Teiler von p,,_1, muss daher ¢ | py_; und t | g¢—1 sein. Aber da
88T (pe-1,9¢-1) = 1 ist, misste t = 1 sein — ein Widerspruch. Ist # # 1 und ein Teiler von p,_;, wire, da
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t| gn-1 ist, wiederum ¢ = 1 — ein Widerspruch. Es muss also ¢ = 1 sein. Die jetzt geltenden Gleichungen (B.2)
lassen sich nach den Formeln (4.7), S. 26 noch umschreiben. Diese Formeln besagen

pe-1=Pege1+qr 20 und dge1=Pepe1+ pr2Qrc;

und da &, = [2aq,ai,...,ar_1,2a0] = % = @ ist, gilt

pe-1=aoqe-1+qe-2 und dqe-1 =aope-1+ pe-2-
Diese Ausdriicke lassen sich in die Gleichungen (B.2) einsetzen. Man erhalt:
Pn+t-1 = qn-1dqe-1+ pn-1pe-1 und  Guie-1 = Gu-1Pe-1 + Pu-19c-1-
Multipliziert man die letzte Gleichung mit Vd und addiert die beiden, ergibt sich
Pn+e-1+ C]n+€—1‘/3 = (pn—l + Cln—l\/a) (Pt’—l + 93—1‘/5) .
Fir n = (k — 1)¢ erhalten wir also:
Pke-1+ Qkf—l\/g = (P(k—l)t’—l + 6](k—1)€—1\/3) (Pf—l + 45—1\/3) .
Der erste Klammerterm ist in derselben Form wie die linke Seite. Wir erhalten somit:
Pke-1+ Qkf—l‘/g = (P(k—z){’—l + 61(k—z)f—1‘/3) (Pf—l + 6]6—1‘/3)2 .

Indem wir das Verfahren insgesamt k-mal durchfiihren, folgt schliesslich

k k
Pke-1+ th’—l‘/g = (P—l + Q—1‘/3) (P€—1 + 6]5—1‘/3) = (Pt—1 + 615—1‘/3) .
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C Kettenbrucherweiterung: Multiplikatoren

Im Beweis des Satzes 5.4, $.33 wurde argumentiert, dass der Kettenbruch

y‘ X ‘ X ‘+ X ‘+...+—x ‘+ (Cl)
‘y ‘y+l ‘y+2 ‘y+3 ‘y+n—1
mittels ,Kettenbrucherweiterung® aus dem Kettenbruch
1| 55 ‘ G D) ‘ 57 ) ‘ =3 D) ‘
Eo= 4 L e, e L A (C.2)

tlr B 1
folgt. Auch bei anderen Kettenbriichen wurde die Kettenbrucherweiterung verwendet. Dieser Anhang soll
dazu dienen zu verstehen, was damit gemeint ist. Wir konnen den Wert des Kettenbruches (C.2) als & =

% 5 f schreiben. Wenn wir den Kettenbruch fiir & in dieser Weise erweitern, erhalten wir:

X X X X
W‘ + (7+1)(7+2)‘+ (7+2)(7+3)‘+.”+ (7+n—2)(7+n—1)‘+
R |1 | 1

.
ly

+

X

In diesem Kettenbruch erweitern wir abermals einen Kettenbruch, und zwar denjenigen, der % entspricht.
Wir erhalten:

X X X
x |, 78 wmos ., G
y+1 |1 | 1 | 1

fo—‘ ‘

Es ist leicht zu ersehen, dass die bei dieser Vorgehensweise entstehenden n'*" Niherungsbriiche dieselben
Werte wie die urspriinglichen behalten. Wir erhalten, indem wir so weiterfahren, offenbar den Kettenbruch
(C.1) und dessen Wert ist, da sich die Naherungsbriiche nicht verandern, gleich &. Der Begriff ,,Kettenbrucher-
weiterung” kommt daher, dass wir bei der Vorgehensweise sukzessiv Kettenbriiche erweitert haben. In der
Fachliteratur findet man diesen Begriff jedoch nicht; stattdessen verwendet man fiir den selben Zweck Mul-

tiplikatoren 01, 02, 03, . . .. Sie erlauben es, ohne ein bestimmtes Vorgehen zu beschreiben, denselben Zweck
zu erfiillen: Es sei ein allgemeiner Kettenbruch mit Wert &, gegeben:
b b b
éy=ap+ 1‘+—2‘+ 3‘ --+—"‘+---.
jar faz fas |an

Seinen Nidherungszédhler bzw. —nenner bezeichnen wir mit p, bzw. ¢g,,. Wir werden jetzt zeigen, dass die
Néherungsbriiche des Kettenbruches

lel‘ QlQsz‘ 92Q3b3‘ ”‘+Qn—19nbn‘+
‘Qléh ‘Qzaz ‘03613 ‘ Onln

ap + -5 o0k #0

die gleichen Werte haben wie die Niaherungsbriiche des vorherigen, sein Wert also ebenfalls & ist. Sein n'e
Naherungszihler bzw. —nenner sei r,, bzw. s,,. Es gentigt jetzt zu zeigen, dass stets k,p, = r, und k,,q,, = sp,
mit k,, € R* gilt. Im Fall n = 0 ist Kk, = 1. Wir beweisen jetzt mittels Induktion, dass fiir n > 1 jeweils
kn = 0102 - On ist. Berechnet man rq, s; und r;, s; nach den Rekursionsformeln Satz 2.1, S.3, ergibt sich
die Behauptung fiir n = 1, 2. Wir nehmen an, dass die Behauptung allgemein fiir (n — 1) und »n gilt. Nach den

Rekursionsformeln ist jetzt
Fn+1 = On+1An+1Tn + OnOn+1bps1rn-1 und  Spi1 = On+1an+15n + OnOn+1bn+15n-1;
also folgt mittels der Induktionsannahme:
il = 0102 OnOn+1 (Ans1Pn + bps1Pn-1) = 0102+ OnOn+1Pn+1
und
Sn+1 = 0102 OnOn+1 (An+1qgn + bnr1qn-1) = 0102+ * OnOn+1qn+1-

Die Behauptung gilt dann also auch fiir (n + 1), was die Aussage £2 = 2 beweist. Die Multiplikatoren sind
also ein Werkzeug, welches einen Kettenbruch zu einem mit anderen Elementen umwandeln kann, ohne dass
der Wert sich dndert. Wihlt man sie in geschickter Weise, so kann man auch den Kettenbruch (C.2) in den
Kettenbruch (C.1) umwandeln. Der Leser oder die Leserin moge dies bei Bedarf selbst verifizieren.
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