Die chaotischen Eigenschaften
des logistischen Wachstums

Tag Uber Mathematik und Unterricht, 10. September 2025

Hinweis: Ein ausfuhrliches pdf-Dokument mit dem Inhalt dieses Vortrages
befindet sich auf der TMU-Webseite. Es enthalt weitere Ausfiahrungen,
samtliche Beweise, Beispiele und Ubungsaufgaben, sowie Hinweise zu

weiterfuhrender Literatur.



Der Simulator

Ein Computerprogramm zur Simulation dynamischer Systeme

* Eine Kurzanleitung zur Installation befindet sich auf der TMU-Webseite
* Mathematische und technische Dokumentation D/E

* Benutzerhandbuch D/E

* 10 Schulprojekte aufbauend auf dem Simulator (spater)

Oder Open Source Quellcode, Voraussetzung:
e MS .NET Framework, Version 8

e Community Version Visual Studio =17.14 (gratis)

Kontakt: h.biner@bluewin.ch



mailto:h.biner@bluewin.ch

Anfange der Chaostheorie:
Das N-Korperproblem

Viele grosse Mathematiker haben sich mit dem Problem

befasst.

Der schwedische Konig Oscar |l. 1889
Internationaler Wettbewerb:

Wie bewegen sich N > 2 Himmelskorper, welche sich
gegenseitig gemass Gravitationsgesetz beeinflussen?




Gewinner: Henri Poincaré (1854 - 1912)

N=3: Es gibt keine allgemeine analytische Losung!
Obwohl das Bewegungsgesetz einfach ist, kobnnen
die Bahnen der Korper sehr kompliziert aussehen.
Was Poincaré untersuchte, war ein chaotisches
System.

Es ist nicht prognostizierbar, obwohl es einem
Bewegungsgesetz folgt.

Projekt: Die Planetenbewegung und das
Dreikorperproblem (Demo)



Simulator: 3 Korper im Universum

Universe
Normiertes Universum

Konstellation

,,,,,,,,,

Anzahl| Schritte 109800 8956

Fortsetzen




Ein chaotisches Wettermodell

Der Mathematiker Edward Lorenz (1917 — 2008) untersucht 1963 die
Konvektionsstromungen in der Atmosphare mit einem vereinfachten Modell.

Projekt: Seltsame Attraktoren und die
Wetterprognose des Edward Lorenz (Demo)




Simulator: Der Lorenz-Attraktor

. Seltsamer Attraktor

Seltsamer Attraktor
Lorenz

Startpunkt Mengen
Doppelpaar

Startpunt Koordinaten
X 0.01/-0.01/-0.01/0.01
Y 0.01-0.01/0.01/-0.01

Z 0.1/0.1/0.1/0.1

Rho 28

Projektion
O 3D O xv O xz

Phi -020944 Theta 039270

Schrittweite: 0.001

Anzahl Schritte 156000

Setze Standard Startwerte

Iteration zuriicksetzen



1838: Verhulst-Dynamik

Exponentielles Wachstum: x,,;; = ax, x, E RT,a>0=>x, =a" 'x;

Pierre-Francois Verhulst (1804 - 1849) als Alternative:
Logistisches Wachstum (LW):
Xn+1 = f(x,) = ax,(1 —x,),x, €[0,1],a >0

f'(x) =a(1—-2x)=0fiirx =0.5 = a €]0,4]

(Demo)

P.F.YERHULST.

Pierre-Francois Verhulst

&



Fixpunkte bzw. Gleichgewichtslagen

- Wachstumsmodelle

Fixpunkte (Gleichgewichtslagen): v oo 1
f@=ai(1-8=¢

1
= ZO’ :1——
§=0§{=1--

Fira = 2.8ist¢ = 0.6428 ...




Wann ist ein Fixpunkt attraktiv?
Sei f(§) = Eund |f'()] < 1

= AL mit |f'(x)| <L < 1wennx € U.(§)

Sei x,, € U.(&)
|xm+1 - fl — |f(xm) _f(f)l — |f’(77)| . |xm — Sl < lem — gl;rl S Ue(g)

Xnem = §1 = 1f"Cem) = O < LMoy — €| = Ai_r)rololxn+m —¢| =0
Satz: Sei f(&) =&und |f'(§)| <1 © Der Fixpunkt & ist ein Attraktor

A= |f"(&)| heisst Multiplikator des Fixpunktes &



Attraktoren beim LW

Fixpunkte: ¢ =0, =1 —%
f1(¢) = a(l—2$)

f'(0)] = a = Oistattraktivfira < 1

‘f’ (1 _1) =2—-al<1=>1 —% ist attraktiv fura €]1,3]



Attraktoren werden repulsiv

Was geschieht fura > 3? (Demo) LT

Logistisches Wachstum s [lterationstiefe 1 x-Werte

0.6894819927(
0.6851090382"
0.6903508607(
1 . 0.6840529594

0.6915984259;

O Und 1 - Werden repL”.SIV 0.6825281381;
a 0.6933871321

0.6803245347¢
0.6959457988¢
0.6771367804
0.6995921952(
0.6725214579
_ 0.7047563089%
. . . 0.6658395326:

Offenbar gibt es einen attraktiven ogree
0.7219338467¢
0.6423851764¢
2 Z kl . 0.7351246768!
_ 0.6230924362¢
y U S . 0.7515144068:
0.5975696101(
0.7605365477¢
0.5675201580¢

FE) =6 fE) = ¢
0.5393292649¢

1 27 2 1 0.7950502685;
0.5214250849;
0.7985310903¢

2 —_— 0.5148134018¢
i —_— l 0.7992978019¢
0.5133466423(

0.7994299748¢
0.51309340852

0.7994514004¢
( D e ‘ ] J O ) 0.5130523479¢

0.7994548358"
0.5130457640¢
0.79945538574

0.314159



Ubergang zu einem attraktiven 2-Zyklus



Zyklen

{61,€2,¢3, ... & Jistein kA ZyKlus & f(&;) = &44,1 < k und f (&) =&

fk(gi) — fi,Vi

f
N~~~ .. T N,

‘\fz $3 &4 k-1

@l =1 (7 @) - £ (772 @) - 1@

= | [1reol

1=1..k

[st dieses Produkt < 1, dann ist der Zyklus attraktiv.



2-Zyklen beim LW

f%(&) = &, Gleichung vierten Grades. §&; = 0,&, =1 — :

a

$3 = (&) = a&y(1 —&4)
$qa = f(&3) = a&3(1 —&3)

§3— & =—al(é3— &)+ a(fg - ﬁ)» $3 F &4

Direkter Ansatz 2-Zyklus: {

1
l=—a+a(é3+¢&,) = 5425"‘1—53

1+a+,/(a+1)(a-23)
34 7 2a




2-/Zyklus attraktiv?

l+at,/(a+1)(a-3)
34~ 2a =

F'G)f )l = la(l = 283) - a(1 = 28,)| <1

a> 3

|a2—2a—4|<1

Nullstellen: a = 1 + V6, a ~ 3.449 ...

Der 2-Zyklus ist attraktiv fur a €]3,3,449 ... |



Gibt es mehrere attraktive Zyklen?

Wie viele attraktive Zyklen kann es fur ein bestimmtes a €]0,4]| geben?
Kann es sein, dass man je nach Startpunkt bei unterschiedlichen Zyklen landet?

(Demo)



Bassin eines Attraktors

Sei ¢ ein Attraktor von f

Frage: Welche Startpunkte landen bei £?

B(&) == {x € X: 111_{1010 f™(x) = &} heisst Bassin von &

Beispiel: a = 2.8, Attraktor ¢ = 0.6428 ...
B($) =]0,1]



Die Rolle des kritischen Punktes

Satz

Sei f das LW. & ein k-Zyklus von f. Sei c der kritische Punktvon f, d.h. f'(c) = 0.

Behauptung: ¢ € B (§)

Bemerkung: f'(c) = a(l1 —2c) =0 & ¢ = 0.5 = esgibt nur einen kritischen Punkt!

Beweis: Siehe pdf-Dokumentation



Anzahl attraktiver Zyklen beim LW?

Der kritische Punkt ist der ideale Startwert, um attraktive Zyklen zu finden
Das LW hat nur einen kritischen Punkt =

Es gibt hochstens einen attraktiven Zyklus fur das LW!



DerFalla = 4

flx) =4x(1—x)
f(0.5)=1undf(1)=0
Aber O ist repulsiv!

Der kritische Punkt fallt auf einen Repellor = A attraktiver Zyklus (Demo)



Jedes Protokoll ist moglich

! Wachstumsmodelle

Logistisches Wachstum w lterationstiefe 1, x-Werte Parametera

&

0.4487169987¢ o
0.9894802151:

0.0416364759¢ B 4

0.1596115194: Startwert=  0.4487169987430814391980669794

0.5365427291¢
0.9946585157.
0.0212518110¢
0.0832006864¢
0.3051133280°
0.8480767418¢
0.5153703270:
0.9990550121¢
0.0037763792:
0.0150484728"
0.0592880651°
0.2230919618(
0.6932877535!

Présentation
© Funktionsgraph
O Zeitachse

Zielprotokoll

010011000111000011110000011111000000111111

Vorschlag Startwert fir dieses Protokoll

Transitivitat

0.5084324918! Zielwert = 0

0.9997155723;
0.0011373871(
0.0045443738(
0.0180948868¢
0.0710688593¢
0.2640757378(
0.7773589700:
0.6922880069¢

Vorschlag Startwert fiir diesen Zielwert

Iteration

Nachster Schritt

0.8521012895

0.5040987276" Nachste 10 Schritte

0.9999328017:
0.0002687750:
0.0010748111°
0.0042946238¢
0.0171047201¢
0.0672485949¢
0.2509048857:
0.7518064961¢
0.7463739538¢
0.7571994993¢
0.7353936700¢

Anzahl Schritte 50

Setze Standard Startwerte

Iteration zuriicksetzen

0.4944732314¢
0.9998778193
0.0004886630°
0.0019536968"
0.0077995197¢
0.0309547491;
0.1199862105

iQQQQ—‘Q—h—h—h—l—l—l—lOOOOOD—‘—‘—‘—‘—‘OOOOO—A—A—EAGGGQ—'—'——‘OOD—‘—‘OO—‘O




Die Repelloren liegen dicht in X
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Definition eines chaotischen Systems

1989: Robert Devaney (1948 ...)

Das System folgt einem Bewegungsgesetz!

Chaotische Eigenschaften:

Die Repelloren liegen dicht im Zustandsraum.
Sensitivitdt bei Anderungen des Startwertes

Transitivitat: Jeder Systemzustand kann
ausgehend von jeder Startwertumgebung
beliebig genau angenommen werden

= Das System ist nicht prognostizierbar



Die Zeltabbildung

z:[0,1] - [0,1], z(w) = {2(123'3)2[2' ?055[ 1]

Im Dualsystem:

_{0.052535455 oo™ 0.5,535,5¢5 ....

Multiplikator = 2" =
Allfallige Zyklen sind repulsiv!
A attraktive Zyklen (Demo)

0.155,53545c ....— 0.5,535,S5¢ ....



Die Zeltabbildung ist chaotisch:

Es gibt Zyklen jeder Periode. Diese liegen dichtin [0, 1] und sind alle repulsiv.

Periodischer k-Zyklus:
0.515253 ... 5k (1) 515583 ... 5 (1)

Sensitivitat:
Wahle z.B. Startwerte 0.5;52S3 ... Sk Sk+1Sk+2 -
und 0.5{55S3 .ueeenenne. (1) Sk Sk+1Sk+2 -

Transitivitat:
Sei Startwert 0.s;5,55 ... SeiZielwert: 0.t,t,t5 ...

Wahle neuen Startwert: 0. 515,53 ............ (1) t1t,t3 ...



Das LW und die Zeltabbildung

Betrachte die Transformation:

T
T:[0,1] - [0,1],x = T(u) = sin® S U

X
1




Angewandt auf das LW fura = 4

Sei f(x) =4x(1 —x),[0,1] = [0,1] und z die Zeltabbildung

(f e T)(w) =
f (Sin2 Eu) — 4sin? = (1 — sin® zu) = (Zsinzu : coszu)z— sin? . 2u
2 2 2 2 2 2
(T - (LT _
sin” - - 2u,u € [0,0.5] sin” - - 2u,u € [0,0.5]
= 3 s _ = < T _ = (T o z)(u)
kSin2 (m — 5 2u),u € [0.5,1] \Sinz 5 2(1 —u),u € [0.5,1]

Beachte: sin(wr — a) = sina



Das LW ist eine Konjugierte der Zeltabbildung

f —TozoT 1. [0,1] — [0,1]

fP=({TzT™Y) o (TzT™Y)...(TzT™Y) =Tz"T1

f" ist eine Konjugierte von z"



( ein Zyklus von z & ¢ = T({) ein Zyklus von f

Sei{ = z™"({)und & = T({).Dann folgt: f*(§) =Tz"T (&) =Tz () =TQ) =¢
Sei f™*(¢§) = &und & = T({).Dann folgt: z™({) = T~ f"T() =Tf™() =T() =¢

1
()

| = |T’(Z“T‘1(<f)) 2V () - | = |z ©)]
\ )

v
¢

{, ¢ haben denselben Multiplikator = attraktiv/repulsiv wird Ubertragen!



Die chaotischen Eigenschaften ubertragen sich

Beispiel: Transitivitat

Gegeben: Startpunkt x, und Zielpunkt t, fur f
= Startpunkt uy und Zielpunkt v, fur z

= Startpunkt u'y = uy mit Zielpunkt v’y = v,

= Startpunkt x', = x, mit Zielpunkt t'y, = t,

Folgerung: Das LW ist fur a = 4 chaotisch!




Zyklen des LWim Falla = 4

Satz
Sei f das LW mita = 4 und n eine Primzahl.
Behauptung:

Es gibt (2™ — 2)/n echte Zyklen der Lange n

Beweisskizze:

Zeige mit vollstandiger Induktion: Es gibt 2™ Schnittpunkte von z™ mit der 45° Geraden
= es gibt 2™ Punkte, welche zu einem Zyklus gehoren. 2 davon sind Fixpunkte.

Sei fP(¢) =&mitp <nund f*(&) = &= p/n, abern eine Primzahl



Explizite Berechnung der Zyklen
Satz
Sei f das LW mita = 4.
Behauptung:

2 7T(k+1)

Samtliche Zyklen haben die Form é = sin® T i1

2n—-1

oder ¢ = sin

Firk=0,..,2"1 -1



Beweis: Zeltabbildung

k=0,..,2"1-1

f |
‘ Geraden mit positiver Steigung: y = 2"x — 2k,
Schnittpunkte mit 45° Geraden: & = 2121:
Geraden mit negativer Steigung:
y=-=2"x+2(k+1)
’ ' ' Schnittpunkte mit 45° Geraden: { = 22(::)

AN Das liefert samtliche Zyklen der Zeltabbildung!

n—1 2_n + 2n-1

Dann: Konjugation.



Ausblick

* Periodenverdoppelung
 Weitere Funktionen des Simulators



Schulprojekte zum Simulator

Die chaotischen Eigenschaften des logistischen Wachstums

Der ovale Billardtisch und periodische Bahnen

Newton Iteration und die komplexen Einheitswurzeln

lteration quadratischer Funktionen in der komplexen Ebene
Numerische Methoden und gekoppelte Pendel

Die Planetenbewegung und das Dreikorperproblem

Seltsame Attraktoren und die Wetterprognose von Edward Lorenz
Fraktale Mengen und Lindenmayer-Systeme

Zur Geschichte der Chaostheorie

Programmierung eigener dynamischer Systeme im Simulator



Danke!
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