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Zusammenfassung

In dieser Arbeit soll aufgezeigt werden, wie kombinatorische Probleme mithilfe von Gruppen-
wirkungen gel6st werden kénnen. Es wird zunéchst die Methode der Gruppenwirkungen vor-
gestellt und danach deren Anwendung anhand von verschiedenen Problemen demonstriert. Es
soll beantwortet werden, welche Art von Problemen mithilfe dieser Methode 16sbar sind, und in
welchen Fallen es Sinn macht, diese Methode anzuwenden. Die Methode der Gruppenwirkungen
ist ein sehr effektives Werkzeug. Allerdings erfordert sie spezifische Voraussetzungen, wie zum
Beispiel die Existenz einer fiir das Problem relevante Gruppe und eine berechenbare Anzahl an
Fixpunkten fiir jedes Element in der Gruppe.
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1 Einleitung

Dieses Projekt wird aus reinem Interesse und Neugier am Thema durchgefithrt. Vor Beginn
dieser Arbeit war mein Wissensstand iiber diesen Bereich der Mathematik relativ niedrig. Ich
kannte die Definition von Gruppen und einzelne Theoreme iiber diese, allerdings hatte ich noch
nie von Gruppenwirkungen, dem Abzédhlsatz von Frobenius und dem Abzéihlsatz von Pélya ge-
hort. Mein Interesse wurde geweckt, als ich zum ersten Mal dariiber las.

In der Kombinatorik existieren viele verschiedene Methoden fiir das Lésen von Problemen, je
nach Problem eignet sich eine Methode besser als die andere. Eine dieser Methoden ist die
Anwendung von Gruppenwirkungen. Das Ziel dieser Arbeit ist das Kennenlernen von Grup-
penwirkungen und deren Anwendung in kombinatorischen Problemen. In dieser Arbeit wird
zunichst das benotigte theoretische Wissen iiber Gruppenwirkungen eingefiihrt und danach
werden anhand von mehreren Problemen verschiedene Anwendungen demonstriert. Eines der
Ziele dieser Arbeit ist es, herauszufinden, fiir welche Arten von Problemen Gruppenwirkungen
angewendet werden kénnen. Dadurch, dass es viele verschiedene Methoden gibt, stellt sich auch
die Frage, in welchen Féllen die Anwendung von Gruppenwirkungen sinnvoll ist, und wann es
moglicherweise besser ist, eine andere Methode einzusetzen.



2 Methoden

Die wichtigsten Methoden, welche oft in dieser Arbeit verwendet werden, werden in diesem
Kapitel eingefiihrt. Wird eine andere Methode verwendet, wird diese im Anhang aufgefiihrt.

1. Die Darstellung der Resultate erfolgt durch einen méglichen Lésungsweg fiir jedes der
Probleme. Das Hauptziel ist die Formulierung eines verstdndlichen Losungsweges fiir je-
des der gestellten Probleme, in welchem Gruppenwirkungen eine zentrale Rolle bei der
Losung des Problems spielen. Dadurch soll eine mégliche Verwendung von Gruppenwir-
kungen aufgezeigt werden. Ein weiteres Ziel ist das Aufzeigen von moglichen Ideen oder
Gedankengéngen, welche als Motivation fiir diesen Losungsweg dienen.

2. Zum Vorgehen bei der Fehleraufdeckung: Fiir einen Grossteil der gefundenen Ergebnisse
im Bereich der Resultate ist der erste Schritt die Uberpriifung der Ganzzahligkeit der
gefundenen Anzahl Bahnen. Beim Abzédhlsatz von Pélya wird dies durch Lemma [2.4.10
ermoglicht. Dieser Schritt ist leicht mithilfe von modularer Arithmetik machbar und kann
effizient falsche Resultate aufdecken. Des Weiteren kann diese Methode kleine Abweichun-
gen in der allgemeinen Formel gut aufdecken. Ein weiterer Schritt ist die Betrachtung von
kleinen Fallen. Diese zwei Methoden ergédnzen sich gut, da eine Methode etwas generelles
iiberpruft, wihrend die andere Methode spezifische Fialle abdeckt. Unter der Annahme,
dass die Resultate nicht zu stark von der richtigen Antwort abweichen, sollten diese Me-
thoden eine grosse Mehrheit der falschen Ergebnisse aufdecken.

3. Bei den Ergebnissen, in denen nach einer konkreten Anzahl gefragt wird, ist eine Mog-
lichkeit zur Uberpriifung der Korrektheit das Finden aller Moglichkeiten. Bei der Aufgabe
zu den Graphen (Aufgabe 7, » S. wurde die Korrektheit der Antwort zunéchst mit
dem Finden der gesuchten Anzahl an verschiedenen Graphen und mithilfe der Folge der
Anzahl nichtisomorpher Graphen mit n Ecken [4] unternommen.

4. Fir die schriftliche Arbeit wurde IATEX verwendet, dafiir gibt es vor allem zwei Haupt-
griinde:

(a) Da in dieser Arbeit viel mit mathematischen Formeln und Zeichen gearbeitet wird,
ware es relativ umstandlich, diese auf Microsoft Word oder anderen dhnlichen Ap-
plikationen zu schreiben.

(b) Die Formatierung auf ITEX ist weniger aufwéindig.

5. Die selbstgemachten Abbildungen wurden in Geogebra oder in IATEX mithilfe von Tikz
erstellt.

6. Die Beweise und Beispiele stammen von mir selbst, falls nichts anderes angegeben ist.



In dieser Arbeit geht es hauptsichlich um das Losen von Problemen mithilfe von Gruppen-
wirkungen. Daher muss zuerst das benotigte theoretische Wissen erarbeitet werden, um solche
Probleme l6sen zu konnen. In diesem Teil werden Grundlagen der Notation, Gruppentheorie,
Gruppenwirkungen, der Abzéhlsatz von Frobenius und der Abzéhlsatz von Pélya eingefiihrt.

Notationen und Glossar Es werden an dieser Stelle fachspezifische Notationen und Begriffe
eingefiihrt, damit es spéter nicht zu Unklarheiten kommt.

Notation oder Bedeutung und Eigenschaften

Begriff

3 es existiert

N fiir alle

wird als Bild von M unter f bezeichnet. Ist definiert als die Menge
F() e
{f(z)|x € M}.

. eine Funktion f: D — Z ist injektiv, falls V z € Z hochstens ein d € D
injektiv

existiert, sodass f(d) = z.

surjektiv eine Funktion f : D — Z ist surjektiv, falls f(D) = Z.

eine Funktion f : D — Z ist bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Insbesondere hat f eine bijektive Umkehrabbildung f~!: Z — D.

#0Objekt die Anzahl an Objekten. Beispiel: # Monate = 12.

Kardinalitdt der Menge A. Bei endlichen Mengen entspricht dies der

bijektiv

4] Anzahl Elemente.
Partition einer Teilmengen My, ..., M} von M sind genau dann eine Partition von M,
Menge M wenn jedes Element in M in genau einer der Teilmengen ist.
alb a ist ein Teiler von b. a, b sind hier ganze Zahlen.
Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M teilt diese in disjunkte
Teilmengen auf, dessen Elemente als gleichwertig oder dquivalent gezéhlt
werden. Sind zwei Elemente a,b in der gleichen Teilmenge, so schreibt
Aquivalenzrelation man a ~ b. Eine Aquivalenzrelation erfiillt folgende Bedingungen:

1. Reflexivitit: Va € M : a ~ a.
2. Symmetrie: a ~ b= b ~ a.
3. Transititvitit: a ~bund b ~c = a ~ c.
Ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation wire die Relation =.




Zwei einfiihrende Probleme Wir werden zwei einfiihrende Probleme présentieren, welche
uns helfen, im theoretischen Teil der Arbeit etwas Intuition zu entwickeln. Diese Probleme
dienen als Richtungsweiser.

1. Wir haben ein dreieckiges Brett wie in der Abbildung|[l] welches wir mit

2 Farben farben mochten. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, dies

zu tun, wenn wir das Brett rotieren oder spiegeln diirfen? (Das bedeutet, dass /%
zwei Farbungen als gleich gezéhlt werden, wenn man mithilfe von Rotationen

oder Spiegelungen von einer Farbung zur anderen gelangen kann).

2. Wir haben einen Ikosaeder. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die
Flachen zu farben, wenn 3 Flichen blau, 7 Flichen rot und 10 Abbildung 1:
Flachen grin gefarbt werden sollen? Féarbungen sollen als gleich ge- dreieckiges Brett
zéhlt werden, falls sie sich um hochstens eine Rotation unterscheiden.

2.1 Gruppen

Um Gruppenwirkungen zu verstehen, muss man zundchst einmal wissen, was eine Gruppe ist.
Eine Gruppe ist ein mathematisches Objekt mit einer bestimmten Struktur, welche haufig vor-
kommt. Es ist daher niitzlich, diese Struktur etwas genauer zu studieren.

Definition 2.1.1. [Gruppe| |2, Definition 11.1]

Eine Gruppe (G, *) besteht aus einer Menge G und einer bindren Operation * (eine binére
Operation kann als Funktion verstanden werden, welche zwei Werte einnimmt und einen Wert
ausgibt), sodass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Abgeschlossenheit: Fiir je zwei Elemente x,y € G gilt: z x y € G.

2. Existenz eines neutralen Elements: Es existiert ein Element e € G mit der Eigenschaft,
dassz xe=e x x =z.

3. Existenz eines inversen Elements: Fiir jedes € G existiert ein Element z~! mit der

Eigenschaft, dass x x 2 ! =27 x z =e.
4. Assoziativitdt: Fir je drei Elemente z,y,2 € G: (x x y) x z =2 * (y * z).

Bemerkung. Das neutrale Element ist eindeutig, und fiir jedes Element gibt es genau ein inver-
ses Element. Die Beweise sind folgendermassen:

1. Eindeutigkeit des neutralen Elements: Sei e das neutrale Element. Nehme an, es gébe
weitere, von e verschiedene neutrale Elemente, sei e; eines davon. Dann gilt aber aufgrund
der Definition von einem neutralen Element:

e=exe =e] —e=eq.



Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass e; # e, somit existieren keine von e verschie-
denen neutrale Elemente.

2. Inverses Element ist eindeutig: Nehme an, es gibe mehr als ein inverses Element. Seien
y, 2 zwei voneinander verschiedene inverse Elemente von x. Dann gilt fiir diese:

y=y*re=yx(z*x2)=(y*xx)*z=€*x 2=z

Dies impliziert, dass y = z, was im Widerspruch zur Annahme steht, dass y # z.

Es ist etwas umstéandlich, jedes Mal ,sei (G, *) eine Gruppe® zu schreiben, daher wird es meis-
tens mit ,sei G eine Gruppe* abgekiirzt. Dies ist nicht ganz korrekt, aber damit ist das erstere
gemeint.

Beispiel. Gruppen kommen sehr hiufig in der Mathematik vor. Die Definition ist sehr abstrakt,
daher sind hier einige Beispiele von Gruppen.

1. Die ganzen Zahlen Z bilden mit der Addition eine Gruppe (Formal: (Z, +) ist eine Gruppe).
Die Addition zweier ganzen Zahlen ist wieder eine ganze Zahl, daher ist Z unter der
Addition abgeschlossen. Das neutrale Element der Gruppe ist die Zahl 0, da fiir jede Zahl
r € Zgilt: t4+0=0+2x = z. Jede Zahl x € Z besitzt auch ein eindeutiges inverses
Element, namlich —z. Es gilt: z + (—2) = (—z) + . = 0.

2. Die rationalen Zahlen ohne die Null (Q\ {0}) bilden mit der Multiplikation eine Gruppe.
Q\ {0} ist unter der Multiplikation abgeschlossen. Das neutrale Element ist 1, da Vg €
Q\ {0} : 1- ¢ = g. Das inverse Element fir ein p € Q\ {0} ist %.

3. Betrachte die ganzen Zahlen mod(2), auch bekannt als Zs. Dies sind die Reste, welche
man bei der Division durch 2 bekommen kann, also 0 und 1. Diese bilden mit der Addition
eine Gruppe, es gilt ndmlich: 0+0=0, 1+0=1,04+1=1, 1+ 1 =0 mod (2). 0 ist
das neutrale Element, das Inverse von 0 ist 0 und das Inverse von 1 ist 1.

4. Sei M = {m1,...,m,} eine Menge. Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung 7 :
M — M. Die Menge aller Permutationen .S,,, bildet mit der Operation o, der Komposition
von Funktionen (fog(z) = f(g(z))), eine Gruppe: Fiir 7y, m2 € S, ist das Bild der Menge
M unter der Abbildung (7 o m2) : 7 o mo(M) = 7 (M) = M. Somit ist m o my eine
Bijektion von M — M und daher auch in S,,, wodurch die Abgeschlossenheit folgt. Das
neutrale Element der Gruppe ist die Identitdtsabbildung id, diese bildet jedes m € M
auf id(m) = m ab. Da jede Permutation 7 eine Bijektion ist, besitzt diese auch eine
Umkehrabbildung 7#~! : M — M. Man sieht, dass 7~ auch eine Bijektion von M — M
definiert und somit auch eine Permutation ist. Somit hat = das inverse Element 7—!. Die
Gruppe (Sy, o) wird als symmetrische Gruppe von n Elementen bezeichnet.

Definition 2.1.2. [Untergruppe| [2, Definition 11.4]
Sei G eine Gruppe. Ist H C G, sodass H eine Gruppe ist, dann ist H eine Untergruppe von G.



Definition 2.1.3. [Nebenklasse| [2, Definition 11.6]
Ist H eine Untergruppe von G, so definieren fiir jedes Element g € G die Nebenklasse

gH =gxH ={g*h|h € H}.
Wir definieren
N ={gH|g € G}
als die Menge aller Nebenklassen.

Lemma 2.1.4. |2, Lemma 11.4]
Sei H eine Untergruppe von G. Dann gilt fir g1, 92 € G:

ggl*gl € H < ¢gH =¢:H.
Beweis. Nehme zunéchst an, ggl * g1 € H. Sei g = g1 x h wobei h € H. Dann ist

g=(g2%95" ) xg1*h=gox(g5" *g1) *h.

Da (g5 ' %g1) € H = (g5 ' *g1)*h € H und somit g € goH. Somit ist goH C gy H. Mithilfe von
97 ! % g (inverses Element von g5 ' % g1 und somit Element von H) kann man mit dem gleichen
Prozess zeigen, dass beide Mengen gleich sind.

Ist g1 H = goH, dann ist g1 xeg = g1 € g1H. Aber dann 3g € H : go x g = g1, und somit ist
9=y Lygi e H. O

Satz 2.1.5. [Satz von Lagrange fiir endliche Gruppen| |[2, Theorem 11.6]
Sei G eine endliche Gruppe. Ist H eine Untergruppe von G, so ist |H| ein Teiler von |G|. Des
Weiteren gilt, dass |N|-|H| = |G|

Beweis. Wir zeigen, dass Nebenklassen entweder disjunkt oder gleich sind. Seien g1,g90 € G
sodass M = g1H NgoH # (). Sei m € M. Dann existieren hy, ho € H:

m:gl*hl:gg*h2:>ggl*gl*h1:hgﬁggl*glzhg*hfl.

Da 951 * g1 = ho *h;l € H, folgt aus dem Lemma dass g1H = goH.

Weiter gilt, dass jedes Element von G sicher in einer Nebenklasse ist, da ¢ = g*xe € gH.
Somit teilen die Nebenklassen die Gruppe G in disjunkte Teilmengen auf. Auch gilt, dass jede
Nebenklasse genau |H| Elemente hat, da fiir hy, hy € H gilt:

1 1

gxhi=gxho<=hy1 =9 " xgxhy =9  xg*ho = ho.
Wir haben somit
{9:9eG}= |J 9H
gHeN
Da die Nebenklassen disjunkt sind und alle |H| Elemente haben, gilt: |N|- |H| = |G|. Somit ist
|H| ein Teiler von |G]|. O



In unseren einfithrenden Beispielen wird von Rotationen und Spiegelungen gesprochen, welche
beide zu den Symmetrieabbildungen zéhlen. Es ist méglich, Gruppen von Symmetrieabbildun-
gen zu definieren. Dafiir wird zuerst definiert, was Symmetrieabbildungen sind:

Definition 2.1.6. [Isometrie] [2, Definition 11.2]

Sei S entweder R? (zweidimensionale Ebene) oder R? (dreidimensionaler Raum). Eine Abbildung
f S — S wird als Isometrie bezeichnet, falls Vx,y € S : d(f(z), f(y)) = d(x,y), wobei
d:S xS —Rx>g,(z,y) — d(z,y) die Distanz zwischen den Punkten = und y definiert.

Definition 2.1.7. [Symmetrieabbildung] [2, Definition 11.2]
Eine Isometrie f, fiir welche f(F) = F gilt (d.h. Vz € F: f(zr) € Fund Vy € F Jz € F :
f(x) =y), wird als Symmetrieabbildung von F' bezeichnet.

Bemerkung. In unserem Fall ist d die euklidische Distanz, d.h. fiir z = (21, x2,23),y = (y1, Y2, Y3)
ist d(z,y) = v/(y1 — 21) + (y2 — 22)? + (y3 — 23)”.

Jede Isometrie ist geméss Definition injektiv, d.h. fir x,y € S : f(z) = f(y) <= x = y. Dies
folgt daraus, dass d(f(x), f(y)) =0<=d(z,y) =0 <=z =y.

Beispiel. Ein Beispiel fiir eine Isometrie ist f : R? — R2, wobei f eine Rotation um 180°
um den Ursprung ist. Die Distanz zwischen zwei Punkten bleibt dabei erhalten. Isometrien in
R? und R? kénnen als Gruppe von Rotationen, Spiegelungen und Translationen beziiglich der
Komposition von Funktionen betrachtet werden.

Mithilfe dieser Definition von Symmetrieabbildungen ist es moglich, einen Zusammenhang zwi-
schen Gruppen und Symmetrieabbildungen zu finden. Es gilt ndmlich:

Satz 2.1.8. [2, Theorem 11.2]
Sei G die Menge aller Symmetrieabbildungen einer Figur F. Dann bildet G mit der Operation
o, der Komposition von Funktionen (f o g(x) = f(g(x))), eine Gruppe.

Beweis. Bemerke zunéchst, dass alle Isometrien in GG bijektiv sind und dass die Umkehrfunktion
auch eine Isometrie ist. Dies folgt aus der Injektivitdt von Isometrien und dem Fakt das fiir
f e G: f(F) = F, wodurch die Surjektivitat von f folgt. Somit gibt es fir jedes f € G
eine Umkehrfunktion f~' : S — S, sodass fo f~'(z) = flof(x) =2V z € F. Fir
(z.y) = (f(u), f(v)) € F gilt: d(f~'(z), f'(y)) = d(u,v) = d(f(u), f(v)) = d(z,y), somit ist
f~1 auch eine Isometrie. Um zu zeigen, dass (G,0) eine Gruppe ist, muss gezeigt werden, dass
(G, o) alle Eigenschaften einer Gruppe besitzt.

1. Abgeschlossenheit: Seien f,g € G.Vz,y € F gilt, dass d(fog(x), fog(y)) = d(g9(z),9(y)) =
d(z,y), da f und g Isometrien sind. Daher ist f o g auch eine Isometrie. Es gilt weiter:
fog(F) = f(F) = F, da f,g Symmetrieabbildungen sind. Daher ist auch f o g eine
Symmetrieabbildung.

2. Existenz des neutralen Elements: die Identitatsfunktion id : S — S,id(z) = « ist das
neutrale Element, es ist offensichtlich in G und ido f = f = f oid.

3. Existenz des inversen Elements: das inverse Element von f ist die Umkehrfunktion f—1.
Dieses ist in G, da F = f~1o f(F) = f~1(F).
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4. Assoziativitat: die Assoziativitéat folgt aus der Assoziativitdt der Komposition von Funk-
tionen.

Da alle Eigenschaften erfiillt sind, bildet (G, o) eine Gruppe. 0

Beispiel. Betrachte alle Symmetrieabbildungen vom dreieckigen Brett (Abbildung (1) aus dem
1. einfiihrenden Beispiel (» S. . Die Symmetrieabbildungen sind die Rotationen im Gegen-
uhrzeigersinn um 120° und 240° um den Mittelpunkt des Bretts, die Spiegelungen an den
Mittelsenkrechten der Seiten und die Identitdtsabbildung. Diese bilden mit der Komposition
eine Gruppe. Es ist hier zu bemerken, dass diese Gruppe die symmetrische Gruppe von drei
Elementen S3 (» S.|8) ist.

Bemerke, dass im 1. einfithrenden Beispiel eine Farbung und dessen Bild unter einer der Sym-
metrieabbildungen als gleich gelten sollen. Dies motiviert das Einfiihren von Gruppenwirkungen
und einer Aquivalenzrelation.

2.2 Gruppenwirkungen

Definition 2.2.1. [Gruppenwirkungen] |[2, Definition 12.1]
Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenwirkung ist eine Funktion > : G x X — X,
(g, ) — g > x, sodass folgende Bedingungen gelten:

1. Fir jedes z € X ist, eg > & = x wobei eg das neutrale Element von G ist
2. Fir alle g1,92 € G und alle z € X gilt: g1 > (g2 > x) = (91 * g2) > .

Beispiel. Betrachte wieder das 1. einfithrende Beispiel. Es ist eine Gruppenwirkung von S3 auf
die Menge der Farbungen X definiert, seien ¢ € S3 und € X, dann ist g > x definiert als
das Bild der Farbung x unter der Symmetrieabbildung g. Die beiden Bedingungen in Definition
[2.2.1] sind erfiillt und somit ist dies eine Gruppenwirkung.

Rotation um 120° im
Gegenuhrzeigersinn

1 > T = rb>x

Abbildung 2: konkretes Beispiel mit Abbildung r; und Farbung x

Definition 2.2.2. |2, Definition 12.2]
Sei G eine Gruppe. Wir definieren die Aquivalenzrelation ~¢ folgendermassen:
Firz,ye X :x~gy<=3dJgeG:g>ax=y.

Um zu zeigen, dass dies wirklich eine Aquivalenzrelation ist, muss gezeigt werden, dass die
Definition einer Aquivalenzrelation eingehalten wird.
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Beweis. ~¢ ist eine Aquivalenzrelation:

1. Reflexivitdt: © ~g z, da eg >z = x.

2. Symmetrie: ist z ~¢ y = 39 € G: g>z =y. Dadurch ist g !>y =g 1> (g>2) =
(97! % g) > 2 = 2 und somit y ~¢g .

3. Transitivitdt: ist x ~g yund y ~g z,s0ist g1 >x =y, o>y =2 = g > (1 >z) =
(ga*xg1)>or=2= x~qg 2.

O

Sei G die Gruppe der Symmetrieabbildungen und X die Menge aller moglichen Farbungen. Da
diese Relation eine Aquivalenzrelation ist, spaltet sie die Menge aller Farbungen in Aquivalenz-
klassen auf. Jedes Element x € X gehort genau einer Aquivalenzklasse an, und in dieser sind
auch alle Farbungen enthalten, die als gleich wie  gezéhlt werden sollen. Diese Aquivalenzklas-
sen werden Bahnen (Englisch: Orbits) genannt.

Definition 2.2.3. [Bahn| |2, Definition 12.3]
Sei eine Gruppenwirkung von G auf X definiert. Orb(z) ist definiert als Aquivalenzklasse der
Relation ~¢g, welche x enthélt, also:

Orb(z) ={g>=z| g € G}.

Man kann die Problemstellung fiir das 1. einfithrende Problem umschreiben zu: ,Sei X die
Menge der Farbungen mit zwei Farben des dreieckigen Bretts und sei G die Gruppe der Sym-
metriabbildungen der Figur. Diese definiert eine Gruppenwirkung auf X. Wie viele verschiedene
Bahnen hat ~47¢ Es stellt sich die Frage, wie man Bahnen zéhlen kann. An dieser Stelle wird
der Stabilisator von x eingefiihrt, da diese einen niitzlichen Zusammenhang mit Bahnen haben.

Definition 2.2.4. [Stabilisator]| [2, Definition 12.4]
Sei eine Gruppenwirkung von G auf X definiert. Stab(x) ist der Stabilisator von z € X und ist
definiert als

Stab(z) = {g € G| g> = = z}.

Lemma 2.2.5. [2, Lemma 12.3]
Fiir jedes x € X : Stab(x) ist eine Untergruppe von G.

Beweis. Fiir g1, g2 € Stab(x) : (g1 % g2) > 2 = g1 > (g2 > ) = g1 >« = x, und somit ist auch
g1 * g2 € Stab(z) (Abgeschlossenheit). Es ist leicht zu sehen, dass e € Stab(x) (Existenz eines
neutralen Elements). Des Weiteren gilt: ist g € Stab(z), dann ist g™ ' > 2 =g !> (9> 7) =
(g7 % g) > 2 = eq > x = x, somit ist die Existenz des inversen Elements auch garantiert. Die
Assoziativitit folgt aus der Assoziativitdt von . O

Satz 2.2.6. [Bahnsatz] |2, Theorem 12.4]
Sei eine Gruppenwirkung G auf X definiert. Fir jedes Element x € X : |Orb(z)|-|Stab(z)| = |G|.
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Beweis. Es ist bekannt, dass Stab(z) eine Untergruppe von G ist. Zu zeigen bleibt, dass |Orb(z)|
die Anzahl Nebenklassen ist, dann folgt dieses Theorem aus dem Satz von Lagrange (Satz .
Nehme an, es gibe voneinander verschiedene y, z € Orb(x), mit y = g1 >z, 2 = g2 > = und es
gelte g1 * Stab(x) = go x Stab(x) (Stab(z) wird hier als Untergruppe von G betrachtet). Aus
Lemma folgt, dass 92_1 * g1 = h € Stab(z) und somit g; = g2 * h. Es gilt:

y=g>xr=(gpxh)pr=g>h>zr)=gpb>bz=z

Somit ist ¥y = 2z, und man hat einen Widerspruch zu y # z, daher muss eine injektive Funktion
f : Orb(z) — N existieren. Es folgt, dass |Orb(z)| < |N| ist. Zu zeigen bleibt, dass in jeder
Nebenklasse ein Element g vorhanden ist, mit g > « € Orb(z), was |Orb(z) > |N| implizieren
wiirde. Dies folgt aus der Definition von Orb(z) und somit ist |Orb(z)| = |N|. O

Mithilfe von diesem Zusammenhang kann man folgenden Satz herleiten:

Satz 2.2.7. [2, Theorem 12.6]
Sei G eine endliche Gruppe, welche auf X wirkt. Sei B :== {Orb(x) : z € X} die Menge aller
Bahnen von ~qg. Dann ist )

Bl =
| B c

> |Stab(z)|.

reX

Beweis. [Herr Kriener| Es gilt:

> |Stab(z)| = Y [Stab(z)|+ Y [Stab(z)|+---+ Y [Stab(z)| (1)

zeX 2€0rby 2€0rba z€O0rb| B

Aus dem Bahnsatz (Satz[2.2.6) folgt, dass fiir alle Elemente x einer Bahn Orby, die Stabilisatoren
die gleiche Ordnung haben, es gilt:

_ Gl
|[Stab(z)| = Orbe]”

Daher hat jeder der |B| Summanden in den Wert |G|, und somit folgt
1
> |Stab(z)| = |B||G| = — > _ |Stab(xz)| = |B|.

|G
zeX zeX

2.3 Abzahlsatz von Frobenius

Mit dem Satz ist es im Allgemeinen schwierig, die Anzahl Bahnen zu zéhlen, da man iiber
jedes Element von der Menge der Farbungen X zdhlt (meistens hat X viele Elemente und es ist
ineffizient, tiber diese zu zédhlen). Deshalb werden Fixpunkte eingefiihrt, welche uns eine Formel
geben, die iiber die Elemente in der Gruppe G zéhlt:

13



Definition 2.3.1. [Fixpunktmenge| [2, Definition 13.1]
Sei eine Gruppenwirkung von G auf X definiert. Fiir jedes g € G definiert man die Fixpunkt-
menge von g

Fix(g) ={r e X :g>z=1x}.

Die Elemente in Fix(g) bleiben unter der Wirkung von g fixiert, daher werden sie Fixpunkte
genannt. Im néchsten Schritt wird das Prinzip des doppelten Abzédhlens angewendet: Sei

M ={(g,x): g€ G,x € X,g>x =x}.

Sei g1 € G fest, sei My C M die Teilmenge, in der alle Tupel der Form (g1,2) vorkommen.
Analog dazu definiert man fiir festes z; € X die Menge M,, als die Teilmenge, in der alle Tupel
der Form (g,x1) enthalten sind. Bemerke, dass |My, | = |Fix(g1)| und |M,,| = |Stab(x1)| gilt.
Man sieht aus der Definition von My und M,, dass My, N My, = 0 bzw. My, N M,, = ( fir
g1 # g2 bzw. x1 # 9. Somit ist

> [Fix(g)] = > [Mg| = M| =} M| =} [Stab(x)]. (2)

geG geG zeX zeX

Satz 2.3.2. [Abzéhlsatz von Frobenius| [2, Theorem 13.1]
Sei eine Gruppenwirkung von G auf X definiert. Die Anzahl verschiedener Bahnen betragt

B Fix(g
Bl = 5 3 Fi

geG

Beweis.

|B| = Z |Stab(z)| 2 Z |Fix(g)

xeX gEG
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Abzihlsatz von Frobenius im Einsatz Der Abzéhlsatz von Frobenius ermdglicht das Lo-
sen des ersten einfiihrenden Problems. Dafiir muss zuerst die Gruppe aller Symmetrien des
dreieckigen Bretts gefunden werden. Diese induziert eine Gruppenwirkung auf den Farbungen
des Bretts, daher kann man den Abzéahlsatz von Frobenius darauf anwenden, um die Anzahl
Bahnen, also die Anzahl verschiedener Farbungen zu bestimmen.

Die Gruppe S3 der Symmetrieabbildungen des dreieckigen Bretts besteht aus 6 Elementen, zwei
Rotationen 71,72 um den Mittelpunkt des Bretts um £120°, drei Spiegelungen s;,j = 1,2,3
(jeweils an einer der drei Seitenhalbierenden), und der Identitdtsabbildung. Sei X die Menge
aller Farbungen des dreieckigen Bretts. Es wird durch S5 eine Gruppenwirkung auf X definiert.
Mithilfe des Abzéhlsatzes von Frobenius findet man die Anzahl der Bahnen.

(a) Fixpunktgeneration (b) Fixpunktgeneration
bei Rotationen bei Spiegelungen

Abbildung 3

Die Fixpunkte der Rotationen ri, 72 werden durch die Wahl der Farben der 8 orangen Zellen
und der blauen Zelle generiert (siche Abbildung , die Farbung des griinen Teils und des
violetten Teils entsprechen der Rotation der Fiirbung des orangen Teils. Daher ist |Fix(r;)| = 2°
firi =1,2.

Die Fixpunkte der Spiegelungen s;, i = 1, 2,3 werden durch die Wahl der Farben der 10 orangen
und der 5 blauen Zellen generiert (siche Abbildung . Dabher ist |Fix(s;)| = 21° fiir i = 1,2, 3.
Bei der Idenitit e sind alle Firbungen Fixpunkte, daher ist |Fix(e)| = 225.

Die Anzahl der Bahnen entspricht der Anzahl der verschiedenen Farbungen und betragt

1
6(225 +2-2% 4 3. 21%) = 5608960.
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2.4 Abzahlsatz von Pdlya

Wir haben eine Methode gesehen, die Anzahl Bahnen zu bestimmen. Allerdings ist es nicht
moglich, genauere Dinge damit zu zdhlen. Zum Beispiel kann man nicht zdhlen, wie viele ver-
schiedene Farbungen es gibt, wenn man eine feste Anzahl von Feldern einer Farbe haben soll
(siehe Einfiihrungsproblem 2). Es wird eine stirkere Methode benétigt, welche in diesem Un-
terkapitel beschrieben wird. Zunédchst werden Farbungen etwas genauer betrachtet. Diese sind
im Prinzip Abbildungen:

Definition 2.4.1 (Farbung). [2, Seite 268]
Eine Farbung mit Farben ¢y, --- , ¢ von einer Menge M ist eine Abbildung

f:M—){Cl,”- ,Ck}.
Bisher haben wir bei Gruppenwirkungen von G auf X die Elemente g € G als Funktionen auf
der Menge der Farbungen betrachtet. Man hat sozusagen fiir jedes g € GG folgendes definiert:
g X > X r—gbx

Man kann diese allerdings auch als Permutationen auf der Menge der farbbaren Elemente be-
trachten: Sei M die Menge der farbbaren Elemente, C' die Menge der Farben. Sei X die Menge
der Féarbungen f: M — C und sei G eine Untergruppe der Symmetrieabbildungen. Sei f eine
Féarbung, und man betrachte die Farbe eines Elements m fiir m € M nach einer Symmetrie-
abbildung g. Betrachtet man ¢ als Permutation der Elemente in M, kann man sagen, dass die
Farbe von m die gleiche ist wie die Farbe von m vor der Abbildung g. 7 ist dabei so definiert,
dass g(m) = m = m = g~ (m). Dies inspiriert uns, folgende Gruppenwirkung zu definieren:

Definition 2.4.2. [2| Seite 269]

Sei X die Menge aller Funktionen f : M — C, wobei M und C' endliche Mengen sind. Sei
G eine Permutationsgruppe der Menge M, m € G eine Permutation. Dann definieren wir die
Gruppenwirkung von G auf X durch

> f=forn L
Es muss noch gezeigt werden, dass dies eine Gruppenwirkung definiert.

Beweis. Es wird {iberpriift, ob alle Eigenschaften einer Gruppenwirkung erfiillt sind:

1. Sei id die Identitdtsabbildung, id € G. Dann gilt:

id> f=foid™' = foid=f

2. Seien 71, ™ € G. Dann gilt:

T (m>f)=m>(forg')=fomtont = fo(my ont)
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1

Zu zeigen bleibt, dass m, ' o w1 = (m o m2) L. Es gilt:

1 1

(mom)omy om! =mo(momy)om =moidon =mon' =id

1

und dhnlich zeigt man 7r2_1 o 7r1_1 o (71 o mg) = id. Daher ist 7r2_1 ) 7r1_1 = (m om)”" und

damit ist diese Gruppenwirkung wohldefiniert.

O]

Mit dieser Gruppenwirkung kénnen wir Aquivalenzklassen von Firbungen klassifizieren. Fiir die
Loésung von Problemen, bei denen die Anzahl der Felder einer bestimmten Farbe vorgegeben
ist, wird eine Methode benétigt, die diese Einschrankung beschreibt.

2.4.1 Einschriankungen beschreiben

Wie viele verschiedene Farbungen einer Menge M mit den Farben cj,--- ,c; gibt es, sodass
jeweils o; Elemente der Farbe ¢; vorhanden sind? Ist es moglich dies fiir alle moglichen Distri-
butionen der Anzahl Elemente pro Farbe auf einmal zu berechnen?

Die Antwort auf diese Frage ist ja, man kann dies mithilfe von Gewichtungen erreichen.

Ein Beispiel: [2, Problem 14.1] Sei die Menge M = {«, 3,7} wobei
a, B, die drei Sektoren sind, welche man bekommt, wenn man die Eck-
punkte eines gleichseitigen Dreiecks mit dessen Schwerpunkt verbindet. Die
Gruppe der Symmetrien vom gleichseitigen Dreieck ist S3, dessen Elemente
sind auf M Permutationen. Wir mochten jedem Element in M die Farbe
blau oder rot zuordnen. Jedes der Elemente nimmt entweder die Farbe r I6]
(rot) oder b (blau) an. Wenn man

(r+b)° =1+ 3r% + 36> + 1 Abbildung 4

betrachtet, fallt auf, dass der Koeffizient vor r*bY jeweils angibt, wie viele Farbungen es gibt,
bei denen  Elemente rot und y Elemente blau sind. (74 b)? ist eine algebraische Interpretation
der Farbwahl fiir jedes Element in M. Dies lésst sich generalisieren:

Definition 2.4.3. |2, Definition 14.1]
Sei X die Menge aller Abbildungen von M auf C. Eine Gewichtung ist eine Abbildung w welche
jedem ¢ € C' ein w(c) zuordnet.

1. Fiir jede Farbung f € X ist das Gewicht von f, geschrieben W (f), definiert als
W(f) = T w(f(m)).

meM

2. Ist Y C X, dann ist das Inventar von Y gegeben durch

Inv(Y) := Z W(f).

fey
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3. Ist Y eine Teilmenge von X, welche jedes Farbungsmuster genau einmal enthélt (Fér-
bungsmuster fi, fo sind gleich, wenn f1 ~g f2), so ist das Inventar dieser Teilmenge ein
Musterinventar Plnv(X).

Bemerkung. Ist eine bestimmte Anzahl Felder jeder Farbe gegeben (dies ist ein Gewicht), wol-
len wir schlussendlich die Anzahl unterschiedlicher Farbungsmuster fiir dieses Gewicht zdhlen.
Kennt man das Musterinventar, so konnen Fragestellungen, welche Einschrankungen beziiglich
der Anzahl Elemente einer Farbe haben, beantwortet werden.

Beispiel. Gehen wir zuriick zu unserem Beispiel (» S. [17)). Seien w(rot) = r und w(blau) = b.
1. Die verschiedenen Gewichte sind W (f) € {b3,br, br?, r3}.

2. Das Inventar von Y = X ist gegeben durch

Inv(X) = Y W(f) =b"+3b%r + 3br® + 7.
fex

3. Das Musterinventar von X ist gegeben durch Y = PInv(X) = b3 + b%r + br? + 13, da
Féarbungen, welche zwei blaue und einen roten Sektor haben, mithilfe von Rotationen
aufeinander abgebildet werden kénnen. Dasselbe gilt fiir Farbungen mit zwei roten und
einem blauen Sektor.

AN AN AN

Abbildung 5: alle 4 méglichen Muster

2.4.2 Zyklenindikator einer Gruppe

Konnen wir das Musterinventar bestimmen, so kénnen wir auch etwas komplexere Probleme
wie das zweite einfiihrende Problem l6sen. In diesem Abschnitt wird genau beschrieben, wie
man das Musterinventar bestimmen kann.

Definition 2.4.4. |2, Seite 37 ]

Die Zyklenschreibweise einer Permutation m von einer Menge M mit endlich vielen Elementen
stellt eine Permutation unterteilt in Zyklen dar. Man beginnt dabei mit einem Element m € M
und schreibt nacheinander die Elemente a, 7(a), 7(mw(a)), ..., bis man wieder bei a ankommt, in
eine Klammer (das letzte a nicht schreiben). Das ist ein Zyklus, man wiederholt das so lange,
bis alle Zahlen in einem Zyklus sind.

Beispiel. Betrachte die Permutation

m:{1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6},7(1) = 3,7(2) = 4,7(3) = 5,7(4) = 2,7(5) = 1, 7(6) = 6.
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Dann hat m Zyklenschreibweise: 7 = (1 3 5)(2 4)(6).

Definition 2.4.5. |2, Seite 243]
Der Zykeltyp ct(m) einer Permutation von 7 beschreibt die Art der Permutation. Eine Permu-
tation hat Zykeltyp

ct(m) =yt -2,

falls sie in der Zyklenschreibweise der Permutation fiir jedes j mit 1 < j < s genau 7; Zyklen
der Lénge k; hat.

Beispiel. Fir das vorherige Beispiel wére ct(m) = xjx923.
Bemerkung. Betrachtet man die x; auch als Variablen, kann man den Zykeltyp auch als Funktion

von den x; betrachten:
ct(m) (@1, @2, -+) = 2} 22

Dies wird spater niitzlich sein.

Definition 2.4.6 (Zyklenindikator). [2, Definition 14.2]
Sei G eine Permutationsgruppe auf M. Der Zyklenindikator von G ist definiert als

CI(G)(x1,x2, 23, ) = ’é‘ Z ct(m)(x1, e, -+ ).

TeG

Satz 2.4.7. [Abzéhlsatz von Pélya] |2, Theorem 14.3]
Sei X die Menge aller Abbildungen von M auf C, sei w eine Gewichtung auf C. Sei G eine
Permutationsgruppe auf M, auf der die Gruppenwirkung auf X durch

firme G, und fe X:m>f=forn !
gegeben ist. Dann ist das Musterinventar von X gegeben durch

PInv(X) = CI(G)(Z w(c), Z w(c)?, Z w(c)?,---).

ceC ceC ceC

Bemerkung. Dies sagt uns, dass wir das Musterinventar mithilfe des Zyklenindikators berechnen
koénnen.

Beweis. (aus |2, Abschnitt 14.5])

Es werden zunéchst einige Lemmata eingefithrt und bewiesen. Mithilfe dieser kann der Abz&hl-
satz von Pdlya bewiesen werden.

Sei G eine Permutationsgruppe auf M und X die Menge aller Abbildungen (Farbungen) von
M auf C. Sei eine Gruppenwirkung > von G auf X definiert durch 7> f = forn~! fir 7 € G
und f € X.

Lemma 2.4.8. |2, Lemma 14.4]

Sei m € G eine Permutation, f € X eine Abbildung. Diese Abbildung bleibt konstant unter
Permutation m (f € Fix(w)), falls: 7> f = f.
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Beweis.

VeeM: f(x)=fon(x)
— f(r Yd)) = fon(r1(d)) = f(d) Vd € M (r ist eine Bijektion)
> f=f.

Lemma 2.4.9. [2, Lemma 14.5]

Sei My, Ms,--- , My, eine Partition der Menge M. Fine Abbildung f ist konstant auf M;, falls
fiir alle m € M;: f(m) = ¢ fir ein festes ¢ € C. Das Inventar der Abbildungen, die konstant
auf jedem M; sind, ist gegeben durch

[T (S wta).

i=1 \ceC

Beweis. Um eine konstante Abbildung zu wéhlen, wahlt man fiir jedes der M; ein Element ¢ € C.
Jedes der Elemente in M; nimmt dann unter der Abbildung diese Farbe an. Dies resultiert in
einem Inventar von ) ..o w(c)Mil fir jedes der M;. Da die Wahl unabhingig fiir die M; ist,
multipliziert man alle Inventare der M;, um ein Inventar der Funktionen, die auf allen der M;
konstant sind, zu bekommen. O

Lemma 2.4.10. [2, Lemma 14.6]
Ist ct(m) =z} -~ @), so ist das Inventar von Fix(r) gegeben durch:

t

Inv(Fix(m)) = H(Z w(c)ki)” = ct(w)(z w(c), Z w(c)z, cee).

i=1 ceC ceC ceC

Beweis. f ist nur dann ein Fixpunkt, falls f konstant unter 7 ist (Lemma [2.4.8). Fiir jeden
Zyklus in m muss die Farbe seiner Elemente also gleich sein. Die Zyklen von 7 erzeugen eine
Partition von M. In dieser Partition gibt es jeweils r; Mengen der Grosse k;, fiir 1 < ¢ < ¢. Der
Rest folgt aus dem vorherigen Lemma (Lemma [2.4.9)). O

Bemerkung. (Diese Bemerkung stammt aus einer Beobachtung von mir selbst). Bemerke, dass
dieses Lemma impliziert, dass fiir 7 mit ct(7) =z} -z}

t
IFix(m)| = |C] =177,

t
denn fiir f € Fix(7) muss man fiir jeden Zyklus eine Farbe wéhlen, dafiir gibt es genau |C \Zd:l ik
Moglichkeiten. Das Betrachten von Zykeltypen gibt uns also eine einfache Methode, Fix(7) zu
berechnen, falls ct(7) bekannt ist. Es folgt aus dieser Beobachtung zusammen mit Satz m

1 1
1B = =1 > [Fix(m)| = = > [C]7,
|G| 2 |G| 2

TeG TeG
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wobei fiir  mit ct(7) = z}} -z} die Zahl sy = Z§:1 rj die Anzahl verschiedener Zyklen von
m ist.

Definiere die Relation ~, sodass f ~ g <= W(f) = W(g) (zur Erinnerung, W (f) = [[,,ear w(f(m))).
Diese ist eine Aquivalenzrelation, da diese Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Lemma 2.4.11. [2, Lemma 14.7]
Es gilt: haben f,g das gleiche Muster (f ~g g), so ist W(f) = W(g).

Beweis.
W(g)=W(rr f)=W(for )= [] wifor ' (m)= T[] w(f(d) =W(f).
meM deM

7 ist eine Bijektion

Der Abzéhlsatz von Pélya kann nun bewiesen werden. Sei X; die Menge der Abbildungen f € X,
fiir welche W (f) = W; == ' - - - ¢ gilt. Hat es §; verschiedene Muster in den Abbildungen in
X, so hat W; im Musterinventar PInv(X) den Koeffizienten f3;. Des Weiteren kann kein Muster
von zwei Funktionen in verschiedenen X; reprasentiert werden, daher gilt:

PInv(X) =) BiW;

Bemerke, dass durch « > f eine Gruppenwirkung von G auf X; definiert wird: die Abgeschlos-
senheit folgt aus Lemma und die anderen Eigenschaften aus der Definition von 7> f von
G auf X. Sei 7; die Beschrankung der Gruppenwirkung = > f auf X;. Da eine Gruppenwirkung
definiert ist, kann man den Abzéhlsatz von Frobenius benutzen, um 3; zu berechnen. Man findet
far (;, dass
B; = — 3 |Fix(m;)| und somit:
’ ‘ TeG

1 .
PInv(X) = Z(@ Z |Fix(m;)|)W;
i rmeG
| G| Z Z |Fix(m;)|W; (Vertauschung von endlichen Summen)
TeG 1
Z Inv(Fix(m)) (Vereinigung von disjunkten Mengen)
|G| TeG
Z ct(m Z (¢), Z w(c)?,---) (folgt aus Lemma [2.4.10)
7rEG’ ceC ceC
= CI(Z w(e), Y w(e)?, ).
ceC ceC
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Demonstration am zweiten einfithrenden Problem Sei M die Menge der Fliachen des
Tkosaeders, C' = {rot, griin, blau} die Menge der Farben mit der Gewichtung w(rot) = r, w(griin)
g,w(blau) = b. Sei X die Menge aller Farbungen f : M — C. Die Gruppe der Rotationen des
Tkosaeders G definiert eine Gruppenwirkung auf X durch

VreGVfeX :r>f=for L

Diese teilt X in die gewiinschten Aquivalenzklassen auf. Die Gruppe G besteht aus 60 Elemen-
ten: Wahle zunéchst eine gerichtete Kante AB des Tkosaeders. Bei jeder Rotation wird diese
auf eine beliebige gerichtete Kante @ des Ikosaeders abgebildet. Es gibt dafiir insgesamt 60
Moglichkeiten (30 Kanten, 2 mogliche Richtungen), und man kann sich leicht iberzeugen, dass
jede Rotation durch solch eine Abbildung eindeutig definiert wird.

Es gibt 4 verschiedene Typen von Rotationen in dieser Gruppe: die Identitédt, welche Zykeltyp
229 hat, und drei weitere Typen, welche sich durch ihre Drehachsen charakterisieren: Es gibt
Rotationen mit:

1. Drehachsen, welche durch zwei gegeniiberliegende Eck-
punkte des Ikosaeders gehen. Von diesem Typ gibt es
24 Rotationen: 6 verschiedene Achsen und 4 verschie-
dene Rotationen pro Achse. Bei diesem Typ hat jede
Rotation den Zykeltyp x4.

2. Drehachsen, welche durch zwei gegeniiberliegende
Kantenmittelpunkte verlaufen. Von diesem Typ gibt
es 15 Rotationen, pro Achse ist genau eine Rotation
vorhanden. Bei diesem Typ hat jede Rotation den Zy-
keltyp x3°.

3. Drehachsen, welche durch zwei gegeniiberliegende Fl&-
chenmittelpunkte gehen. Von diesem Typ gibt es 20
Rotationen, pro Achse genau 2 und insgesamt 10 solche
Rotationsachsen. Diese Rotationen sind jeweils vom
Typ x2a§.

Der Zyklenindikator von G ist gegeben durch Abbildung 6: Drehachsen eines

1 Tkosaeders
CI(G) = %(x%o + 102725 + 15230 + 2477).
Der Abzéhlsatz von Pélya (Satz besagt nun, dass wir das Musterinventar von X erhalten,
wenn wir fiir z; im Zyklenindikator (r7 + g7 +b7) einsetzen. Um die Berechnung zu vereinfachen,
bemerken wir, dass nur die Terme z2° und 222§ zum Koeffizient von b377¢!? beitragen, da bei
230 bzw. x# alle von 0 ungleichen Koeffizienten gerade Zahlen bzw. durch 5 teilbare Zahlen in
den Exponenten von 7, g, b haben, was bei b7 ¢'% nicht der Fall ist. Der Koeffizient von b3r7g'0
bei 230 ist %, und bei 232§ ist er 23!37:1!' Die gesuchte Anzahl Farbungen ist gleich wie der
Koeffizient von b3r7¢'% im Musterinventar von X und betragt
1, 20! 6!
@(m +20- QM) = 369552.
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3 Resultate

In diesem Teil der Maturaarbeit wird die Anwendung der im vorherigen Abschnitt eingefithrten
Methoden anhand der folgenden Probleme demonstriert:

3.1 Probleme

Problem 1 (eigenes Problem, inspiriert durch [2, Problem 13A, Seite 245])

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, ein n x n Brett mit k Farben zu férben, falls zwei
Féarbungen als gleich gelten sollen, 1. wenn sie in allen Zellen {ibereinstimmen? 2. wenn sie sich
um hochstens eine Rotation unterscheiden? 3. wenn sie sich um héchstens eine Rotation oder
eine Spiegelung unterscheiden?

Problem 2 [2, Problem 13.2.4.A, Seite 264f]

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, die Flidchen eines Wiirfels mit & Farben zu far-
ben, falls zwei Farbungen als gleich gelten sollen, wenn sie sich um hochstens eine Rotation
unterscheiden?

Problem 3 [2, Problem 13.2.4.A, Seite 264f]

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, 1. die Fliachen, 2. die Ecken eines Tetraeders mit
k Farben zu farben, falls zwei Farbungen als gleich gelten sollen, wenn sie sich um hdéchstens
eine Rotation unterscheiden?

Problem 4 (eigenes Problem, inspiriert durch |3} Seite 16f])

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, die Ecken eines reguldren n-Ecks mit ¢ Farben
zu farben, wobei zwei Farbungen als gleich gezdhlt werden, wenn sie sich um hochstens eine
Spiegelung oder Rotation unterscheiden?

Problem 5 (Eigenes Problem, inspiriert durch [3| Seite 161])

Wie viele verschiedene Mdéglichkeiten gibt es, ein Armband bestehend aus 10 Perlen, 3 davon
blau und 7 davon griin, zusammenzustellen? Nehme an, dass diese, abgesehen von ihrer Farbe,
in allen anderen Eigenschaften tibereinstimmen.

Problem 6 (Eigenes Problem)

Wie viele verschiedene Farbungen der Fliachen eines Dodekaeders mit 3 Farben gibt es, sodass
jede der 3 Farben ein Vielfaches von 3 Mal vorkommt, und zwei Farbungen als gleich gezéhlt
werden, wenn sie sich um hochstens eine Rotation unterscheiden?

Problem 7 (|2, Abschnitt 14.6, Seite 285 ff], eigener Losungsweg)

Finde eine Methode zur Berechnung der Anzahl verschiedener einfacher Graphen mit n unun-
terscheidbaren Ecken und k& Kanten. Bestimme anschliessend die Anzahl einfacher Graphen mit
6 Ecken und 8 Kanten. Fiir die Definition eines einfachen Graphen, siche Anhang (Abschnitt

6.3).
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3.2 Losungswege
3.2.1 Problem 1

Aufgabenstellung Wie viele verschiedene Mdéglichkeiten gibt es, ein n xn Brett mit k& Farben
zu farben, falls zwei Farbungen als gleich gelten sollen, 1. wenn sie in allen Zellen iibereinstim-
men? 2. wenn sie sich um hochstens eine Rotation unterscheiden? 3. wenn sie sich um héchstens
eine Rotation oder eine Spiegelung unterscheiden?

Losung 1. In diesem Fall hat es fiir jede Zelle genau k Moglichkeiten zur Farbung. Stimmen
zwei Farbungen in einer Zelle nicht iiberein, so sind sie verschieden. Daher hat man insgesamt
k™ verschiedene Férbungen.

2. Zahlt man ,,modulo Rotationen“ oder ,modulo Symmetrieabbildungen®, ist oft eine Gruppe
involviert. Es ist daher keine schlechte Idee, Gruppenwirkungen zu verwenden. Betrachte die
Gruppe R aller Rotationen eines n X n Bretts. Diese Gruppe R hat 4 Elemente, ndmlich die
Rotation im Gegenuhrzeigersinn um 0°(e),90°(1), 180°(h) und 270°(r). Sei X die Menge aller
moglichen Farbungen des n x n Bretts. Die Gruppe R induziert eine Gruppenwirkung auf der
Menge X. Die Problemstellung ist daher dquivalent zur Frage ,,Wie viele verschiedene Bahnen
hat die Aquivalenzrelation ~g?“

Durch die Anwendung des Abzéhlsatzes von Frobenius (Satz kann das Problem gel6st
werden. Fir e gilt: Fix(e) = X. Somit ist |Fix(e)| = |X| = k™ . Fur die Rotationen [, und h
muss zwischen den Féllen n gerade und n ungerade unterschieden werden.

I3
|3
.

(a) Fixpunkte fiir n gerade (b) Fixpunkte fiir n ungerade

Abbildung 7

Zunéchst wird der Fall n gerade behandelt: Fur [ und r gilt: z € Fix(l) bzw. Fix(r) genau dann,
wenn die Farbung durch das grime Quadrat (siehe Abbildung ) mithilfe von Rotationen
erzeugt werden kann. Daher ist |Fix(1)| = |Fix(r)| = kn?/4,

Fiir h ist = € Fix(h) genau dann, wenn die Farbung durch das Rechteck bestehend aus dem
blauen und dem grinen Quadrat mithilfe von Rotationen um den Mittelpunkt erzeugt werden
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kann. Daher ist |Fix(h)| = k""/2. Insgesamt gilt daher fiir n gerade: Die Anzahl gesuchter
Farbungen betragt

%(kn2 +92. kn2/4 + kn2/2)

Sei nun n ungerade. Es gilt: z € Fix(l) bzw. Fix(r) genau dann, wenn die Farbung durch
Rotationen um 0°,90°,180° und 270° der Figur bestehend aus dem griinen und gelben Rechteck
(siehe Abbildung um den Mittelpunkt erzeugt werden kann. Daher ist |Fix(l)| = |Fix(r)| =
E(n=1)-(n+1)/4+1 _ L(n*+3)/4

Fiir h gilt: € Fix(h) genau dann, wenn die Farbung durch Rotationen um 0° und 180° um den
Mittelpunkt der Figur bestehend aus dem griinen und dem blauen Rechteck und dem gelben
Quadrat erzeugt werden kann. Man kann daher fiir (n? 4+ 1)/2 Zellen die Farbe frei wihlen.
Daher ist |Fix(h)| = k(®*+1/2,

Fiir n ungerade gibt es daher %(kz"2 + 2. E(*43)/4 4 (n*+1)/2) Bahnen.

Die Anzahl Bahnen entspricht der Anzahl verschiedener Farbungen, daher haben wir:

Fir n gerade gibt es Z(an + 2k’ + k2 )Farbungen.

n2+3

1 n?
Fir n ungerade gibt esZ(k:”2 +2-k1 + kTH) Farbungen.

3. Wir betrachten die Gruppe G aller Symmetrien des Quadrats. Diese Gruppe besteht aus
der Menge R (aus der Teilaufgabe 2.) und zusétzlich aus 4 weiteren Elementen, ndmlich den
zwel Spiegelungen entlang den beiden Diagonalen und den zwei Spiegelungen entlang den Sei-
tenhalbierenden. Sei X die Menge aller moglichen Farbungen. Die Gruppe G generiert eine
Gruppenwirkung auf der Menge X. Die Problemstellung ist dquivalent zur Fragestellung ,,Wie
viele verschiedene Bahnen hat die Aquivalenzrelation ~g?*

In diesem Fall wird wieder den Abzéhlsatz von Frobenius (Satz[2.3.2))

angewendet. Die Werte fiir |Fix(g)| fiir ¢ € R wurden in der vorheri-
gen Teilaufgabe bereits bestimmt. Es miissen nur noch die Werte fiir
|Fix(g)| der anderen 4 Elemente bestimmt werden.

Fiir Spiegelungen an einer der Diagonalen ist z € Fix(g), wenn die

Férbung unterhalb der Diagonalen die gespiegelte Farbung oberhalb
der Diagonalen ist. Man kann daher die Farbung der Zellen ober-
halb der Diagonalen und auf der Diagonalen frei wihlen und somit ist
[Fix(g)| = k"("+1)/2 fiir diese zwei Spiegelungen.

Fiir die Spiegelung an den Mittelsenkrechten: Fiir n gerade kann man
die Farbung auf einer Hélfte des Quadrats frei firben, die andere Abbildung 8: Spiege-
Hélfte folgt daraus. Fiir n ungerade kann man die Zellen auf einer |,chsen eines Quadrats
Seite und die Zellen auf der Mittelsenkrechten frei farben, die Far-

bung der anderen Zellen folgt daraus. Somit ergibt sich fiir n gerade:

[Fix(g)| = "*/2 und fiir n ungerade: |Fix(g)| = k"("+1/2,
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Insgesamt ergibt sich:

n(n

Fir n gerade gibt es g(k”2 + 2k e + 3k2 4+ 2k1) Farbungen und

n(n+1) n241

1 n2c
fir n ungerade gibt es g(k”2 +4k— =2 4k =z + 2kT+3) Féarbungen.

Abbildung 9: alle verschiedenen Farbungen im Fall n = 2,k = 3 (Teilaufgabe 3.)
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3.2.2 Problem 2

Aufgabenstellung Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, die Flichen eines Wiirfels
mit k Farben zu farben, falls zwei Farbungen als gleich gelten sollen, wenn sie sich um héchstens

eine Rotation unterscheiden?

Losung Dieses Problem ist dhnlich zum Vorherigen, hier geht es wieder darum, die richtige
Gruppe zu identifizieren, welche eine Gruppenwirkung definiert, bei der die Aquivalenzklassen
genau die Farbungen sind, welche als gleich gezédhlt werden sollen. Danach kann man den Ab-
zahlsatz von Frobenius anwenden, um das Problem zu ldsen.

Die gesuchte Gruppe G ist die Gruppe aller Rotationen, da die Problemstellung Farbungen un-
ter einer Rotation als gleich zdhlt. Es gibt genau eine Rotation, welche die Flache F' und einer
dessen Kanten k auf die andere Fliche F’ und einer dessen Kanten k' abbildet. Auch bildet
jede Rotation das Tupel (F,k) auf ein von der Rotation abhingiges Tupel (F’, k") ab, daher
ist die Anzahl der Rotationen die Anzahl der Tupel der Form (F’, k). Es gibt 6 Moglichkeiten
fir F’ und 4 fiir ¥’ und somit besteht G aus 24 Elementen. In Abbildung [10] findet man die
verschiedenen méglichen Drehachsen der Rotationen der Gruppe G, Typ 1 verlauft durch ge-
geniiberliegende Ecken, Typ 2 verlduft durch gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte und Typ

3 verlauft durch gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte.

(a) Typ 1 (b) Typ 2 (c) Typ 3

e % i

’

’

{
I

I

I I
I 7 I
I , I
I , I
| ’ |
—————— - -
4 /

—_———

/
//
/

4

I
I
I
I
I
|
I
4 /
‘ / l

Abbildung 10: Drehachsen eines Wiirfels

Da es 4 Paare gegeniiberliegender Ecken gibt, gibt es auch 4 Drehachsen vom Typ 1. Fir jede
dieser Drehachsen hat es 2 Rotationen verschieden von der Identitat, ndmlich die Rotationen
um +120° um die Drehachse. Beide haben Zykeltyp z3. Daher folgt aus der Bemerkung in
Lemma dass

|Fix(£120° Rotation Typ 1)| = k2.
Vom Typ 2 verlauft jede Drehachse durch ein Paar gegeniiberliegender Flachenmittelpunkte. Da
es 6 Flachen gibt, gibt es 3 Paare und somit 3 Drehachsen dieser Art. Fiir jede dieser Drehachsen
gibt es zwei Rotationen mit Zykeltyp z?x4, nimlich die Rotationen um +90°, und eine Rotation
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mit Zykeltyp 223, nimlich die Rotation um 180°. Es gilt daher:
|Fix(+90° Rotation Typ 2)| = k% und |Fix(180° Rotation Typ 2)| = k*.

Vom dritten Typ gibt es insgesamt 6 Drehachsen, fiir jedes Paar gegentiberliegender Kantenmit-
telpunkte eine. Pro Drehachse existiert nur eine Rotation verschieden von der Identitdt. Diese
ist eine 180° Drehung um diese Drehachse und hat Zykeltyp 3. Somit ist

|Fix(180° Rotation Typ 3)| = k>.
Fiir die Identitét gilt: |[Fix(id)| = k5. Nach Frobenius (Satz[2.3.2)) gibt es daher insgesamt

1
24

Abbildung 11: alle verschiedenen Farbungen im Fall k = 2

(kS + 8k? + 12k3 + 3k") verschiedene Farbungen.
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3.2.3 Problem 3

Aufgabenstellung Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, 1. die Fléchen, 2. die Ecken
eines Tetraeders mit k& Farben zu farben, falls zwei Farbungen als gleich gelten sollen,wenn sie
sich um hochstens eine Rotation unterscheiden?

Losung Zunéchst wird gezeigt, dass die Anzahl Farbungen fiir beide Teile des Problems tiber-
einstimmen. Definiere dafiir eine Abbildung, welche jede Ecke auf die Farbe der gegeniiberlie-
genden Flache abbildet. Es wird so eine Bijektion zwischen den Farbungen der Flichen und den
Farbungen der Ecken definiert. Weiter sind zwei Farbungen fiir Flachen genau dann verschieden,
wenn die Farbungen der Ecken, welche durch die Abbildung definiert wird, verschieden sind.
Die Anzahl verschiedener Farbungen muss daher fiir beide Teilaufgaben gleich sein. Man kann
also beide Teilaufgaben gleichzeitig 16sen. Sei G die Gruppe aller Rotationen in der Gruppe der
Symmetrieabbildungen eines Tetraeders. Es werden zwei Beobachtungen gemacht:

1. Bei einer Rotation ungleich der Identitét bleibt hochstens eine der 4 Ecken an ihrem Platz.

Beweis. Wiirden zwei Ecken an ihrem Platz bleiben, so hidtte man eine Spiegelung an
einer Kante. Wiirden drei Ecken an ihrem Platz bleiben, so wiirde die 4. auch an ihrem
Platz bleiben und man hatte die Identitét. O

2. Jedes Element in der Gruppe G hat eine gerade Anzahl an Zyklen in ihrem Zykeltyp.

Beweis. Nehme an, es gibe eine Rotation g mit einer ungeraden Anzahl an Zyklen. Dann
hat g entweder 1 Zyklus oder 3. Hat die Rotation g einen Zyklus, hat g Zykeltyp z4. Sei
0.B.d.A. g = (1234). Bemerke, dass Ecken 1,2, 3 in einer Ebene liegen, und diese Rotation
Ecke 1 zundchst auf Ecke 2 und bei Wiederholung auf Ecke 3 abbildet. Da die Ecke 3 nicht
gleich Ecke 1 ist, spannen diese drei Ecken eine Ebene, und die Rotation bildet die Ebene
auf sich selbst ab. Bei einer dritten Wiederholung muss diese Rotation daher die Ecke 3
zwingend auf einen Punkt in derselben Ebene abbilden, und Ecke 4 ist nicht auf dieser
Ebene, daher ist dies nicht moglich. Gibe es 3 Zyklen, so wire g vom Zykeltyp x2xo, ein
Widerspruch zur ersten Beobachtung, dass héchstens eine Ecke an ihrem Platz bleibt. [

Das heisst, jedes Element in der Gruppe hat entweder 2 oder 4 Zyklen, 4 Zyklen sind nur
moglich, wenn das Element die Identitédt ist. Es gibt insgesamt 12 Elemente in der Gruppe:
Betrachtet man zwei festgewédhlte Ecken Fq und FEs, wobei Fy # FEs, so werden diese unter
einer Rotation auf E{ bzw. F) (mit E] # Ej) abgebildet. Dafiir gibt es 12 Moglichkeiten und
jede solche Abbildung lasst sich eindeutig zu einer Rotation zuordnen. Damit ist nach Frobenius
(Satz und dem Lemma die Anzahl verschiedener Farbungen

1

4 2
5 (K 11K2).
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3.2.4 Problem 4

Aufgabenstellung Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, die Ecken eines reguldren
n-Ecks mit ¢ Farben zu farben, wobei zwei Farbungen als gleich gezéhlt werden, wenn diese sich
um hochstens eine Spiegelung oder Rotation unterscheiden?

Losung Sei X die Menge aller moglichen Farbungen der n Ecken mit ¢ Farben. Dieses Problem
kann mit dem Abzéahlsatz von Frobenius gelost werden, da es bei diesem Problem abgesehen
von den durch eine Gruppenwirkung auf X generierten Aquivalenzklassen keine weiteren Be-
dingungen gibt, welche die Anzahl der moglichen Farbungen einschrinkt. Jedoch werden wir
trotzdem die Zykeltypen der Elemente der Gruppe berechnen, da die Argumentation mit Zy-
keltypen einfacher ist. Fiir dieses Problem wird zunéchst die Gruppe identifiziert und danach
fiir jedes Element der Gruppe dessen Zykeltyp bestimmt.

Die Gruppe G der Symmetrieabbildungen fiir ein regelmassiges n-Eck hat 2n Elemente. Dies
kann man sehen, indem man zwei Eckpunkte Py, P5 einer Seite wahlt und sie auf zwei Eckpunk-
te @1, Q2 einer Seite abbildet. Dafiir gibt es 2n Moglichkeiten: n Moglichkeiten fiir die Wahl
einer Seite und 2 Moglichkeiten fiir die Wahl, auf welchen Punkt P; abgebildet wird. Es gibt
nur eine Symmetrieabbildung f, fiir welche f(P;) = Qj,7 = 1,2 gilt, also ist |G| > 2n. Auch
muss jede Symmetrieabbildung zwei Eckpunkte einer Seite auf zwei Eckpunkte einer Seite ab-
bilden, daher ist |G| < 2n und somit muss die Anzahl der Symmetrieabbildungen fiir ein n-Eck
2n sein. Fixiere eine Seite s und bilde diese auf eine Seite sy ab, wobei die Orientierung nicht
verdndert wird. Genau fiir eine Rotation wird s so auf ss abgebildet, und jede Rotation bildet s
orientierungserhaltend auf eine andere Seite ab. Es gibt somit genau n Rotationen, denn es gibt
n Moglichkeiten zur Wahl von s;. Die Rotationen sind jene um % um den Mittelpunkt, fir
0 < k <n-—1. Rotationen um % mit k > n entsprechen einer der vorhergenannten Rotationen.
Die anderen Symmetrieabbildungen sind Spiegelungen, es gibt 2n — n = n davon.

Betrachte zunédchst die Rotationen. Betrachte die Rotation 7, um %nr—k fur k fest. Was ist der

Zykeltyp dieser Rotation?

01010101010

Abbildung 12: Wiederholte Anwendungen der Rotation r¢ um % in einem 15-Eck. Der Zy-

keltyp von 7 ist 23, denn nach 5 wiederholten Anwendungen ist eine Ecke wieder an seiner
urspriinglichen Position.

Sei d = ggT(k,n), bemerke, dass d ein Teiler von n ist. Wendet man die Rotation 4 %-mal an,

so hat man am Ende eine Rotation von 2’7%’“ = 2772—5. Bemerke, dass nk ein Vielfaches von nd

ist und somit 2712—’3 ein Vielfaches von 27, daher ist man nach 5 wiederholter Anwendungen der
Rotation r wieder bei der Anfangsposition. Dies stimmt mit der Beobachtung in Abbildung [12]
iiberein.
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Ist dies die kleinste Anzahl wiederholter Anwendungen dieser Rotation, damit eine Ecke wieder
an ihre urspriingliche Position gelangt? Die Antwort auf diese Frage ist ja: Nehme an, es wére
moglich, dies mit 0 < [ < 7 Anwendungen zu tun. Nach [ Anwendungen hat man insgesamt
eine Rotation von 27 - % Damit eine Ecke wieder an ihrer Anfangsposition ist, muss dies ein
Vielfaches von 27 sein. Daraus folgt, dass [k ein Vielfaches von n sein muss, und somit n ein
Teiler von [k ist. Schreibe k als d-q. Dabei ist ¢ geméss Definition von d teilerfremd zu n, daher
teilt n die Zahl [ - d und somit teilt 7 die Zahl [. Dies ist ein Widerspruch, da 7 > > 0 und
somit existiert ein solches [ nicht.

Fiir eine Rotation r; um % ist der Zykeltyp also

ct(rg) = xfl/d, d = ggT(k,n).

Die Frage ist nun, wie viele Rotationen diesen Zykeltyp haben. Alle Rotationen r; mit diesem
Zykeltyp miissen ggT(n,k) = d haben. k muss also die Form ¢ - d haben, wobei ¢ teilerfremd
zu 5 ist (sonst wire ggT(n,k) # d). k ist auch < n — 1. An dieser Stelle wird die Eulersche
Phi-Funktion ¢ eingefiihrt. Diese zdhlt die Anzahl der teilerfremden Zahlen zu m kleiner als m:

p:N—=N,m=p(m):=[{j:0<j<m,ggT(j,m)=1}]

Eine exakte Formel fiir ¢(m) befindet sich im Anhang (» S.[45)). Die Anzahl Rotationen mit
Zykeltyp x4 /4 1st also o(5).

Betrachte nun die Spiegelungen. Hier unterscheidet man zwischen zwei Féllen, ndmlich n gerade
und n ungerade. Dies liegt daran, dass fiir n gerade die Spiegelachsen entweder durch zwei Ecken

oder durch zwei Seitenmittelpunkte verlaufen, wahrend bei n ungerade diese jeweils durch eine
Ecke und einen Seitenmittelpunkt verlaufen (siche Abbildung [L3)).

(a) Spiegelachsen im Fall n gerade (b) Spiegelachsen im Fall n ungerade

Abbildung 13: Spiegelachsen bei n-Ecken

Es gilt:

1. Im Fall n ungerade hat jede Spiegelung Zykeltyp xlxén_l)/ 2,

2. Ist n gerade, so ist fiir § der Spiegelungen der Zykeltyp azg/ 2

x%xgn_Q)/Q.

und fiir die anderen % ist er

31



Der Zyklenindikator ist also

1 n , n— n .
CI(G) = %(5(%/2 n x%xg 2)/2) + dzd: ap(a)xi/d) fir n gerade, und
CI(G) = %(nzlxgnfl)ﬂ + Z go(g):cg/d) fiir n ungerade.

d:d|n

Lemma [2.4.10] gibt uns die Anzahl verschiedener Farbungen:

1
#Farbungen = o ( n

n/2 n+2)/2 Ny dy e
- 2(6/ + /2y 4 Zcp(a)c)furngerade und

d:d|n

1
#Firbungen = — (nc™t1/2 4 Z go(ﬁ)cd) fiir n ungerade.
2n d:d|n d

0202080,
O20L 0L 020,
OROROAY;

Abbildung 14: mégliche Farbungen der Ecken eines Sechsecks mit zwei Farben
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3.2.5 Problem 5

Aufgabenstellung Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, ein Armband bestehend aus
10 Perlen, 3 davon blau und 7 davon griin, zusammenzustellen? Nehme an, dass diese, abgesehen
von ihrer Farbe, in allen anderen Eigenschaften {ibereinstimmen.

Losung Dieses Problem hat eine Bedingung, welche die Anzahl der moglichen Farbungen
weiter einschrénkt, daher wird der Abzéhlsatz von Pdlya (Satz [2.4.7)) angewendet. Man kann
sich unter dem Armband mit 10 Perlen ein regelméssiges 10-Eck Vorstellen, dessen Ecken die
Perlen sind. Sei G die Gruppe der Symmetrieabbildungen dieser Figur, C' = {b, g} die Menge
der Farben (blau und griin) und sei X die Menge der Farbungen der Ecken mit Farben aus C.
Dann erzeugt G eine Gruppenwirkung auf X. Aus der Losung von Problem 4 (» S. weiss
man, dass der Zyklenindikator dieser Gruppe durch

1 10 .
CI(G) = 20(5(3:2 + 2223) + Z o(— 7 3310/d) gegeben ist.
d: |10
Sei w(g) = 1, w(b) = b. Mithilfe vom Abzahlsatz von Pélya (Satz[2.4.7)) hat man:

1 2 214 10/dyd
PInv(G) = CI()_ w(e), ) = 55O+ P+ 1+ 1+ + Y go )(1 4 b10/dydy

ceC d: d|10
1
= 55 (501 + b2)% 4+ 5(1 4+ 0)2(1 + %) 4+ (1 + )10+ (1 + b%)° +4(1 +0°)? + 4(1 + b'Y))

1

= 551+ D)+ 5(1+b)2(1+0H)* 4+ 6(1 +b%) + 4(1 + %) +4(1 + b'0))
Betrachtet man PInv(G) als Polynom in b, so ist nach dem Koeffizienten von b® gesucht, denn
dieser entspricht der Anzahl von Armbéndern, bei denen 3 Perlen blau und 7 griin geférbt sind.
Die Berechnungen befinden sich in folgender Tabelle:

(1+ )10 5(1 4 b)2(1 + b%)? 6(1+b%)° 4(1 4 b°)? 4(1+0'9)

10y > 8.’ wa;hle ém_b und 0, da es ein gerades | 0, weil (1 +b°%)% =

(3) =120 ein b* (2-4=28 ) 5 110 0
Méglichkeiten) Polynom ist 1+20°+b

Insgesamt hat man also %160 = 8 als Koeffizient fiir b3 und somit gibt es 8 verschiedene
Moglichkeiten, ein solches Armband zusammenzustellen.

O O 0O o
s o o o $ $ $
o > ¢ > ¢ o 0,0

Abbildung 15: alle 8 moglichen Armbénder
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3.2.6 Problem 6

Aufgabenstellung Wie viele verschiedene Farbungen mit drei Farben der Flachen eines Do-
dekaeder gibt es, sodass jede der 3 Farben, ein Vielfaches von 3 Mal vorkommt, und zwei
Farbungen als gleich gezéhlt werden, falls sie sich um héchstens eine Rotation unterscheiden?

Losung Fir dieses Problem wird der Abzéhlsatz von Polya verwendet, da man in diesem Fall
Einschrankungen auf die Anzahl Flachen pro Farbe hat, und daher Farbungen feiner differen-
zieren kénnen muss. Sei X die Menge aller Farbungen f : M — C, wobei M die Menge der
Flachen des Dodekaeders und C' = {¢y, c2, c3} die Menge der Farben ist. Sei G die Gruppe der
orientierungserhaltenden Symmetrien. Diese ist eine Permutationsgruppe auf M und induziert
eine Gruppenwirkung auf X. G hat 60 Elemente, jedes Element abgesehen von der Identitat ist
eine Rotation von einer der 3 folgenden Kategorien:

Die erste Kategorie (auf der Abbildung [16| rot) besteht aus Rotatio-
nen, dessen Drehachse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiberlie-
genden Fléchen verlduft. Zwei Flichen werden bei diesen Rotationen
auf sich selbst abgebildet, die anderen sind erst nach fiinffacher Ap-
plikation der Rotation an ihrem urspriinglichen Platz. Daher haben
diese Rotationen Zykeltyp z3z2. Es gibt insgesamt pro Drehachse 4
Rotationen ungleich der Identitit und insgesamt gibt es 6 solche Dreh-
achsen.

Die zweite Kategorie (auf der Abbildung[L6]blau) besteht aus Rotatio-
nen, dessen Drehachse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiberliegen-
den Kanten verlduft. Bei diesen werden keine Flachen auf sich selbst
abgebildet, aber nach zweifacher Applikation ist jede Flache wieder
an ihrer urspriinglichen Position, daher haben diese Rotationen Zy-
keltyp x§. Es gibt insgesamt 15 solche Drehachsen und pro Drehachse
gibt es eine solche Rotation.

Die dritte Kategorie (auf der Abbildung gelb) besteht aus Rotatio- Abbildung 16: Drehach-
nen, dessen Drehachse durch zwei gegeniiberliegende Ecken verlduft. sen Dodekaeder

Von dieser Kategorie gibt es insgesamt 10 Drehachsen und pro Dreh-

achse 2 Rotationen ungleich der Identitédt. Es gibt keine festen Fldchen, und nach dreifacher
Applikation sind alle Fliachen wieder an ihrer urspriinglichen Position. Gébe es einen Zyklus der
Lange 2, ware dies unmoglich. Daher haben alle Zyklen Lange 3 und daher sind die Rotationen
um eine solche Drehachse vom Zykeltyp z3.

Somit ist der Zyklenindikator gegeben durch

1
(z1? + 242222 + 1525 + 2023).

CI(G)(x1, 22,23, --) = 50

Die Berechnung des Musterinventars folgt aus dem Abzéhlsatz von Polya, welcher besagt, dass

PInv(X) = CI(G)(Z w(c), Z w(c)?, Z w(c)?,---).

ceC ceC ceC
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Sei das Gewicht fiir Farben w(c1) =1, w(e2) = x, w(cz) = y. Dann ist

1
PInv(X) = - ((1 +r+y) 21240 +24+9)2A+ 25 +°) 2+ 151+ 22 +42)° +20(1 + 22 +>)4).

Es stellt sich nun die Frage, wie man die Anzahl der gesuchten Farbungen zéhlen kann. Eine
mogliche Methode wére, PInv(X) auszurechnen und die korrekten Kombinationen zu zéhlen.
Dies ist aber sehr mithsam und nicht von Hand méglich. Daher verwenden wir an dieser Stelle
eine Methode, welche sich ,,Roots of Unity Filter nennt. Eine genauere Angabe zu dieser Metho-
de befindet sich im Anhang (» S. . Fiir diese Methode werden komplexe Zahlen verwendet.
Diese haben die Form a + bi,a,b € R, es gilt (a1 + b17) + (ag + bai) = ((a1 + a2) + (b1 + b2)i)
und (ay + b1i) - (a2 + bai) = araz — biba + (a1be + agby)i (wie Multiplikation bei den reellen
Zahlen, mit der Zusatzregel, dass i2 = —1). Diese Zahl 7 ist nicht reell, daher verhalten sich die
komplexen Zahlen teilweise anders als man es sich von den reellen Zahlen gewohnt sind.
Betrachte Q(x) = PInv(X) = Y.7_, axz” als Polynom in = und betrachte die 3 Nullstellen w;,
1 < j < 3 des Polynoms 23 — 1. Aus Gleichung (siehe Anhang) folgt:

S:=Qw1) +Qw2) +Qw3) =3 > a

1<k<n:3|k

Bemerke, dass S nun ein Polynom in y ist. Wendet man diese Methode auch noch auf y an, so
ist es moglich, nur die Moglichkeiten zu zéhlen, bei denen die Potenzen fiir x und y beide durch
3 teilbar sind: Sei M = {(z,y) : «,y € {1,w1,w2}} und definiere P(z,y) = PInv(X). Bemerke,
dass S(y) = P(w1,y) + P(wa2,y) + P(ws,y). Daher ist

3

Y. Swi)= > Ply)=9 > agu

j=1 (zy)eM (5:,k):313:k

Dies ist genau das Neunfache der gesuchten Zahl, da am Ende von jeder Farbe eine durch 3
teilbare Anzahl von Fldchen vorhanden sein sollte. Fiir die letzte Farbe wird dies auch der
Fall sein, da von den anderen zwei Farben jeweils eine durch 3 teilbare Anzahl in der Farbung
vorhanden ist und von der letzten Farbe daher auch eine von 3 teilbare Anzahl vorhanden sein
muss, da die Gesamtanzahl an Flidchen durch 3 teilbar ist.

Man kann nun also die Anzahl berechnen. Als erstes bestimmt man die méglichen Werte, welche
fir (1 + 2" 4 y") eingesetzt werden konnen. Ist n durch 3 teilbar, so ist (1 4+ 2" + y™) = 3 fiir
alle (x,y) € M. Sonst ist

{1+ 2" +y")|(x,y) € M} ={3, 1 + 2w1, 1 + 2w9, 2+ w1, 2+ w2, 1 + w1 + wa}

Die folgenden Beobachtungen werden die Berechnung vereinfachen:

(1+2w))? =1+ dw; + 4w = 1+ 4w + 4wy B _3 i je{1,2} (3)
2+w)® =(2+wj)®)? =8+ 12w; + 6w} +1)> = (3+6(1 + w1 + w2) + 6w;)?
—3? fiir j € {1,2} (4)

a® 4+ b* — ab fir a,b € R. (5)

=

= (34 6w;)? = (3(1 + 2w;))?

=

(a+ bwi)(a+ bwy) = a® + bPwiws + ab(wy + w2)
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Die Berechnung wird nun termweise ohne Multiplizitdten durchgefithrt: Man berechnet fiir den
Term (1 + x + y)'2:

Z (1+z+1y)?

(zy)eM
=32 42 2+ w)?+2 2+ w) P+ (1+2w1) 2+ (14 2w2) 2 + 2 (1 +wy +wo)'?
4’
B.B012 | 5. (=332 +2. (=32 + (=3)° 4+ (=3)°+0=32+6-35.
Fiir den Term (1 + x + 3)?(1 + 2° + »°)? hat man:

Yo 4z +y)’QA+2°+9°)°= > (I+z+y)°A+2°+y%)°
(zy)eM (z,y)EM

=30 44 (24 w224 w)? + 2 (14 2w1)2(1 4 2w2)% + 2 (1 + wy + ws)?
"@34+4-(32)+2-32+O:34+6~32.
Fiir (1 + 22 4+ 4?)% findet man:
Yo 422+ =34+ 2 (24 w)P + 2+ w2)® + (1 + w1 +w2)®) + (1 +2w1)® + (1 + 2w3)°
(z,y)eM
BOs6 5. (=33 4+ =33+ 0)+ (-3 + (-3 =3°+6-(-3%) =3°—6-3°
Fiir (14 22 + y?)* gilt:

S (tat ey ®oug
(x,y)eM

Summiert man mit den jeweiligen Multiplizitdten, erhidlt man:
1
5 2 Pey= > agy

(zy)eM (5:,k):315:k

1

Es gibt also 1041 verschiedene Farbungen, bei der jede Farbe eine durch 3 teilbare Anzahl an
Flachen farbt.
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3.2.7 Problem 7

Aufgabenstellung Finde eine Methode zur Berechnung der Anzahl verschiedener einfacher
Graphen mit n ununterscheidbaren Ecken und k Kanten. Finde anschliessend die Anzahl einfa-
cher Graphen mit 6 Ecken und 8 Kanten.

Losung Teil 1: Im folgenden Abschnitt wird angenommen, dass alle betrachteten Graphen
einfach sind. Man kann zunéchst das Problem leicht umformulieren: Da die Ecken ununterscheid-
bar sind, kann man sie permutieren und der Graph bleibt gleich. Wiirde man die Ecken mit
1,...,n nummerieren, kann man sagen, dass zwei Graphen (V, E1), (V, E3) als gleich gelten sol-
len, falls es eine Bijektion f : V' — V gibt, fir welche gilt: {v1,va} € By <= {f(v1), f(v2)} € E».
Die Anzahl als verschieden zédhlende Graphen bleibt gleich, denn eine Bijektion f: V — V ist
eine Permutation der Ecken, und jede Permutation der Ecken ist eine Bijektion V — V.

6 ®
1 4 4
2 3

Abbildung 17: Diese Graphen zéhlen als gleich: vertauscht man die Position der Ecken 2 und 5,
so erhdlt man den anderen Graphen.

Dieses Problem unterscheidet sich von den bisherigen Problemen, da man in diesem Fall keine
Figur gegeben hat. Trotzdem ist es moglich, Gruppenwirkungen zu definieren. Zunéchst wird ei-
ne Gruppe definiert, welche ermdglicht, gleiche Graphen miteinander zu identifizieren. Betrachte
alle einfachen Graphen mit n Ecken, also alle einfache Graphen (V, E) mit V = {1,2,--- ,n},
E c K :={{a,b}:a,b €V, ,a #b}.

Sei S, die Menge aller Permutationen auf der Menge {1,2,--- ,n}. S, bildet zusammen mit
der Komposition eine Gruppe (» Beispiel 4 S. . Sei o € S,,. ¢ induziert eine Funktion auf K,
namlich:

51K — K, {a,b} = {o(a),s(b)}.

Definiere
I ={6:0€8,}.

Proposition 3.2.1. .7, bildet zusammen mit der Komposition von Funktionen eine Gruppe.

Beweis. Bemerke zunéchst, dass 6 Vo € S, eine Bijektion ist, denn fir alle {¢,d} € K findet
man genau ein Paar a, b € V mit o(a) = ¢,0(b) = d und somit &({a,b}) = {c, d}.
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1. Abgeschlossenheit: ¢1 o Ga({a,b}) = {01 0 02(a), o1 002(b)} = 71 0 52. Da gy 009 € Sy, ist
OTO\O'Q € 9.

2. Daid € S, ist id € .7, und ist die Identititsfunktion von K — K.

3. DafiroeS, o tes,ist o ! e.% und ist das Inverse von &:

oLo 6({a,b}) = {otoo(a),c oc(b)} = {a,b}.
0

Sei X = {f|f: K — {0,1}}, fiir jedes f € X definiere man E; = {z : 2 € K, f(z) = 1}. Es
gilt: (V, Ey,) und (V, Ey,) werden als gleich gezéhlt, falls ein 6 € .7, existiert, sodass 6(Ey,) =
{6(x) :x € Et,} = Ey,. Dies folgt aus dem Fakt, dass (V, E) und (o(V),6(F)) = (V,6(F)) als
gleich gezdhlt werden. Des Weiteren existiert fiir (V, Eq) gleich wie (V, E2) ein o € Sy, sodass
x = {v1, v} € By <= 6(x) = {o(v1),0(v2)} € Es. Damit ist diese Bedingung fiir die Gleichheit
von (V, Ey,) und (V, Ey,) sowohl notwendig als auch geniigend.

Aus Ef, = 6(Ey,) folgt: fo(x) = 1 <= f1 06 (z) = 1. Dies motiviert das Definieren der
Gruppenwirkung 6 > f1 == fi o o1, Somit kann man den Abzihlsatz von Pélya (Satz
anwenden. Es stellt sich nur noch die Frage, was ct(5) ist.

Sei ct(o) = x{rx5? -+ - 20", Betrachte einen Zyklus Z der Lénge m von o. Berechne zunéchst
den Zykeltyp von ¢ beschrankt auf dem Teilgraph Z. Sei E = {{a,b} : a,b € Z,a # b}. Das
Ziel ist es, ct(6) zu finden. Betrachte dafiir u,v,u # v, beide im Zyklus Z von ¢ mit v = o*(u),
wobei 1 < k < m. Definiere e = {u, v}. Sei [ die Lénge des von 6 induzierten Zyklus, welcher e
enthélt. Bemerke, dass | < m, da 6™ (e) = e. Ist [ # m, dann gilt:

5'(e) = {o'(w), o' ()} = {0’ (w), o' (0" ()} = {o"(w),o"**(w)} = {u,v}.

Da o!(u) # u, muss o' (u) = v, und somit I = k. Dann muss o' 7*(u) = 02*(u) = v und deswegen
ist 2k = m. Somit gibt es fiir m ungerade nur Zyklen der Lénge m, fiir m gerade gibt es einen
Zyklus der Lange %, dieser enthalt alle {u, v} mit u = o™/2(v).

Daher ist ct(5) beschrankt auf F

(m—1)/2

. T, fiir m ungerade
ct(6|p) = (m—2)/2
Tm

Ty fir m gerade

Abbildung 18: wiederholte Anwendung von # auf F fir 7 = (123456) und
E = {{a,b}|a,b € {1,2,3,4,5,6},a # b}. Man sicht: ct(#|g) = z3232.
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Betrachte nun e = {u,v} mit u € Z1, v € Z5, wobei Z; und Zs unterschiedliche Zyklen von
o der Liange m bzw. k sind. Sei [ die Lange des Zyklus von &, welcher e enthilt. Dann ist
5l(e) = {o'(u), o' (v) = {u,v}. Bemerke, dass o'(v) # u, da u und v nicht im gleichen Zyklus
sind. Daher ist o!(u) = u und ¢'(v) = v, was impliziert, dass m |l und & |I. Das kleinste [ > 0
welches diese Bedingung erfiillt, ist kgV(m, k).

Es soll der Zykeltyp von & beschriankt auf die Menge S = {{a,b} : a € Z1,b € Zs} berechnet
werden. Aus der vorherigen Beobachtung folgt, dass alle Zyklen die Lange kgV(m, k) haben.
Insgesamt gibt es m - k Elemente in dieser Menge und somit kg\%ﬁ,k) = ggT(m, k) Zyklen. Es
folgt, fiir ct(6) beschrankt auf die Menge S:

N T(m,k
ct(8]s) = aEEim).

1 1 1 1 1

5 5 5 5 5
2 2 2 2
3 3 3 3

6 6 6 6 6
4 4 4 4 4

Abbildung 19: wiederholte Anwendung von 7 auf S fiir 7 = (1234)(56) und
S = {{a,b}|a € {1,2,3,4},b € {5,6}}. Man sieht: ct(#|s) = z3.

[\

w

Mit diesen beiden Beobachtungen kann man nun den Zykeltyp von & bestimmen, falls uns
der Zykeltyp von o bekannt ist, indem man zunéchst ct(6|g) fiir alle £ und dann ct(6|g) fur
alle S berechnet. Hat man den Zykeltyp, kann man den Abzéhlsatz von Pélya anwenden, um
die verschiedenen Graphen zu zéhlen. Betrachte als Beispiel eine Permutation = mit ct(7) =

rirdzirt. Zunichst berechnet man fiir die einzelnen Zyklen:

Zykeltyp T 9 T3 T

induzierter Zykeltyp - 1 T3 r373

Fiir jedes Paar an Zyklen findet man:

Zykeltyp a:% L1292 123 T1%6 a;% Tox3 ToXe T3T6
induzierter Zykeltyp T 9 T3 T x% xé ToXe x%

Damit kann man ct(m) berechnen:

ct(m) = aiwsgug = ob(F) = (aj(ages)) (21)°(22)? (@3) w5) ((23)* (25)° (28)°) (25))

= 2328%aGa®
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Teil 2: In diesem Teil geht es hauptséichlich um die Berechnungen. Sei Sg die Gruppe aller
Permutationen von 6 Elementen, sei V = {1,2,3,4,5,6} und K := {{a,b} : a,b € V,a # b}.
Definiere .%4 gleich wie im Teil a. Sei X = {f | f : K — {1,2}} die Menge der Farbungen (somit
sind unsere Farben C' = {1, z}), definiere Ey := {e: e € K, f(e) = x}. Aus dem Teil a folgt auch,
dass eine Gruppenwirkung von %5 auf X definiert ist. Somit ist es mdglich, den Abzéhlsatz von
Pélya anzuwenden. Betrachte die Menge aller Permutationen von 6 Elementen Sg. Fiir jeden
moglichen Zykeltyp will man herausfinden, wie viele Elemente in Sg diesen Zykeltyp haben und
welchen Zykeltyp die durch Elemente dieses Zykeltyps induzierte Elemente in .%5 C S5 haben.

Zykeltyp o induzierter Zykeltyp & Anzahl
z§ z1? 1
rir) xixs 15
rixs rirs 40
i3 ria§ 45
x%x4 9511:2503 90
T1X9x3 x1x2$§x6 120
T1T5 $g 144
T3 rix§ 15
Loy :L‘lxgzri 90
x% acg 40
g xga;% 120

Man kann nun mit dem Abzédhlsatz von Pélya die Anzahl einfacher Graphen mit 6 Ecken und 8
Kanten zéhlen, es gilt PInv(X) = CI(.%) (X ccc w(c), Xpecw(c)?, -+ ). Sei w(z) =z, w(1) = 1.
In der unteren Tabelle findet man die Berechnung des Koeffizienten von 28 der einzelnen Terme:

rid ‘ xixs ‘ r3xh ‘ r3xs ‘ T1T2T] ‘ T1 797376 ‘ 3 ‘ 3 ‘ 372
iy |14 @re Ot Ge@ | O+Q3 | 3 | 2 [0 |0 o

Zahlt man nun alles mit Multiplizitaten, erhilt man den |-#5| mal den Koeffizienten fiir die 8.
Potenz von PInv(X) = CI(%) (X cecs Socec w(c)?, -+ +). Man hat:

G R R I GRRE) ee

= 24.

Es gibt daher 24 verschiedene einfache Graphen mit 6 Ecken und 8 Kanten.
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4 Diskussion

Interpretation der Resultate, Vergleich mit anderen Arbeiten, Reflexion

4.1 Fragestellungen

4.1.1 Welche Arten von Problemen kénnen mithilfe von Gruppenwirkungen gelost
werden?

In den meisten Problemen, bei denen der Abzédhlsatz von Frobenius oder Pélya angewendet
werden kann, handelt es sich um kombinatorische Probleme, bei welchen man die Anzahl ver-
schiedener Elemente zédhlt, wobei eine Bedingung existiert, die festlegt, welche Méglichkeiten als
yverschieden“oder ,, gleich“definiert werden. Um Gruppenwirkungen anzuwenden, wird zunéchst
eine Gruppe benotigt, welche diese Bedingung beschreibt. Des Weiteren ist es notwendig, mit-
hilfe der durch die Gruppe erzeugten Gruppenwirkung eine Aquivalenzrelation zu induzieren,
sodass alle Elemente, welche als gleich gelten, in der gleichen Aquivalenzklasse sind. Ist dies
méglich, kann das Problem mithilfe von Gruppenwirkungen in das Zéhlen bestimmter Aquiva-
lenzklassen umgeschrieben werden.

Oft dreht es sich schlussendlich um die Frage, ob eine geeignete Gruppe vorhanden ist. Beinhal-
tet das Problem eine geometrische Figur, ist die gesuchte Gruppe meistens eine Untergruppe
der Symmetrieabbildungen dieser Figur. Bei anderen Problemen ist die passende Gruppe nicht
immer offensichtlich, dies kann man zum Beispiel am Problem mit den Graphen (Abschnitt
3.2.7)) sehen, wo die Gruppe durch eine andere Gruppe induziert wird. Probleme, bei denen eine
Figur vorgegeben ist und bei denen man die Anzahl nichtisomorphen Farbungen der Flichen
mit bestimmten Einschrankungen beziiglich der Anzahl Flachen fiir jede Farbe sucht, sind gut
l6sbar mithilfe von Gruppenwirkungen. Teilweise kann es jedoch sein, dass man ein Problem
nicht 16sen kann, selbst wenn eine Umformulierung mithilfe von Gruppenwirkungen moglich ist.
Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn es fiir die Berechnung von |Fix(g)| oder |X| (Menge aller
moglichen Farbungen) keine gute Methode gibt. Ein Beispiel fiir ein solches Problem mochte
ich geben:

Beispiel Es ist ein 8 x 8 Brett gegeben und man mochte es mit 2 x 1 ununterscheidbaren
Steinen iiberdecken, sodass diese sich nicht {iberlagern. Wie viele Moglichkeiten gibt es dafiir,
falls man Moglichkeiten, welche sich nur durch eine Rotation unterscheiden, als gleich zahlt?
Auf den ersten Blick scheint dieses Problem mithilfe von Gruppenwirkungen lésbar zu sein,
denn man zdhlt ,modulo Rotationen“. Es ist méglich, den Abzéhlsatz von Frobenius auf die
Gruppenwirkung anzuwenden, die durch die Gruppe der Rotationen des Quadrats definiert
wird. Allerdings ist die Berechnung von |X| schwierig. Ist uns |X| nicht bekannt, so ist diese
Berechnung mithilfe von Gruppenwirkungen nicht wesentlich schneller als die Berechnung ohne,
da man zunédchst |X| finden muss. Auch ist die Berechnung von |F'iz(r)| fir Rotationen um
£90° bzw. 180° sehr aufwéndig.

Vielleicht ist es moglich, dieses Problem durch eine Umformulierung in einen speziellen Fall
eines allgemeineren Problems umzuwandeln und dann den Abzéhlsatz von Pélya zu verwenden.
Bisher ist es mir nicht gelungen, dies zu tun.
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4.1.2 Bei welchen Arten von Problemen ist es sinnvoll, Gruppenwirkungen zu
verwenden?

Es wird hier vorausgesetzt, dass das Losen des Problems durch Gruppenwirkungen moglich ist,
sonst ist deren Einsatz relativ sinnlos.

Bei Problemen, die sehr grosse Zahlen involvieren, ist es sinnvoll, Gruppenwirkungen zu verwen-
den. Bei kleinen, vorgegebenen Zahlen ist es oftmals moglich und auch effizienter, die Probleme
durch Brute Force und Ausprobieren zu lésen. Ein Beispiel daftir wire Problem 5 (» S.[33]), wo
es wahrscheinlich einfacher ist, durch Ausprobieren alle Moglichkeiten zu finden. Bei Problemen,
welche allgemeine Variablen enthalten, ist es sinnvoll Gruppenwirkungen zu verwenden. Beispie-
le dafiir wiren Probleme 1 (» S[24) und 4 (» S.[30). Bei Problemen, welche eine sehr grosse
und schwer berechenbare Gruppe haben, ist es moglich, Gruppenwirkungen zu verwenden, al-
lerdings ist es sehr aufwéndig. Personlich kenne ich keine generelle Methode, welche effizienter
als Gruppenwirkungen in solchen Féllen ist. Ein Beispiel dafiir ist das Problem 7 (» S.
mit den Graphen, es wire zwar moglich, die Anzahl Moglichkeiten mithilfe von Brute Force zu
berechnen, allerdings braucht dieser Prozess von Hand relativ lange, ist aufwéndiger und daher
auch anfalliger auf Fehler.

4.2 Reflexion

Mbogliche Fehlerquellen

In meiner Arbeit geht es um das Losen von kombinatorischen Problemen, am Ende ist meist
nach einer Formel oder einer Zahl gefragt. Da die Abzéhlsdtze und Lemma selbst nicht falsch
sind, ist es sehr unwahrscheinlich, dass ein Fehler aufgrund einer falschen Methodik auftreten.
Die Ursachen fiir fehlerhafte Resultate konnen deswegen nur eigene Fehler bei der Berechnung
sein, das heisst konkret: falsche Anwendungen der Abzihlsitze oder Ungenauigkeiten bei den
Berechnungen. Um diese Fehler aufzudecken, wurden kleine Félle getestet und es wurde bei
der Anwendung des Abzdhlsatzes von Frobenius jeweils tiberpriift, ob das Resultat eine ganze
Zahl ergibt. Diese Methoden zur Fehlererkennung decken viele der Fehler auf, jedoch kann es
immer noch sein, dass wenige Fehler im Losungsweg nicht aufgedeckt wurden. Teilweise ist es
bei manchen Aufgaben nicht moglich, kleine Félle zu betrachten, welches die Fehleraufdeckung
erschwert. Ein Beispiel fiir ein solches Problem ist Problem 6 (» S.[34)), bei welchem kurz nach
der Zwischenabgabe auch ein Fehler in der Berechnung gefunden wurde. Es ist also durchaus
moglich, wenn auch sehr unwahrscheinlich, dass die erhaltenen Resultate fehlerhaft sind.

Arbeitsprozess

Die Ziele in der Vereinbarung dieser Maturaarbeit wurden erreicht. Die Visualisierung spezi-
fischer Fille mithilfe von Geogebra wurde auch erreicht, zum Beispiel wurden Abbildungen [9]
und [I5] beide mithilfe von Geogebra erstellt. Bei dieser Arbeit hatte ich nur selten das Gefiihl,
unter Zeitdruck zu stehen. Dies lag einerseits an der gut befolgten Zeiteinteilung und ande-
rerseits daran, dass ich bereits zu Beginn der Arbeit das Buch mit den bendtigten Methoden
hatte, wodurch praktisch keinen Zeitaufwand fiir die Recherche entstand. Beim Schreiben die-
ser Arbeit sind nur wenige Schwierigkeiten aufgetaucht, wobei die meisten davon aufgrund der
Darstellung und der Formatierung entstanden. Beispielsweise hatte ich Schwierigkeiten beim
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korrekten Einfiigen von Abbildungen und beim Erstellen des Quellenverzeichnis. Der Grund fiir
die Entstehung dieser Schwierigkeiten war meistens mein ungeniigendes Vorwissen beziiglich der
Verwendung von I¥TEX, da ich bisher nicht sehr extensiv damit gearbeitet habe. Teilweise gab
es auch Hindernisse beim Losen der Probleme im Abschnitt der Resultate, jedoch wurden diese
letztendlich alle iiberwunden.

Verbesserungsmaoglichkeiten

Die Abstraktheit dieser Arbeit macht sie schwer verstandlich fiir Personen, welche nicht daran
gewOhnt sind. Da diese als Maturaarbeit dient und das Hauptpublikum daher Schiilerinnen
und Schiiler im Gymnasium sind, welche nur wenig Erfahrung im Lesen solcher mathematisch
abstrakten Texte haben, ist dies nicht ideal. Es entsteht so ein Konflikt, denn die Abstraktion
ist eine der schénen und essenziellen Seiten der Mathematik, und ich mochte nur ungern auf
diese verzichten. Eine Moglichkeit, diesen zu mildern, wére die Implementation vieler Beispiele,
welche zu einem besseren Verstédndnis beitragen.

Es ist das erste Mal, dass ich eine Arbeit in dieser Grosse schreibe. Auch wenn ich bei dieser
Arbeit nur unter wenig Zeitdruck stand, gdbe es immer noch Verbesserungsmdéglichkeiten in
der Planung. Ich habe teilweise unterschéatzt, wie viel Zeit erforderlich ist, um bestimmte Teile
der Arbeit abzuschliessen. Auch habe ich teilweise Zeit investiert, um bestimmte Methoden
aufzuschreiben, welche schlussendlich irrelevant fiir meine Arbeit waren.

Schlussbemerkungen

Wihrend dem Schreiben dieser Arbeit habe ich viele neue Erfahrungen gesammelt. Ich habe ein
tieferes Verstédndnis fiir Gruppenwirkungen gewonnen und auch bei der Verwendung von KTEX
und bei der Planung und Zeiteinteilung kann ich aus dieser Arbeit viel mitnehmen. Insgesamt
hat mir das Schreiben dieser Arbeit Spass gemacht, und ich bin zufrieden mit dem Endresultat.
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6 Anhang

6.1 Eulersche Phi-Funktion

Die eulersche Phi-Funktion ist folgendermassen definiert:
e:N=>Nn—pn)=[{m:1<m<n,ggT(m,n) =1}

Es soll eine Formel zur Berechnung von ¢(n) gefunden werden. Sei p{'p5?... p?j die Primfak-
torzerlegung von n. Definiere fiir jeden Teiler d von n die Menge

Mg :={m:1<m <n,dm}.

Bemerke, dass die Anzahl Elemente in dieser Menge genau  ist. Sind dy, da teilerfremde Teiler

von n, so ist die Menge
Md1d2 = Md1 N Md2.

Die nicht teilerfremden Zahlen zu n haben sicher einen Primfaktor mit n gemeinsam und sind
daher alle in der Menge
M= ] M,.
ppln

Aus dem Prinzip der Inklusion-Exklusion [2, Theorem 4.2] ist die Kardinalitidt dieser Menge

J
M| =" My | = > My, "My |+ > My, WMy, 0 M| — ...
k=1 1<k<iI<j 1<k<l<m<j

J
= Z ‘Mpk| - Z |MPkPl’ + Z ‘Mpkpzpm| R
k=1

1<k<i<j 1<k<l<m<j

:Zﬁ_ > AL > n

Die Menge M ist die Menge aller nicht teilerfremden Zahlen 1000 7
zu n, daher ist 800 L
o(n) =n — M - o0
J s 400
n n
ae(CI S
=1 Pk 1<k<i<j PEPI 200
J 1 0
=n H (1——) 0 200 400 600 800 1000

k=1 Pk "

Abbildung 20: die ersten 1000 Werte

Somit hat man eine allgemeine Formel fiir ¢(n). der Eulerschen Phi-Funktion
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6.2 Einheitswurzeln

Dieser Teil ist fiir das Problem 6 (» S. relevant. Sei p > 2 eine Primzahl, betrachte das
Polynom 2z” — 1 und dessen Nullstellen (diese kénnen auch komplex sein) wi,ws, - -« ,wp. Die
Existenz von p Nullstellen folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra (einen Beweis zu diesem
Satz findet man in [1]). Es gilt:

—1=(z—w) (z—wg) - (z —wp)

:Zp—(wl+wQ—+—...+wp)Zp71+..._w1w2...wp

Durch einen Koeffizientenvergleich kann man folgendes aus der Gleichung herauslesen:

ij =0 (6) und H wj = 1. (7)
j=1 J=1

Da wj,wg,j, k =1,2,--- ,p Nullstellen sind, gilt fiir diese ausserdem:
(wjwg)? = w?wz =1,

daher ist Q, = {wi,ws,...,wp} geschlossen unter der Multiplikation. Ausserdem ist fiir alle
j=1,...,p: w§'—1 € Qp, somit ist fiir jedes w; das inverse Element in €2,. Des Weiteren ist
die Multiplikation assoziativ, €2, erfiillt also alle Eigenschaften einer Gruppe. Bemerke, dass
wj, # wj, flir j1 # jo, denn 2P — 1 = (w;llz)p —1=wP -1, wobei w = wjjlz. 1 ist eine einfache
Nullstelle des Polynoms w? — 1, denn w? — 1 = (w — 1)(wP™! + wP™2 + .- +w+ 1) und 1 ist
keine Nullstelle von wP~! + --- + 1. Somit ist w = 1, also z = w;, auch eine einfache Nullstelle.
Bemerke, dass {w;“, 0 < k < p— 1} eine Untergruppe von 2, ist (fiir k& > p : wf = wf_p). Aus
dem Satz von Lagrange folgt, dass die Kardinalitit dieser Untergruppe die Kardinalitét
von €, teilt. Da p prim ist, ist die Anzahl Elemente in dieser Untergruppe entweder 1 oder p.
Fir alle w; #1:1,w; € {w;€ ,0 < k < p}, daher ist diese Menge gleich €2,,. Insbesondere ist hier

wf # 1V k # p. Somit ist
{w;?:1Skgp}:priirwj;éwp:lundwﬁ-’:l (8)
Es gilt {wi 1<k<p}={(wh):1<k<p}={(w)F:1<k<p}, und man erhilt deswegen:

{wi:lSkSP}ZprﬁrP“
{w,{::lﬁkﬁp}:{l}ﬁirpu

Daraus folgt zusammen mit @:

g 0 firptk
Suk = | (9)
= pfirp|k
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Betrachte nun ein Polynom P(x) = >}, arz®. Es gilt:

n P
> akw = > ak Y w;
k=0  j=0

I8

> akp (10)

0<k<n,plk

Man kann damit also die Summe aller Koeffizienten der Vielfachen von p-ten Potenzen berech-
nen.

6.3 Was ist ein einfacher Graph?

Definition 6.3.1. |2, Definition 9.1]
Ein einfacher Graph G ist ein geordnetes Paar (V, E), wobei V' eine Menge von Ecken und F
eine Menge von Kanten ist. Die Menge V' hat die Form

V= {Uva?' o ,'Uk;}.

Die Elemente in V' werden Ecken genannt. Eine Kante ist definiert als {v;, v;} wobei v;,v; € V.
Die Menge F ist also
E = {{vi,v;} : {vi,v;} ist eine Kante }.

Ein Graph kann visualisiert werden, indem man die Ecken als Punkte und die Kanten als
Verbindungslinien zwischen den Punkten zeichnet (siche Abbildung [21).

Abbildung 21: Beispiel eines einfachen Graphen mit 7 Ecken (blau) und 9 Kanten (schwarz).
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