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Einsatz vom Hyperwiirfel im Gymnsialunterricht

Uberblick

Konstruktion — Geometrie
Binomische Formel — Algebra

Beschreibung im KS — Lineare Funktionen

Pascal'sche Matrix und Hyperwiirfel — Matrizen Multiplikation
Wie sieht man Matrizen Multiplikation?

Anzahl Untermengen — Mengenlehre
Anzahl k—Wiirfel in einem n—Wiirfel — Kombinatorik

Fragen
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Konstruktion eines 4-d Wurfels

Wir bauen den 4-dimensionalen Wirfel schrittweise auf.
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Wofur konnte man sich interessieren?

Fragen:

Wie viele Ecken (Dimension 0) gibt es in einem n—Wiirfel?

Wie viele Kanten (Dimension 1) gibt es in einem n—Wiirfel?

Wie viele Flachen (Dimension 2) gibt es in einem n—Wiirfel?

Wie viele k—Wiirfel (Dimension k) W, , gibt es in einem n—Wiirfel?

Wie bekommt man dazugehorigen Formeln?
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Binomische Formel ( + )
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Beschreibung eines Hyperwirfels im KS

y =r(x)
dim 4
dim 3 . . . /
dim 2 A oo .
dm1| —+ .
s X

dim 0
01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Regel 1: Punkt (x,r(x)),x € {0,...,2" — 1}, r(x) = # 1 in Binardarstellung
Regel 2: A und B sind verbunden, wenn | x(A) — x(B) | = 2% und mag >0
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Hamming distance representation of n—cubes

4 Etage
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Pascal’'sche Matrix

Betrachte P? der Pascalschen Matrix P in der unteren Diagonalform:

10000 10000
11000 11000
PxP= 12100 |X 12100
13310 13310
14641 14641

Die Matrix C = P2 ergibt zeilenweise Ecken, Kanten, Flachen, Wiirfel, etc.
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Wie sieht man 12 Kanten im 3-d Wurfel?

Kanten von der 1. Etage: 3-1
Kanten von der 2. Etage: 3-

3
2=06
Kanten von der 3. Etage: 1-3=3

Insgesamt: 1-0+3-1+43-241-3 =12 Kanten

3.Etage

2.Etage

1.Etage

0.Etage
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Wie sieht man 24 Flachen im Hyperwiirfel?

Flachen von der 3. Etage
4.Etage

3.Etage

2.Etage

1.Etage

0.Etage

0000

Insgesamt: 1-0+4-0+6-14+4-3+1-6 =24 Flachen
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Wiirfel in einem n—Wirfel

n—Wiirfel hat n+ 1 Etagen —0,1,2,...,n.
Die m-te Etage enthalt Punkte mit genau m Einser. Wir zahlen k—Wiirfel.

@ Wahle die Etage m, in der die obere Ecke liegen soll: 0 < m < n.

@ Wahle die obere Grenze in dieser Etage m: (,’777)
Dies ist gleich zur Wahl von m Einser aus n verfiigbaren Platzen.

o Wahle die untere Grenze in der Etage m — k: ()
Dies ist gleich zur Wahl von k Einser, die zu Nullen werden.

Daraus ergibt sich die folgende Formel fiir die Anzahl der k—Wiirfel in

einem n—Wiirfel:
> () (7)
m k
m=0
Dies entspricht genau dem Produkt aus der n-ten Zeile und der k-ten

Spalte der Pascalschen Matrix.

Besonderer Fall: k =0 <= >/ _, (") . (”7) Die Summe der Binomialkoeffizienten ist 2.

m
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Hyperwiirfel und Mengenlehre

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n Elementen {a1,a2,...,an}7?
Wir betrachten den Fall n =4 mit A= {a, b,c,d}

Jede Teilmenge wird kodiert durch eine Liste mit 4 Positionen
Gehort ein Element der Teilmenge schreiben wir eine 1, sonst eine 0.
Beispiele: () «» (0,0,0,0); {a,c} + (1,0,1,0); A+ (1,1,1,1);

Die Anzahl 1 in der Liste entspricht der Anzahl Elementen in der
Teilmenge

Jede Ecke eines Hyperwiirfels entspricht genau einer Teilmenge von A
Insgesamt gibt es also in diesem Beispiel 24 = 16 Teilmengen.
Allgemein?
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Kombinatorik — Beschreibung in Koordinaten

Wir beschreiben verschiedene Elemente eines Hyperwiirfel in einem
Koordinatensystem

o Ecken (Dim 0): e(x1,x2,...,xn) : x; € {0,1}Vi € {1,2,...,n}
e Kanten (Dim 1): 3j:x; € [0,1] und Vi # j x; € {0,1}.
e Flachen (Dim 2): 3j1 # jo : xj,, xj, € [0,1] und

Vi ¢ {j1,p} x €{0,1}.

@ Insgesamt gibt es E, = Wy , = 2" Ecken.
o Insgesamt gibt es K, = Wy , = n-2""! Kanten.
(n—1
e Insgesamt gibt es F, = Wh , = n (,72 ) - 272 F|5chen.
@ Allgemein gibt diese Formel die Anzahl der k—Wiirfel in einem

n—Woiirfel

n
Win=1|,) 2""
(1)
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