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Vorwort

In dieser mentorierten Arbeit wird die Perkolationstheorie eingefiihrt, die ihren Ursprung un-
gefdhr in den fiinfziger Jahren hat. Perkolationsmodelle haben vielféiltige Anwendungen: sie stel-
len in vielen Bereichen der Naturwissenschaften und dariiber hinaus ein grundlegendes Werk-
zeug fiir die Untersuchung stochastischer rdumlicher Vorginge dar. Anhand der Perkolation
konnen physikalische Phénomene wie die Ausbreitung von Fliissigkeiten in portsem Gestein,
die elektrische Stromleitung, die Ausbreitung von Epidemien und Waldbridnden oder sogar die
Kaffeezubereitung beschrieben werden.

Es handelt sich um eine Theorie der Stochastik, die durch ihre vielen realitétsnahen Bei-
spielen sehr fesselnd sein kann. Ausserdem koénnen einige Resultate mit den Grundkenntnissen
der Wahrscheinlichkeitstheorie abgeleitet werden. Diese Arbeit richtet sich vor allem an Lehr-
personen als Vertiefung in der Wahrscheinlichkeitstheorie, kann aber auch an mathematisch
interessierte Lernende - z.B. fiir eine Maturaarbeit - gerichtet werden.

Die vorliegende mentorierte Arbeit ist wie folgt strukturiert: im ersten Kapitel werden vier
anschauliche Beispiele des Perkolationsmodells erldutert. Kapitel 2 richtet den Fokus auf die
Geschichte hinter der Theorie. Im dritten Kapitel wird das Modell der Kantenperkolation for-
mal definiert. Insbesondere werden die Perkolationskonfiguration, der Perkolationsraum und die
kritische Wahrscheinlichkeit beschrieben. Danach wird in den Kapiteln 4 und 5 die Perkolation
in Z bzw. Z? behandelt. Auch wenn das Resultat fiir den eindimensionalen Fall keine grosseren
Schwierigkeiten mit sich bringt, lasst sich dieses nicht genau gleich auf den zweidimensiona-
len Fall erweitern. Im Kapitel 5 werden wichtige Ergebnisse vorgestellt und zusétzlich einige
Schlussfolgerungen auch fiir den mehrdimensionalen Fall Z¢, d > 3, gezogen. Jedes Kapitel
enthélt spezifische Aufgaben fiir den Leser, deren Losungen am Ende des Lesetexts - im Kapitel
6 - zu finden sind. Schliesslich erkliart Kapitel 7, wie die Perkolationstheorie im Mathematikun-
terricht eingesetzt werden kann.
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Kapitel 1

Motivation

Was ist Perkolation? Diese Frage steht im Mittelpunkt dieses ersten Kapitels und wird durch
die Erlauterung einiger Beispiele beantwortet. Mit der Perkolationstheorie konnen Phinomene
wie das Leiten von elektrischem Strom, die Ausbreitung von Epidemien und Waldbréanden, die
Zubereitung von Kaffee beschrieben werden. In der Geologie beschreibt die Perkolation einfache
Modelle zur Ausbreitung von Fliissigkeiten in porésem Gestein, die als anschauliche Beispiele
der unten beschriebenen Clusterbildung dienen.

1.1 Poroser Stein in mit Wasser gefiilltem Geféss

Man betrachtet einen portsen Stein in einem mit Wasser gefiillten Gefiss und man kann sich fra-
gen, ob das Wasser bis in das Innere des Steins durchdringen kann. Mit dem Perkolationsmodell
wird der Stein als ein grosser, aber endlicher Teilgraph des quadratischen Gitters .2 modelliert.
Die Kanten stellen die einzelnen Risse des Steins dar und sie werden wie folgt bezeichnet: eine
Kante ist offen mit Wahrscheinlichkeit p, wobei p € [0, 1], und geschlossen mit Wahrscheinlich-
keit 1 — p. Also entspricht die Wahrscheinlichkeit p dem Verhéltnis zwischen den Rissen, die
breit genug sind, damit Wasser durch sie hindurchfliessen kann, und den Gesamtrissen.

Zuriick zum anfidnglichen Problem: ein Knoten x im Inneren des Steins ist nass genau dann,
wenn es einen Pfad von z zu einem beliebigen Punkt auf der Oberfliche des Steins gibt, der nur
aus offenen Kanten besteht. Entfernt man alle geschlossenen Kanten, erhélt man einen Cluster:
ein zufilliger Teilgraph von L2, welcher nur aus offenen Kanten besteht.

Abbildung 1.1: Eine Skizze der Struktur eines zweidimensionalen pordsen Steins. Die Linien zeigen die
offenen Kanten; geschlossene Kanten wurden entfernt. Beim Eintauchen des Steins in
Wasser wird der Knoten x benetzt, wihrend der Knoten y trocken bleibt.
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Die Perkolationstheorie beschéftigt sich mit den geometrischen und stochastischen Eigen-
schaften dieser zufilligen Graphen und die Frage nach der Wahrscheinlichkeit unendlicher Clu-
ster ist eine der zentralen Fragen der Perkolationstheorie. Insbesondere wird untersucht, wie
die Grosse und Struktur des Clusters von dem Wahrscheinlichkeitswert p abhédngen. Tatséchlich
gilt, dass je kleiner der Wert p ist, desto weniger offene Kanten gibt es und sie sind zunehmend
voneinander isoliert, wihrend mit anwachsendem p auch die Grosse des Clusters zunimmt (es
gibt mehr offene Kanten und damit steigt die Wahrscheinlichkeit, viele miteinander verbundene
offene Pfade zu finden). Wie in der Abbildung 1.2 zu sehen ist, sind mit p = 0.25 alle Cluster
eher klein, wihrend mit p = 0.75 das Gitter L? fast vollstiindig ausgefiillt ist.

HHHH

Abbildung 1.2: Simulationen mit p = 0.25, 0.49 und 0.75. [2]

Bei kleinen Werten p sind alle Cluster endlich, aber nach einem bestimmten kritischen Wert
pe gibt es unendliche Cluster. Diese “makroskopische” Verdnderung wird als Phasentibergang
bezeichnet.

1.2 Ausbreitung von Epidemien und Waldbrinden

In 1963 schlugen die Mathematiker H.L. Frisch und J.M. Hammersley den Einsatz der Perkolati-
on bei der Modellierung der Ausbreitung von Infektionskrankheiten in einem grossen Obstgarten
vor. Das Problem wird nachfolgend beschrieben. In einer grossen Obstplantage stehen hypothe-
tische Bdume auf den Ecken eines quadratischen Gitters, wie die Abbildung 1.3 zeigt.

———O0— 00— 00—

Abbildung 1.3: Die Obstplantage wird mit dem quadratischen Gitter > modelliert.

Es wird angenommen, dass ein Baum im Zentrum der Plantage von einer Baumkrankheit
befallen ist. Diese kann sich auf benachbarte Bédume ausbreiten. Mit Wahrscheinlichkeit p wird
ein gesunder Baum von einem benachbarten erkrankten Baum angesteckt, wobei p eine bekannte
Funktion des Abstandes zwischen benachbarten Baumen ist. Daher ist p umgekehrt abhéngig
vom Abstand zwischen zwei Baumen: je weiter zwei Biume entfernt sind, desto kleiner ist die
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Wahrscheinlichkeit, dass die Baumkrankheit von einem Baum auf den anderen iibergreift.

Um zu vermeiden, dass ein einzelner erkrankter Baum schliesslich einen erheblichen Teil der
gesamten Plantage infiziert, ist es notwendig, den Abstand zwischen den Knoten so gross zu
wihlen, dass p kleiner als die kritische Wahrscheinlichkeit p. der Perkolation in Z? ist.

Dieses Modell der Perkolation kann auch fiir die Ausbreitung von Waldbrinden verwendet
werden. Man nimmt an, dass sich jeder Baum in einem von drei Zustdnden befinden kann: er
kann lebend und unverbrannt sein (1), er kann in Flammen stehen (0) oder er kann verbrannt
sein (-1). Es wird angenommen, dass der Baum am Knoten x fiir eine Zeit T, brennt, nachdem
er sich entziindet hat, wobei {T,|r € Z*} eine Familie von unabhiingigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen ist. Ein brennender Baum sendet Funken aus und jeder Funke kann zufillig
einen der benachbarten Biume treffen. Wenn zum Zeitpunkt 0 ein Brandstifter den Baum am
Ursprung (d.h. an der Stelle (0,0)) in Brand setzt, dann kann die Menge C' aller Baume, die
nach einer bestimmten Zeit verbrannt werden, als die Menge von Knoten dargestellt werden,
die vom Ursprung durch offene Pfade eines bestimmten Perkolationsprozesses erreichbar sind.
In der Abbildung 1.4 wird dargestellt, wie die Ausbreitung des Feuers in einem Wald vom Wert
p abhéngt.

p=04

Abbildung 1.4: Ausbreitung eines Waldbrandes, wenn ein einzelner Sechseck in der Mitte in Brand ge-
setzt wird. In diesem Fall erfolgt der Perkolationsprozess auf Sechsecken. [7]

1.3 Elektrischer Strom

Gegeben sei eine wiirfelformige Box mit isolierten Wéanden. Zwei Elektroden werden auf zwei
gegeniiberliegenden Seiten hinzugefiigt. Dann wird die Box mit kleinen Kugeln aus zwei verschie-
denen Materialien vollig stochastisch gefiillt. Einige bestehen aus einem elektrisch leitfdhigen
Material (z.B. aus Kupfer), andere sind isolierend. Man bezeichnet mit p die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Kugel leitfahig ist. Die zentrale Fragestellung ist nun, ob der elektrische Strom
einer Elektrode die andere erreichen kann (d.h. ob ein Stromfluss zwischen den beiden Elektroden
existiert) und wie der Wahrscheinlichskeitswert p dieses Phdnomen beeinflusst.

Um einen Stromfluss zwischen den beiden Elektroden zu haben, muss ein Pfad von leitenden
Kugeln zwischen den beiden gegeniiberliegenden Seiten existieren. Daraus ergeben sich folgende
physikalische Sachverhalte. Ist p = 0, gibt es nur isolierende Kugeln und somit fliesst kein Strom.
Ist p = 1, gibt es nur leitende Kugeln und der Strom fliesst. Nimmt p von 0 auf 1 zu, muss
zwingend ein Phaseniibergang erfolgen, der von einem isolierenden Zustand in einen leitenden
iibergeht. Also existiert eine Perkolationsschwelle p. € (0,1), sodass die wiirfelférmige Box ein
Isolator fiir p < p. und ein Leiter fiir p > p, ist.
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1.4 Kaffeezubereitung

Auch die Zubereitung von Kaffee in einer Kaffeemaschine ist ein Phénomen der Perkolation.
Tatséchlich leitet sich das Wort vom lateinischen Verb percolare (“durchsickern”) ab. Im Jahre
1817 wurde der Kaffee-Perkolator in Frankreich in Gebrauch genommen. Er stellte eine erste
revolutionédre Stufe bei der Zubereitung des Getrdnks dar. Das heisse Wasser, das separat in
einem anderen Behélter erhitzt wird, wird in die Kaffeekanne gegossen, um durch das Kaffeepul-
ver zu filtern (zu perkulieren). Die Hitzequelle am Boden der Perkolator hat ausschliesslich die
Funktion, den Kaffee warm zu halten. Ein Schema des Kaffee-Perkolators ist in der Abbildung
1.5 dargestellt.

Spreader Plate

Ground Coffee

Abbildung 1.5: Schema eines Kaffee-Perkolators.

Das Wasser in der Kaffeemaschine muss durch eine Schicht komprimierten Kaffees fliessen.
Sei p eine Funktion, welche die Nicht-Festigkeit von Kaffee bezeichnet. Ist der Kaffee stark kom-
primiert, so ist der Weg durch den Kaffee sehr lang und deshalb fliesst das Wasser nicht durch:
deshalb wird kein Kaffee produziert. In diesem Fall gilt p < p.. Andererseits, wenn p > p,, ist der
Kaffee weniger kompakt und das Wasser kann ihn durchfliessen. Natiirlich ist der beste Kaffee,
wenn der Wert p knapp tiber dem kritischen Wert p. liegt: der produzierte Kaffee ist dann so
konzentriert wie moglich.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Coffee_percolator. Website am 12. November 2019 aufgerufen.



Kapitel 2

Historischer Hintergrund zur
Perkolationstheorie

Historisch geht die Perkolationstheorie auf P. J. Flory und W. H. Stockmayer zuriick, die
wahrend des zweiten Weltkriegs beschrieben, wie aus kleinen, verzweigten Molekiilen grosse-
re Makromolekiile entstehen, wenn sich immer mehr chemische Bindungen zwischen den ur-
spriinglichen Molekiilen bilden. Dieser Prozess der Polymerisierung kann zur Ausbildung einer
Vernetzung von chemischen Bindungen fiithren, die das gesamte System umfasst. Die urspriingli-
chen Molekiile entsprechen in diesem Fall unseren Punkten, die Makromolekiile unseren Clustern
und das Netz unserem perkolierenden Cluster.

Der Name “Perkolationstheorie” leitet sich vom lateinischen Verb percolare mit der Bedeu-
tung “durchdringen” oder auch “eindringen” ab. Der Begriff wurde erstmals 1956 in einer Publi-
kation von Simon Broadbent und John Hammersley erwdhnt und als stochastische Methode zur
Modellierung des Durchfluss von Wasser durch ein pordses Medium eingefiihrt, wie es im Ab-
schnitt 1.1 erldutert wurde. Es begann alles mit einem von Broadbent verfassten Kommentar zu
dem von Hammersley und Morton 1954 verdffentlichten Paper iiber die Monte-Carlo-Methoden.
Er schrieb:

“Another problem of excluded volume, that of the random maze, may be defined as
follows: A square (in two dimensions) or cubic (in three) lattice consists of “cells” at
the interstices joined by “paths” which are either open or closed, the probability that
a randomly-chosen path is open being p. A “liquid” which cannot flow upwards or a
“gas” which flows in all directions penetrates the open paths and fills a proportion
Ar(p) of the cells at the rth level. The problem is to determine A,(p) for a large
lattice. Clearly it is a non-decreasing function of p and takes values 0 at p = 0 and
1 at p = 1. Its value in the two-dimension case is not greater than in three dimensions.

It appears likely from the solution of a simplified version of the problem that as
r — 00, Ar(p) tends strictly monotonically to A,(p), a unique and stable proportion
of cells occupied, independent of the way the liquid or gas is introduced into the first
level. No analytical solution fo a general case seems to be known.

It is difficult to express this problem for a finite lattice in a form suitable for Monte
Carlo work by an electronic computer. The capacity of computer is, however, insuffi-
cient for any but very small lattices. That is another example of the authors’ remark
that pen and paper might ben better than machine work. [...]” [2, S. 1]

Hammersley erkannte das Potenzial des Broadbent Modells und ihre anschliessende Zusam-
menarbeit fithrte 1954 zur Definition des Perkolationsmodells und zu weiteren Resultaten. Trotz



einiger Publikationen wurden bis in die achtziger Jahre nur wenige mathematische Ergebnis-
se erzielt. Erst gegen Ende der siebziger Jahre konnte sich die Perkolationstheorie von einem
Teilgebiet der statistischen Mechanik zu einem eigenstdndigen Forschungsgebiet etablieren. 1982
verdffentlichte der amerikanische Mathematiker Harry Kesten sein Buch Percolation Theory for
Mathematicians [5]. Er entwickelte mathematische Modelle und leitete darin wichtige Resultate
ab. Zum Beispiel bewies er, dass die kritische Wahrscheinlichkeit der Kantenperkolation auf dem
quadratischen Gitter L2 gleich % ist, und entwickelte das “first passage percolation” als Modell
fiir die Ausbreitung von Krankheiten. Kesten behauptete im Juli 1982:

“Quite apart from the fact that percolation theory had its origin in an honest applied
problem (see Hammersley and Welsh (1980)), it is a source of fascinating problems
of the best kind a mathematician can wish for: problems which are easy to state
with a minimum of preparation, but whose solutions are (apparently) difficult and
require new methods.” [10]

Zusétzlich erlaubten in diesen Jahren entwickelte schnellere und grossere Computer, kom-
plexe Modelle der Perkolationstheorie numerisch intensiver zu untersuchen.

Abbildung 2.1: John Hammersley (links) und Harry Kesten (rechts) an der Oxford University in 1993. 2

1987 bewiesen Aizenman, Kesten und Newman ein wichtiges Theorem fiir die Perkolation
auf dem d-dimensionalen Gitter L¢: existiert auf Z? ein unendlicher Cluster, ist dies der einzige.
In den folgenden Jahren, bis heute, wurde der d-dimensionale Fall vertieft untersucht. Von
besonderem Interesse ist die Situation bei p = p.. Insbesondere wird die Wahrscheinlichkeit
eines unendlichen Clusters untersucht, wenn p = p, ist.

’https://en.wikipedia.org/wiki/John_Hammersley. Website am 12. November 2019 aufgerufen.



Kapitel 3

Das Modell der Kantenperkolation

Das von Hammersley und Broadbent beschriebene Perkolationsmodell (siehe Abschnitt 1.1) wird
Kantenperkolation (auf English bond percolation) genannt. Daneben gibt es auch eine andere Art
von Perkolation beziiglich den Punkten, die Knotenperkolation (auf Englisch site percolation)
genannt wird. In dieser mentorierten Arbeit wird das Modell der Kantenperkolation betrachtet.
Ich halte es aber fiir angemessen, das andere Modell der Perkolation kurz zu beschreiben.

Die Knotenperkolation ist ein Perkolationsmodell auf einem regelmissigen Gitter L = L
im d-dimensionalen Raum. Es ldsst sich im quadratischen Gitter wie folgt konstruieren. Jedes
Feld wird mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit besetzt, wobei die Besetzung eines Feldes
unabhéngig von der Besetzung der anderen Felder ist. Anhand einer solchen Verteilung sind
die besetzten und benachbarten Felder in derselben Gruppe eingeschlossen: diese Gruppe wird
als Cluster bezeichnet. Je grosser die Wahrscheinlichkeit zur Besetzung eines Feldes ist, desto
grosser sind die Cluster. Ist p die Wahrscheinlichkeit, dass ein Feld besetzt ist, so bilden sich mit
der Zunahme des Wertes p grossere Cluster aus.

Die Knotenperkolation wird im Vergleich zur Kantenperkolation als allgemeiner angesehen,
da jedes Kantenmodell als Knotenmodell auf einem anderen Gitter formuliert werden kann,
aber nicht umgekehrt. Wie wir bereits gesehen haben, bestehen bei der Kantenperkolation von
jedem Feld des Gitters vier Verbindungen zu den jeweils vier Nachbarfeldern. Die Verbindung
zu einem Nachbarfeld ist offen mit Wahrscheinlichkeit p und geschlossen mit Wahrscheinlichkeit
1 — p. Ein Cluster ist dann definiert als die Gruppe von Feldern, die durch einen offenen Pfad
verbunden sind. Die folgende Abbildung verdeutlicht den Unterschied zwischen den beiden Arten
von Perkolationsmodellen.

site-percolation hond-percolation
{|o]e® L
el L
‘i"" -—
_folele]|!
DR D

Abbildung 38.1: Das Modell der Knotenperkolation (links) und der Kantenperkolation (rechts).?

%https://de.wikipedia.org/wiki/Perkolationstheorie. Website am 6. November 2019 aufgerufen.
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3.1 Formale Definition der Kantenperkolation

Die Perkolationstheorie gehort der Wahrscheinlichkeitstheorie, daher ist es notwendig, ein prézi-
ses Wahrscheinlichkeitsmodell einzufiithren. Im vorliegenden Abschnitt werden die notwendigen
Begriffe eingefithrt und der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P,) wird formal definiert.

3.1.1 Terminologie iiber Graphen

Sei Z4 = {x = (w1, 72, ...,xq) | V1 <i < d,z; € Z}.

Definition 3.1. Seien z,y € Z%. Die Distanz von x nach y ist definiert durch

d
S(a,y) =3 i — il
=1

Sie stellt den kiirzesten Weg vom Knoten x zum Knoten y dar. Ist 6(x,y) = 1, dann sind  und
y adjazent und man schreibt x ~ y. Die Kante zwischen x und y wird mit (z,y) bezeichnet.

Definition 3.2. Man definiert das d-dimensionale Gitter L¢ = (Z? E?) als der Graph mit
der Knotenmenge Z¢ und der Kantenmenge E¢ := {(x,y)|z,y € Z¢ mit z ~ y}.

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass die Distanz & eine Metrik auf L definiert.
Erinnern Sie sich, dass fiir eine beliebige Menge X definiert die Abbildung d: X x X — R eine
Metrik auf X, falls fiir beliebige Elemente x,y und z von X die folgenden Axiome erfillt sind:

1. d(z,y) > 0 und d(z,y) =0 <= x =y,
2. d(z,y) = d(y, =),
3. d(z,y) <d(z,z) +d(z,y).

Definition 3.3. Ein Pfad von einem Knoten z zu einem Knoten y der Linge n in L% ist eine
Folge

v = (90,71, - Yn)
bestehend aus verschiedenen Knoten ~; € Z%, sodass 79 = «, v, = y und fiir alle i € {1,...,n},
(¥i-1, 1) € E<.

Ein Kreis der Linge n in L¢ ist ein Pfad v = (Y0, V1, ..., Yn_1) mit der Kante (y,_1,v) € E%.

Abbildung 3.2: Ein Pfad vom Knoten z zum Knoten y der Linge 8 im quadratischen Gitter L.
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3.1.2 Perkolationskonfiguration

Im Folgenden werden die Konfiguration der Kantenperkolation und der Cluster definiert.

Definition 3.4. Die Konfiguration der Kantenperkolation wird folgendermassen definiert:

w=(w(e):e EEd) € H{O,l}.

ecEd

Definition 3.5. Sei w € [],ga{0,1}. Dann heisst eine Kante e € E¢
e offen, falls w(e) =1
e geschlossen, falls w(e) = 0.

Eine Kante ist offen bzw. geschlossen unabhéngig vom Zustand aller anderen Kanten.

Bemerkung 3.6. Ein Pfad v = (40, ..., 7n) heisst offen, falls alle Kanten (v;—1,7;),1 < i < n,
offen sind:
w({(vi-1,7vi)) =1, firalle 1 <i<n.

In diesem Fall schreibt man: 4o <> 7. Ahnlicherweise ist ein Kreis offen, wenn alle Kanten offen
sind.

Mit diesen Definitionen konnen wir nun den Cluster definieren.

Definition 3.7. Sei C(x) die Menge der Knoten, die mit z € Z¢ durch einen offenen Pfad
verbunden sind:
Clx)={yezl: zey}

Dann heisst C(z) den (offenen) Cluster bei . Man schreibt C fiir den (offenen) Cluster C(0),
wobei 0 der Ursprung des Gitters bezeichnet.

Bemerkung 3.8. Man bezeichnet mit |C(z)| die Clustergrosse, d.h. die Anzahl aller Knoten, die
durch einen offenen Pfad mit x verbunden sind.

_ L

Abbildung 8.3: In rot werden die offenen Pfade bezeichnet, die mit dem Knoten x verbunden sind. Alle
Knoten unterhalb der roten Linie gehtren zum Cluster C(z).
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3.1.3 Perkolationsraum

Nachfolgend wird der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P,) der Kantenperkolation bestimmt.

e Der Grundraum €2 ist der Produktraum

Q=[] Q= ][]{0.1}

ecEd ecEd

und seine Elemente sind die Perkolationskonfigurationen w = (w(e) tee€ Ed).

e Die o-Algebra F ist die Produkt-o-Algebra. Sie wird durch Ereignisse erzeugt, die von
endlich vielen Kanten abhéngen.

Formaler: sei £ C E¢ eine endliche Teilmenge von Kanten und sei w € Q eine Konfi-
guration. Wir definieren die Zylindermenge Z,, g wie folgt:

Zpp ={w €Q:uw'(e) =w(e) fiir jede Kante e € E}.
Dann ist F die o-Algebra, die von allen Zylindermengen Z,, g erzeugt wird:
F=0(Zuwp:weQEC E mit |E| < 00).

e Sei p € [0,1]. Da Q ein Produktraum ist, definiert man das Wahrscheinlichkeitsmass P,
als das Produktmass auf (2, F):
f¥::::[1 He,

ecEd

wobei die einzelnen Wahrscheinlichkeitsmasse p., e € E¢, die Bernoulli-Masse auf {0,1}
sind, d.h.

e (w(e)) = D, falls w(e) =1,
1—p, falls w(e)=0.

Bemerkung 3.9. Das Wahrscheinlichkeitsmass P, ist charakterisiert durch Folgendes:
Ver,...,ex € B4 Vwy,...,wp € {0,1} gilt

koo K (1—u,
Py(w(er) = wi, ., wleg) = wy) = pri=1 i (1 — p)im (7).

wobei die Summe Zle wi (bzw. Zle(l — wj)) die Anzahl offener (bzw. geschlossener) Kanten
ist.

Bemerkung 3.10. Je eine Kante e € E¢ ist offen mit Wahrscheinlichkeit p und geschlossen mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p.

3.2 Phaseniibergang

Es ist nun notwendig, ein sehr wichtiges Konzept fiir die Perkolation einzufiihren: die kritische
Wahrscheinlichkeit und somit der Phaseniibergang. Wir haben schon im ersten Kapitel durch
verschiedene Beispiele bemerkt, dass es nach einem bestimmten Wahrscheinlichkeitswert einen
unendlichen Pfad von offenen Kanten gibt. Daher muss ein kritischer Wert p. existieren, sodass
fiir p < p. nur endliche offene Pfade existieren, wiahrend es fiir p > p. - mit Wahrscheinlichkeit
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1 - einen unendlich offenen Pfad gibt. Die Verédnderung der qualitativen Eigenschaften eines
Systems, wenn ein kritischer Wert iiberschreitet wird, wird als Phaseniibergang bezeichnet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebener Knoten zu einem unendlichen Cluster gehort,
wird Perkolationswahrscheinlichkeit genannt und wie folgt definiert.

Definition 3.11. Die Perkolationswahrscheinlichkeit ist

0(p) = B(|C] = o0).

Es ist leicht zu erkennen, dass |C| = oo genau dann, wenn eine unendliche Folge 7 =
(70, 71,72, ---) von unterschiedlichen Knoten existiert, sodass v9 = 0, v; ~ 41 und (i, Vi+1)
offen fiir alle 7 ist. Zusétzlich gilt, dass #(0) = 0 und 6(1) = 1.

Aufgabe 2. Beweisen Sie, dass

6(0) =0 und 0(1) = 1.

Definition 3.12. Die kritische Wahrscheinlichkeit oder die Perkolationsschwelle p. =
pe(d) wird folgendermassen definiert:

pe(d) = sup{p: 0(p) = 0},

wobei d > 1 die Dimension des Gitters ist.

Wie es schon im Abschnitt 1.1 erwéhnt wurde, falls der Wert p.(d) iiberschritten wird,
dann existiert ein Knoten = € Z%, sodass |C(x)| = oo ist. Umgekehrt existieren keine Cluster
unendlicher Grosse falls p < p.(d). Somit ist

=0 wenn p < p.(d),
0(p)
>0 wenn p > p.(d).

Das folgende Schema veranschaulicht diesen Phaseniibergang;:

0 Pe 1 p
0(p) =0 0(p) >0

Aufgabe 3. Betrachten Sie das Perkolationsmodell auf dem d-dimensionalen Gitter L%, Bewei-
sen Sie, dass
pe(d+1) <pc(d) fiir alle d € N.

Definition 3.13. Wir definieren die Perkolationsfunktion 6 als
6:0,1] — [0,1]
p—0(p).
Wir wissen schon, dass
- 8(p) = 0 wenn p < pc(d),

- 6(p) > 0 wenn p > p.(d)
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0(p) 4

|
De 1 p

Abbildung 3.4: Skizze der Perkolationsfunktion 6. [2, S. 13]

- 6(0) =0 und (1) =1 (siehe Aufgabe 2).

Ausserdem ist € eine nicht-abnehmende Funktion (siehe Aufgabe 4). Man kann auch zeigen,
dass die Funktion 6 rechtsseitig stetig ist [7, S.10]. Anhand dieser Informationen kann man die
Perkolationsfunktion skizzieren (Abbildung 3.4).

Aufgabe 4. Erkliren Sie, weshalb die Perkolationsfunktion 6(p) eine nicht-abnehmende Funk-
tion beziiglich p ist. Sie kénnen sogar versuchen, es formal zu beweisen (schwierig).



Kapitel 4

Perkolation in 7Z

Man betrachtet das eindimensionale Gitter L = (Z,E):

— e o ¢ o o

In einer Dimension kann man leicht erkennen, dass wenn p < 1 ist, dann gibt es - mit
Warhscheinlichkeit 1 - unendlich viele geschlossene Kanten in LL. In diesem Fall ist also 6(p) = 0.
Der kritische Wahrscheinlichkeitswert p.(1) ist daher 1, denn mit p = 1 sind alle Kanten offen.
Dieses Resultat wird im Folgenden bewiesen.

Satz 4.1. Die kritische Wahrscheinlichkeit p.(1) fiir das eindimensionale Gitter L ist

pe(1) = 1.
Beweis. Man definiert das Ereignis Ay durch
Ay, = {alle Kanten zwischen den Knoten 2% und 2¥%1 und zwischen — 2¥%1 und — 2* sind offen}.

Man zeigt per Induktion, dass es 2¢ Kanten zwischen den Knoten 2% und 2*+1 gibt.
Fiir £ = 0 gilt:
2ftl ok =9l —20=1=20

Man nimmt an, dass falls & > 1 ist, dann existieren 2¢ Kanten.

Betrachte nun k + 1, dann ist die Anzahl der Kanten zwischen den Knoten 2F*!

und 2F+2;

2k’+2 _ 2k‘+1 —9. (2k:+1 _ 2ki) Ié- 9. 2k‘ — 2k+1'

Da {alle Kanten zwischen den Knoten 2* und 2¥*! sind offen} und {alle Kanten zwischen
den Knoten —2**1 und —2* sind offen} unabhiingige Ereignisse sind und der Durchschnitt von
beiden dem Ereignis Aj entspricht, kann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A wie folgt
berechnet werden:

Pp(Ak) = Pp({alle Kanten zwischen den Knoten 2* und 2T sind offen}) . Pp({alle Kanten zwischen den Knoten —2FT1 und —2" sind oﬁen})

ok Jl\zlale 2k Male
= (p p . p ..... p) . (p p p ..... p)
k k
— 2", p2
. 2k+1

Man erhélt einen unendlichen Cluster, wenn das Ereignis Ay, fiir unendlich viele k gilt, d.h. wenn

E:= lim sup Ag

k—+o00

13
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eintritt. Also folgt
0(p) = Pp(|C| = 00) = Py(E).

Betrachte die Reihe

oo oo A
+1
> PolAn) =3 v
k=0 k=0

Ist p < 1, so konvergiert die Reihe. Aus dem Lemma von Borel-Cantelli (Lemma A.3 im Anhang)
folgt, dass P,(E) = 0 fiir p < 1 ist. Dies bedeutet, dass es mindestens ein k gibt, sodass das
Ereignis Ay nicht eintritt. Also ist fiir p < 1 die Wahrscheinlichkeit, einen unendlichen Cluster
zu haben, gleich Null. Natiirlich, wenn p = 1, sind alle Kanten offen und damit §(p) = 1. Also
ist

pe(1) =sup{p: O(p) =0} =1.



Kapitel 5

Perkolation in Z?

5.1 Duale Gitter

Im vorliegenden Abschnitt wird das duale Gitter behandelt. Im Allgemeinen kénnen duale Git-
ter behilflich sein, den kritischen Wert zu bestimmen oder um Aussagen iiber die Grosse eines
Clusters zu treffen. Zunéchst wird erldutert, was ein duales Gitter ist.

Man betrachtet das quadratisches Gitter 2. In der Mitte jedes Feldes wird ein Gitterpunkt
(weisser Kreis in der Abbildung 5.1) des dualen Gitters gesetzt.

o o o [e]
o o o [e]
o o o [e]
(e] o o o

Abbildung 5.1: Erster Schritt der Konstruktion des dualen Gitters: in weisser Farbe sind die Gitterpunk-
te des dualen Gitters dargestellt.

Zwei duale Gitterpunkte werden mit einer dualen Kante verbunden, wenn der Abstand zwi-
schen beiden 1 ist. Also schneidet jede Kante eines Gitters eine duale Kante. Die Abbildung 5.2
zeigt das zweidimensionale duale Gitter (IL?)*. Anhand der Abbildung 5.2 merkt man, dass das
duale Gitter (L2)* genau dem urspriinglichen Gitter L2 mit einer Translation durch den Vektor

(%, %) entspricht. Also ist (IL?)* isomorph zu L? selbst.

15
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(o} o] o o
(o} o o el
(o} o o (]
(o] o o io]

Abbildung 5.2: Zweiter Schritt der Konstruktion des dualen Gitters: die adjazenten Gitterpunkte des
dualen Gitters werden verbunden.

Aufgabe 5. Betrachten Sie ein triangulires Gitter. Was ist das dazu duale Gitter?

Sei nun L ein zweidimensionales Gitter und £ das dazu duale Gitter. Man kann die folgende
Identitét zeigen [2, S.4]:
pc(L) +pc(£) =1

Wie oben erwihnt, ist das duale quadratische Gitter (IL?)* eine Translation von L2. Somit ist
L2 selbstdual und die Wahrscheinlichkeit eines unendlichen Clusters ist gleich fiir beide. Also
sind die kritischen Wahrscheinlichkeiten gleich:

pe(L?) = pe((L?)").

Daher erhilt man ]
pC(Lg) = 5

Wie man in der Abbildung 5.2 sehen kann, schneidet jede Kante des dualen Gitters £ eine
Kante aus L. Eine Kante des dualen Gitters wird als offen deklariert, wenn sie eine offene Kante
des urspriinglichen Gitters schneidet, und als geschlossen, wenn sie eine geschlossene Kante
schneidet. Abbildung 5.3 illustriert diese Definition anhand des quadratischen Gitters L2,

Man beobachtet Folgendes: sind die Kanten von L offen mit Wahrscheinlichkeit p, sind die
Kanten von £ offen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p.
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Abbildung 5.3: Eine Kante von L ist offen (rot und punktiert), wenn sie eine offene Kante von L (rot)
schneidet, sonst ist sie geschlossen.

Aufgabe 6. Zeigen Sie die folgende Aquivalenz:
p>pe(L) <= 1—p<pcL)

Erkliren Sie mit Ihren eigenen Worten die Bedeutung dieser Aquivalenz.

5.2 Existenz eines nichttrivialen kritischen Wertes

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass fiir p klein (aber positiv) #(p) = 0 und fiir p gross (aber
weniger als 1) 8(p) > 0 gilt. Wie schon im Abschnitt 3.1.4 erwadhnt wurde, implizieren beide Re-
sultate die Existenz eines kritischen Wertes p., bei dem die Funktion 6(p) einen strikt positiven
Wert annimmt.

Bevor diese Ergebnisse bewiesen werden, wird der notwendige Begriff des selbstmeidenden Pfades
eingefiihrt.

Definition 5.1. Sei L? C R? ein Gitter im d-dimensionalen Raum. Ein selbstmeidender Pfad
auf L4 ist ein Pfad, der jeden Gitterpunkt hochstens einmal besucht.

Ein Beispiel eines selbstmeidenden Pfades ist in der Abbildung 5.4 dargestellt.

Abbildung 5.4: Dieser Pfad kehrt nie zu einem bereits besuchten Punkt zuriick.*

‘https://en.wikipedia.org/wiki/Self-avoiding_walk. Website am 12. November 2019 aufgerufen.
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Bemerkung 5.2. Im chemischen Prozess der Polymerisierung bilden sich aus einer grossen Anzahl
einzelner Molekiilen (Monomeren) langkettige Makromolekiile unter Aufspaltung chemischer
Bindungen. Sie heissen Polymere. Modelle fiir die Anordnung dieser Molekiilketten sind die
selbstmeidenden Pfade, die erst in der Chemie vom Chemiker und Nobelpreistrager Paul Flory
eingefithrt wurden.

Jedes Monomer besitzt seine eigene Funktionalitit: diese entspricht der Anzahl der verfiigbaren
chemischen Bindungen, die ein Monomer aufweist, d.h. die Anzahl der anderen Monomeren,
mit denen es binden muss. Wenn jedes Monomer die Funktionalitit zwei besitzt, dann wird
ein lineares Polymer gebildet. Bezeichnet man ein Monomer durch (A), dann wird ein lineares
Polymer schematisch wie folgt dargestellt.

- —(A)—(A)—(A)—(A)—(A)—(A)—(4)— -

Zum Beispiel ist das Polyethylen ein lineares Polymer, wobei jedes Monomer C' Hy (ein Kohlen-
stoffatom und zwei Wasserstoffatome) ist. Das Modell endet durch Bindung mit einem Monomer
der Funktionalitdt eins, wie zum Beispiel C Hs, an jedem Endpunkt. Es sei darauf hingewiesen,
dass das eindimensionale Gitter L ein Modell fiir das lineare Polymer ist. Ahnlicherweise, wenn
ein Polymer Monomere mit einer hoheren Funktionalitéit beinhaltet, wird dann ein verzweigtes
Polymer gebildet: diese werden oft mit anderen Gittern modelliert.

Aufgabe 7. Seio(n) die Anzahl der im Ursprung startenden selbstmeidenden Pfade der Linge
n.
(a) Zeigen Sie zuerst, dass
A" <o(n+1)<(2d—1)o(n), VneN,
und folgt daraus, dass

d" < o(n) < (2d—1)""'2d, Vn€N.

(b) Unter allen im Ursprung beginnenden Pfaden der Linge n einer Zufallsirrfahrt auf L%
wird ein Pfad rein zufillig ausgewdhlt. Schitzen Sie die Wahrscheinlichkeit ab, dass er
selbstmeidend ist.

Das unterstehende Resultat wird nun gemaéss [2, S. 15-19] und [7, S. 5] bewiesen.
Satz 5.3. Wenn p < 1 ist, dann gilt 6(p) = 0. Also ist p.(2) > 3.
Beweis. Sei F,, das folgende Ereignis:
F,, = {es gibt mindestens einen selbstmeidenden offenen Pfad des Ursprungs O = (0, 0) der Liinge n}.

Man iiberlegt, dass ein unendlicher Cluster des Ursprungs offene selbstmeidende Pfade jeder
beliebigen Lénge enthilt. Somit gilt:

{|IC|=0}CF, YnelN (5.1)

Sei o(n) die Anzahl der im Ursprung startenden selbstmeidenden Pfade der Liinge n auf .2 und
sei N(n) die Anzahl solcher Pfaden, die offen sind. Es folgt: F,, = {N(n) > 1}.

Es gilt Folgendes: fiir jeden im Ursprung beginnenden selbstmeidenden Pfad der Linge n auf L2
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Abbildung 5.5: Ausgehend vom Ursprung O haben wir vier Moglichkeiten fiir die erste Strecke. Fiir alle
anderen Knoten gibt es hichstens 3 Moglichkeiten, denn ein selbstmeidender Pfad kehrt
nie zu einem bereits besuchten Punkt zuriick.

(unabhéngig davon, ob die Kanten offen oder geschlossen sind) nimmt die Wahrscheinlichkeit,
dass jede Kante dieses Pfades offen ist, den Wert p™. Also ist

Ep[N(n)] = o(n) - p".

Die Anzahl o(n) der im Ursprung startenden selbstmeidenden Pfade der Lénge n ist hochstens
4-3"! da es 4 Optionen fiir den ersten Schritt und héchstens 3 Optionen fiir jeden weiteren
Schritt gibt, wie im folgenden Bild gezeigt wird.
Somit ist
o(n) <4371

und

Ey[N(n)] <4-3"1.p".

Aus der Markov-Ungleichung (Satz A.5 und Bemerkung A.6 im Anhang) erhalten wir fiir alle

n € N: v
Py(Fy) = PBy(N(n) >1) < Ey[N(n)] <4-3"7".p"
Dap< % ist, gilt:
lim 4-3"71.p" =0.

n——+o00

Aus (5.1) folgt es daher:
0(p) = Py(|C| = 00) < P,(F,) <4-3""1.p", VneN.
So schliesst man, dass 6(p) = 0 fiir p < 1/3 ist. O

Nun wird die zweite Aussage gezeigt: wenn die Wahrscheinlichkeit p grosser als % ist, dann
ist die Perkolationswahrscheinlichkeit 6(p) positiv. Folglich ist die kritische Wahrscheinlichkeit

pe(2) kleiner als dieser Wert. Der folgende Beweis beruht auf [2, S. 15-19] und [7, S. 5-7].
Satz 5.4. Wenn p > 2 ist, dann gilt §(p) > 0. Also ist pc(2) < 3.

Beweis. Wie es im Abschnitt 5.1 erliutert wurde, entspricht das duale quadratische Gitter (IL%)*
der Translation von L? durch den Vektor (%, %) Wir nehmen an, dass der Cluster des Ursprungs
auf L2 endlich ist. Abbildung 5.6 zeigt eine Skizze dieser Situation. Der Ursprung ist von einem
geschlossenen Kreis auf L.> umgeben und die entsprechenden Kanten des dualen Gitters einen
geschlossenen Kreis in (IL?)* bilden, der den Ursprung von LL? in seinem Inneren enthilt. Das

Gegenteil gilt in dhnlicher Weise: wenn sich der Ursprung im Inneren eines geschlossenen Kreises
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des dualen Gitters befindet, dann ist der offene Cluster des Ursprungs endlich.
Zusammenfassend:

|C| < 0o <= 3 ein geschlossener Kreis in (L?)* um O = (0,0). (5.2)

Diese Aquivalenz wird hier nicht bewiesen. Siche [3, S. 386] fiir eine sorgfiltigere Behandlung.

© o Q i)
@ PP R Genn ©
- S B Grnefinns YT P Beun
e
FoY [ W R @=nn oy

Abbildung 5.6: Ein geschlossener Kreis (blau und punktiert) des dualen Gitters umgibt den endlichen
Cluster (rot) auf L2, der den Ursprung O enthilt.

Sei G(n) die Anzahl der geschlossenen Kreise der Linge n in (I.?)*, die den Ursprung O von
L? in seinem Inneren enthalten. Aus (5.2) folgt:

Bl <50 = B U6 = 1}) £ 3 Bcm = 1, (53)
n=4 n=4

wobei wir die o-Subadditivitét von P, benutzen haben (Satz A.2 im Anhang).

Sei p(n) die Anzahl der Kreise der Linge n in (L?)*, die den Ursprung O von L2 in seinem
Inneren enthalten. Wir schéitzen nun p(n) wie folgt ab. Mithilfe der Abbildung 5.6 beobachtet
man, dass jeder dieser Kreise mindestens einen Knoten der Form (k + %, %) fir 0 <k <n
durchlauft, denn

- der Kreis umgibt den Ursprung und durchlduft daher (k + %, 1) fiir £ > 0, und

- er kann nicht den Knoten (k+ %, %) fiir K > n durchlaufen, denn seine Lénge von mindestens
2n wéire.

Also enthilt ein solcher Kreis einen selbstmeidenden Pfad der Lange n—1, der von einem Knoten
der Form (k + %, %) fiir 0 < k < n startet. Daher ist die Anzahl solcher selbstmeidenden Pfade
hochstens n - o(n — 1), wobei man multipliziert mit n, denn der Kreis kann an n verschiedenen
Knoten der Form (k + %, %) beginnen. Ausserdem sind alle Kanten eines gegebenen Kreis der
Lénge n mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)™ geschlossen. Somit erhalten wir
Ep[G(n)] = p(n) - (1 —p)"
<no(n—1)-(1—p)"
<n-4-3"72.(1-p)"

Aufgrund von (5.3) und der Markov-Ungleichung (Satz A.5 und Bemerkung A.6 im Anhang)
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folgt:

(53) X
P(Cl <o0) < 3 PyGln) > 1)
n=4

YN B m)
n=4
§in-4-3"_2-(1—p)"
n=4

DA
n=4

Uber das Quotientenkriterium erhélt man

(n+1)-@3-(1—p)"*!
n-(3-(1-p)"

Die Reihe ist konvergent genau dann, wenn

Ap+1 n+1

Qn

n—oo
—

=3(1-p)

2
31—-p) <1 = p>3

Daher wird die Summe beliebig klein, wenn p nahe 1 ist. Insbesondere konvergiert die Reihe zu
einer Zahl kleiner als 1.> Somit gilt fiir p > %, dass

0(p) = Pp(|C] = 00) = 1 — Py(|C] < o0) > 0.

Bemerkung 5.5. Aus dem Beweis des Satzes 5.4 folgt, dass
f(p) — 1 wenn p — 1.

Tatsédchlich fiir p > %

400 n 43(1_p)

Aufgabe 8. Beweisen Sie, dass

0<pe(d) <1, Vd=>2.

Hinweis: Die Abschitzung p.(d) < 1 folgt direkt. Fiir die andere Abschitzung p.(d) > 0 benutzen
Sie ein dhnliches Argument wie beim Beweis des Satzes 5.5.

5Fiir diese Berechnung benutzt man die folgende Identitét:

oo
xT

(1—=)?

n
n-r =

falls |z| < 1.

n=1
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5.3 Existenz eines unendlichen Clusters

Mit Bezug zum Beispiel 1.2 {iber die Ausbreitung von Epidemien kénnen wir nun Folgendes sa-
gen: ist der Abstand der Baume so gross, dass die Ansteckungswahrscheinlichkeit p < % ist, dann
wird der einzelne erkrankte Baum im Zentrum fast sicher nur einen begrenzten Teil des Obstgar-
tens infizieren. Ist aber p > %, dann gibt es mit positiver Wahrscheinlichkeit einen unendlichen
Cluster von infizierten Baumen. In diesem Abschnitt wird es gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit
Y (p) eines unendlichen Clusters erfiillt

0, wenn p < p.(2),
b(p) = ‘
1, wenn p > p.(2).
Zuerst werden die notwendige Begriffe eingefiihrt.

Definition 5.6. Sei A ein Ereignis, das durch abzdhlbar viele Zufallsvariablen definiert ist.
A heisst terminales Ereignis, wenn es nicht durch beliebige Anderungen abzihlbar vieler
Zufallsvariablen beeinflusst werden kann.

Lemma 5.7. Seien X1, ..., X,; unabhingige Zufallsvariablen und sei A ein terminales Ereignis,
das durch X1, ..., X,, definiert ist. Dann ist P,(A4) € {0,1}.

Fiir den Beweis des Lemmas siehe [9, S. 16-18].

Nun zeigen wir die Existenz eines unendlichen Clusters in Z2.

Satz 5.8. Die Wahrscheinlichkeit eines unendlichen Cluster in Z2 ist

0, wenn p < p.(2),
¥(p) =
1, wenn p > p.(2).

Beweis. Wir definieren das Ereignis
A = {es gibt irgendwo in Z? einen unendlichen Cluster}.

Offensichtlich ist A ein terminales Ereignis, denn ob es eintritt oder nicht, hangt nich vom Zu-
stand einer beliebigen endlichen Menge von Kanten ab. Aus Lemma 5.7 folgt, dass P,(A) €

{0,1}.
Es gilt:
P(4) = By( | {IC()| = oo}> < 3" B{IC@)] = o),

x€Z2 T€Z?

wobei wir die o-Subadditivitidt (Satz A.2 im Anhang) benutzt haben. Die Translationsinvarianz
impliziert, dass fiir alle x € Z? stets P,({|C(z)| = 0o}) = P,({|C(0)| = oo}) ist.

Fiir p < p.(2), also fiir 8(p) = 0, gilt:
Py(A) < > B({|C] = oo} =0.
€72

Also ist A eine P,-Nullmenge.
Andererseits fiir p > p.(2), also fiir §(p) > 0, gilt:

Py(A) 2 P |J {IC()] = oo}) > P,({1C(0)] = oo}) = 6(p) > 0.

zeZ?

Also fiir p > p.(2) ist Pp(A) = 1. O



Kapitel 6

Losungen der Aufgaben

In diesem Abschnitt werden die Losungen der Aufgaben erldutert. Falls erforderlich, wurde die
fiir die Losung verwendete Quelle angegeben.

Aufgabe 1
Wir iiberpriifen die 3 Axiomen. Seien z,y und z € Z%. Dann:
1. §(z,y) = Zgzl |x; — yi| > 0, denn der Absolutbetrag ist > 0. Ausserdem:

d
z,y) =0 <= Z\xi—yﬂ:() = x; =y firalle ie {1,...,d} <= z=y.
i=1

2. 8(z,y) = S0 v — vl = S0 lyi — x| = 6y, x).

3. Wir verwenden die Subaddivititdt der Betragsfunktion:

d d d
Sy) =3 Jwi—uil = las— 2+ z—pil < 3w — 5l + 1z — wil) = (2, 2) + 8(2,p)-

=1 =1 =1

Aufgabe 2

Ist p = 0, dann gibt es keine offenen Kanten. Also existiert kein offener Pfad durch den Ursprung.

Es folgt somit:
0(0) = Py(|C| = o0) = 0.

Ist p = 1, dann sind alle Kanten offen. Also sind alle Knoten mit dem Ursprung durch einen
offenen Pfad verbunden. Es folgt somit:

0(1) = Pi(|C| = o0) = 1.

Aufgabe 3 [3, S. 321]

Wir konstruieren die Perkolationsmodelle auf die Gitter L und L%+ gleichzeitig. Es gilt: ist C
ein unendlicher Cluster auf L%, so ist C' auch ein unendlicher Cluster im Perkolationsmodell auf
L4+, Sei also Cy der Cluster des Ursprung auf L. Dann gilt

Bp(|Ca| = 00) < By(|Cara| = 00) <= ba(p) < ba11(p)-

23
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Aus der Definition der kritischen Wahrscheinlichkeit p. folgt somit, dass

pc(d + 1) < pc(d)-

Aufgabe 4 [4, S. 2]

Es ist intuitiv einleuchtend, dass die Perkolationsfunktion 6 nicht abnimmt. Mit zunehmendem
Wert von p steigt tatséchlich die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kante offen ist, und damit die
Anzahl der offenen Kanten. Eine hohere Anzahl von offenen Kanten impliziert eine Zunahme
der Wahrscheinlichkeit, offene Pfade durch den Ursprung zu haben. Deshalb hat das Ereignis
{|C| = oo} eine hohere Wahrscheinlichkeit fiir einen grosseren Wert von p.

Wir versuchen nun, es formal zu beweisen. Wir definieren einen anderen Wahrscheinlichkeits-
raum. Wir setzen unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen X, auf alle Kanten e € E¢,
wobei jede Zufallsvariable X, gleichverteilt auf [0, 1] ist. Der Grundraum €’ ist somit der Pro-

duktraum
o' =[] 0,1].
ecEd

Sei p fest. Wir nehmen an, dass ein Ergebnis in Q' gegeben ist. Dann definieren wir eine Konfi-
guration wy(e), indem wir eine Kante als offen deklarieren, wenn X, < p ist.
Sei nun p; < po. Dann folgt aus X, < p; sofort X, < po fiir alle Kanten e, d.h. fiir jede Kante
e € E? gilt:

wpy (€) < wpy (€)-
Besitzt die Konfiguration wy,, einen unendlichen Cluster des Ursprungs, dann hat auch w,, einen
unendlichen Cluster des Ursprungs und

{le™] = oo} C {|C7?] = oo},

wobei C? der Cluster des Ursprung fiir das Perkolationsmodell mit Parameter p bezeichnet.
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass es einen unendlichen Cluster fiir p; gibt, kleiner als die
Wahrscheinlichkeit, dass es einen unendlichen Cluster fiir ps gibt. Also folgt:

0(p1) < 0(p2).

Aufgabe 5

Das duale Gitter eines trianguléres Gitters ist ein hexagonales Gitter.
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Aufgabe 6

Sei L ein zweidimensionales Gitter und £ das dazu duale Gitter. Wir benutzen die Identitit

pc(L) +pc(£) =1, (*)

um die Aquivalenz zu zeigen.

= Ist p > p.(L), dann folgt

I1-p<1 _pc(L) (;)pc(ﬁ)

<—:Ist 1 — p < p.(L), dann ist

*)
p>1—p(L) = p(L).

Diese Aquivalenz hat die folgende Bedeutung. Ist p > p.(L), dann gibt es unendliche Cluster
in L. Es bedeutet auch, dass es keine unendlich geschlossenen Cluster in £ gibt. Ist umgekehrt
p < pe(L), dann wissen wir, dass keine unendlichen Cluster existieren, also gibt es unendlich
viele geschlossenen Cluster in L.

Aufgabe 7 [3, S. 349]

(a) Es ist leicht zu begriinden, dass o(n + 1) < (2d — 1)o(n) gilt, denn wenn man ein selbst-
meidender Pfad der Linge n hat, dann gibt es hochstens 2d — 1 Moglichkeiten fiir den
letzten Knoten. In der Tat kann ein selbstmeidender Pfad nicht zum zuletzt besuchten
Punkt zuriickkehren.

Fiir die zweite Abschitzung betrachtet man die folgende Situation: ein Pfad, bei dem
in jedem Schritt genau eine der d Komponenten stets um 1 grosser wird, also zum Beispiel
(o,...,0) —» (0,1,...,0) — (1,1,...,0) — (2,1,...,0), ist offensichtlich selbstmeidend. Bei
jedem Schritt gibt es dafiir d Moglichkeiten, also erhiilt man o(n + 1) > d™+!.

Aus der ersten Abschitzung erhédlt man

; (2d — l)3a(n -3) <.
< (2d —1)"to(1) = (2d — 1) '24.

Somit folgt
d" < o(n) < (2d—1)""12d.

(b) Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufilliger Pfad selbstmeidend ist. Es gibt
insgesamt (2d)" Pfade der Lange n. Somit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich zu

a(n)
(2d)™

Mit der Abschitzung von Teilaufgabe (a) erhalten wir,:

1\" 2d —1\"!
— < < | —- .
<2> _pn_< 5d ) , YneN,VdeN
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Aufgabe 8

Die Abschétzung p.(d) < 1 fiir alle d > 2 folgt direkt aus Aufgabe 3. Tatséchlich gilt, dass
pe(d+ 1) < pe(d) ist und im Satz 5.4 wurde es gezeigt, dass p.(2) < % Also ist fir alle d > 2:

2

pc(d) < pc(2) < g < 1.

Fiir die Abscitzung p.(d) > 0 benutzen wir wieder den Begriff des selbstmeidenden Pfades. Wir
betrachten das Perkolationsmodell auf L¢. Sei Ny(n) die Anzahl der im Ursprung beginnenden
selbstmeidenden offenen Pfade der Linge n. Dann gilt:

Ey[Na(n)] = kPy(Na(n) = k)
k=1
>N B (Ng(n) = k) (6.1)
k=1
= Pp(Na(n) > 1)
> Pp(|C] = 00),

wobei die letzte Ungleichung folgt aus {|C| = co} € {N4(n) > 1} (siehe (5.1)). Die Anzahl o4(n)
der im Ursprung beginnenden selbstmeidenden Pfade der Lénge n ist hochstens

2d . (2d _ 1)71717

da die erste Kante auf 2¢ verschiedene Arten gewihlt werden kann und jede weitere auf hochstens
24 _ 1 verschiedene Arten. Ausserdem sind alle n Kanten eines solchen Pfades offen mit Wahr-
scheinlichkeit p™. Aus beidem resultiert

Ep[Na(n)] = aq(n) - p" < 2727 — 1)"1p"
und aufgrund von (6.1) folgt
0(p) = P,(|C| = 00) < 2¢(2¢ — 1)"~1p™.

Wenn man ein p* wihlt, sodass 0 < p* < 2d—1_1, dann erhilt man fiir n — oo, dass 6(p*) = 0 ist.
Aufgrund der Definition des kritischen Wertes p.(d) = sup{p: 0(p) = 0} schliessen wir

pe(d) > p* > 0.



Kapitel 7

Einsatz fiir den Unterricht

Im vorliegenden Kapitel wird erldutert, wie die Perkolationstheorie - und somit was in dieser
Arbeit entwickelt wurde - fiir den Unterricht verwendet werden kann. Dieser Absatz richtet sich
daher hauptséchlich an Lehrpersonen.

Wie das erste Kapitel zeigt, entsteht die Perkolationstheorie fiir die Modellierung von Phéno-
menen wie die Ausbreitung von Fliissigkeiten in pordsem Gestein, die Ausbreitung von Epidemi-
en und Waldbrénden, die Polymerisation in der Chemie. Die Anwendung von Perkolationsmodel-
len in Bereichen wie Physik, Geologie, Biologie, Chemie dient als Motivation fiir die Lernenden.

In der Tat wird Schiilerinnen und Schiilern nur all zu oft eingetrichtert, wie wichtig die
Mathematik doch sei, ohne dass sie dies je ganz nachvollziehen kénnen. Ausserdem sind die Ler-
nenden am Fach desinteressiert, wenn sie dessen Nutzen oder Anwendung nicht erkennen. Dies
ist bei der betreffenden Theorie jedoch nicht der Fall, da sie durch reale Situationen motiviert
ist. Aus diesem Grund kann die Erlduterung auch nur einiger Unterthemen der Perkolations-
theorie den Gymnasiasten aufzeigen, wie ein Problem modelliert und dann mit Werkzeugen der
Mathematik studiert und geltst werden kann.

Es ist klar, dass gute Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie erforderlich sind, um die-
se Theorie vertieft studieren zu kénnen. Man braucht auch geniigend Zeit, um die wichtigsten
Inhalte zu prasentieren. Aus diesem Grund glaube ich, dass die Behandlung der vorliegenden
Theorie, wie sie in dieser mentorierten Arbeit vorgestellt wird, besser geeignet ist fiir eine Ma-
turaarbeit als den normalen Unterricht. In diesem Fall hidtte man geniigend Zeit, die Theorie
zu vertiefen und zu versuchen, all diese Ergebnisse zu verstehen. Die vorgeschlagenen Aufgaben
koénnten dann von den Lernenden gelost werden.

Allerdings kann die Lehrperson die einfithrenden Ideen hinter dieser Theorie anhand eines
oder mehrerer einleitender Beispiele (aus Kapitel 1) im Mathematikunterricht veranschaulichen.
Aus diesen einleitenden Situationen kann man das Modell der Kantenperkolation ableiten. Die
Lehrperson kénnte dann einige Begriffe iiber Graphen- und Wahrscheinlichkeitstheorie einfithren
und insbesondere das Kapitel 3 (vor allem die Abschnitte 3.1.1, 3.1.2 und 3.2) und den Abschnitt
5.1 verwenden. Dies wiirde bei den Schiilerinnen und Schiilern das Bewusstsein fordern, dass
anfinglich schwierig scheinende Probleme durch Mathematik effizient und elegant gelost werden
kénnen.
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Anhang A

Satze aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie

Dieser Anhang umfasst die in der Arbeit verwendeten Sétze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Die Beweise werden geméss Quelle [8] erldutert.

Im Folgenden wird immer der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) beriicksichtigt.
Satz A.l.
(i) Sei (A;)ien eine Folge von Ereignissen aus A mit
A; C Ajyq fiir alle ¢ € N.

Dann gilt:

P(GA,-) = lim P(Ay).

i=1
(ii) Sei (A;)ien eine Folge von Ereignissen aus A mit
A; D Ay fiir alle ¢ € N.

Dann gilt:
P< q Ai> = nh_g)lo P(Ay).

Beweis.
(i) Wir definieren By := A, By = A \ A1, B3 :== A3\ Ag, ..., das heisst
By :=A; und fir allei > 1 B; .= A; \ A;_q.

Die Folge (B;);en besteht aus disjunkten Ereignissen mit

OBi: LHJAZ:An und GBi: GAZ
=1 =1 i=1 i=1

Da das Wahrscheinlichkeitsmass P o-additiv ist und die B;’s disjunkt sind, folgt:
o0 o0
P< U Bi) => P(By).
i=1 i=1
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Also gilt:
P( U Ai> - P(izulBZ) = ;P(Bi)

= Jim > P = i P(U )
= lim P(A,).

n—oo
(ii) Es gilt:
P( N Ai> = P<( U A?)C> = P(Q) - P( U Af).
i=1 i=1 i=1
Die Folge (A{);en erfiillt die Bedingung von der Aussage (i), das heisst
AY c AS, fir alle i € N,

Also folgt aus (i):

n—o0 n—o0 n—oo

P( ﬁlAi> =P(Q) — lim P(A9) = lim (P(Q) — P(AS)) = lim P(A,).

O]

Satz A.2 (o-Subadditivitét). Seien (A;)1<i<n eine Folge beliebiger Ereignissen aus A. Dann

gilt:
P<UA1'> <Y P(4).
i=1 =1

Beweis. Wir definieren
B; = A; \ (Ai—l U...uJ Al) fiir alle 4 > 1.

Die Folge (B;);en besteht aus disjunkten Ereignissen mit B; C A; fiir alle i € N und Ufil B; =
U2, Ai. Das folgende Schema veranschaulicht diese Uberlegungen.

Ay As

B3
As

Abbildung A.1: Darstellung von drei Mengen: man sieht, dass B; C A; fiir alle ¢ € {1,2,3} und dass
U?:l Bi = U?:l A;.
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Also gilt: N _ N _
P(HAi> = P(i_UlBZ) = ;w < ;P(Ai).

T <P(A)
O

Lemma A.3 (Lemma von Borel-Cantelli). Sei (A4, )nen eine unendliche Folge von Ereignissen
aus A und sei A wie folgt definiert:

o0 (o]
A =limsup A, = ﬂ U A; = {unendlich viele der A,, treten ein}.

n—oo .
n=1i=n

Dann gilt:
> P(4,) <oo= P(A) =0

n>1

Bemerkung A.4. Das Lemma von Borel-Cantelli besagt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 nur end-
lich viele der Ereignisse A, n € N eintreten, falls 3, -, P(4,) < cc.

Beweis. Wir definieren die Folge B,, := |J,~,, Ai von Ereignissen aus A. Die Folge ist monoton
fallend, denn fiir alle n gilt: -

B, = DAz:AnU< [j Al> :AnUBn_H,
i=n+1

i=n
also By 41 C By,. Aus dem Satz A.1 (ii) erhélt man:

pey=r( (YUA) =P( () 8.) "2 1 P

n=1i=n n=1

und aus Satz A.2 folgt

P(A) = lim P(B,) = lim P( U Ai) < im iP(A,»).

n—00 n—00 )
>n

Da die Summe Zn21 P(A,,) nach Voraussetzung konvergiert, folgt

P(A) < lim S P(4;) =0,

=n

und das vervollstéindigt den Beweis. O

Satz A.5 (Markov-Ungleichung). Seien X : @ — R eine Zufallsvariable, a eine reelle Konstante
und ferner h: R — [0, 00) eine monoton wachsende Funktion. Dann gilt:

h(a)- P(X > a) < E[h(X))],

welche man fiir h(a) > 0 zu

umschreiben kann.
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Beweis. Wir konnen schreiben
h(a) . 1)(2(1 § h(X)lXZa § h(X)

Durch Integration folgt:

O]

Bemerkung A.6 (Spezialfall der Markov-Ungleichung). Setzt man h(x) = z fiir z > 0 und
betrachtet die reelle Zufallsvariable | X|, so erhélt man aus Satz A.5 fiir a > 0 den folgenden
Spezialfall:
E[|X
P(X > a) < 2L

a
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