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Ein erstes Beispiel

Problem: Wir wollen den Raum mit roten und blauen sechseckigen Fliesen auslegen.

Zuféllige Farbung von Sechsecken:

Parameter: 0 < p < 1.
Ein gegebenes Sechseck wird wie folgt
gefarbt:

« rot mit Wahrscheinlichkeit p,

« blau mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Rotes Pfad: Ein Pfad aus roten Sech-
secken.

Rotes Cluster: Rote “Insel”, eine verbun-
dene rote Komponente.
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Frage: Gibt es einen roten Pfad von oben nach unten?

@p <3 (b)p = 3 (©p>3

Antwort:
Theorem (Kesten, 1980)
Fiir die Perkolation mit dem Parameter p € [0, 1] gilt Folgendes:

lim Pp [es gibt einen roten Pfad von oben nach unten in einem Quadrat der Seitenlénge n]
n— oo
if p<

if p=
if p>

N O
Nl= Nl N



Definition




Der Name Perkolation (vom lateinischen Verb percolare, *filtern” oder "durchdringen”)
bezieht sich auf den Durchgang einer Flissigkeit durch ein durchlassiges Medium.

In der Physik und Mathematik beschreibt die Perkolation ein kritisches Phdnomen, das einen
Phasentiibergang zeigt. Das bedeutet, dass es einen nattirlichen Parameter im Modell gibt,
bei dessen Erreichen eine drastiche Verdnderung des System eintritt.
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Was brauchen wir fiir eine einfache, schematische Darstellung?

< Knoten: Wo stehen die Bdume?

« Kanten, die Knoten verbinden: Welche Wege sind moglich?

« Zusammenhang: Wenn ein Baum krank ist, welche Bdume sind der Infektion direkt
ausgesetzt?

Figure 2: Das quadratische (links) und dreieckige (rechts) Gitter.

Es wird ein Graph erstellt, in dem jeder Baum ein Knoten ist und zwei Baume durch eine
Kante verbunden sind, wenn sie nahe genug beieinander liegen, um sich gegenseitig
anzustecken.
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Ein mathematisches Modell

Bei diesem vereinfachenden Modell wird der zeitliche Aspekt der Ausbreitung der Epidemie
nicht berlicksichtigt: Alle Ansteckungen zwischen Nachbarn erfolgen gleichzeitig, instantan
und unabhdngig voneinander.



Ein mathematisches Modell

Bleibt die durch einen kranken Baum verursachte Epidemie begrenzt? Oder besteht die
Gefahr, dass sie auch sehr weit entfernte Baume infiziert?

10



Ein mathematisches Modell

Das Modell hdngt von einem einzigen Parameter ab: der Ansteckungswahrscheinlichkeit,
und es geht darum, anhand der Werte dieses Parameters den Phaseniibergang, d. h. die
kritische Schwelle, zu bestimmen, unterhalb derer die Ausbreitung der Epidemie lokal bleibt.
In diesem Fall ist der Schwellenwert 0.5.
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Kantenperkolation: Zentrale Begriffe




Terminologie liber Graphen

Graph
Ein Graph G = (V, E) besteht aus

einer Menge von Knoten V = {vi,..., vy} und

einer Menge von Kanten £ = {ei1,...,em},

wobei eine Kante genau zwei Knoten miteinander verbindet.
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Terminologie liber Graphen

Graph
Ein Graph G = (V, E) besteht aus

einer Menge von Knoten V = {vi,..., vy} und

einer Menge von Kanten £ = {ei1,...,em},

wobei eine Kante genau zwei Knoten miteinander verbindet.
Hier betrachten wir den Graphen LY = (z9, E?), wobei

29 = {x=(x1,...,%) | x €Z,V1 <i<d}
und

d
E' = {(XJ’) |x,y € z¢ sodass Z IXi —yi| = 1}.

i=1
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Terminologie liber Graphen

Pfad
Ein Pfad von einem Knoten x zu einem Knoten y der Lange nin G = (V, E) ist eine Folge

% = (s F9 0 0 0 5 7))

bestehend aus verschiedenen Knoten ~; € V, sodass yo = x,v» = yund (yi_1, ;) € Efir
allej € [n].
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Kantenperkolation

Kantenwahrscheinlichkeit
Je eine Kante e € E des Graphen G = (V, E) ist “offen” (hier: rot gefarbt) mit
Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] oder “geschlossen” mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.
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Kantenperkolation

Kantenwahrscheinlichkeit
Je eine Kante e € E des Graphen G = (V, E) ist “offen” (hier: rot gefarbt) mit
Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] oder “geschlossen” mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Perkolationskonfiguration

Die Menge £’ C E aller offenen Kanten wird Perkolationskonfiguration genannt.
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Gegeben eine Konfiguration £/ C E, wird ein Pfad v = (70, . . ., 7n) als offen bezeichnet,
wenn alle seine Kanten offen sind, d.h.

(vi_1,7) € E', pertuttele i € [n].

In diesem Fall schreiben wir yg <> yn.
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Gegeben eine Konfiguration £/ C E, wird ein Pfad v = (70, . . ., 7n) als offen bezeichnet,
wenn alle seine Kanten offen sind, d.h.

(vi_1,7) € E', pertuttele i € [n].

In diesem Fall schreiben wir yg <> yn.

Cluster

Ein Cluster ist eine maximale Menge von Knoten C C V, sodass es zwischen jedem Paar von
Knoten in C einen offenen Pfad gibt, d.h. firx € V

Cx) :={yeV|x+y}

Wir schreiben C fiir das Cluster C(0).

15
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Figure3:a)p=0.2,b) p=0.4,c) p=0.6 und d) p=0.8.
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Phaseniibergang

Frage: Ab welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt man einen unendlichen Cluster?
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Phaseniibergang

Frage: Ab welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man einen unendlichen Cluster?
Perkolationswahrscheinlichkeit
Die Perkolationswahrscheinlichkeit ist

0(p) = Pp(|C] = oo).

Es gilt, dass 6(0) = 0und A(1) = 1sind.
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Phaseniibergang

Frage: Ab welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man einen unendlichen Cluster?
Die ist
6(p) = Po(IC| = o).

Es gilt, dass 6(0) = 0und A(1) = 1sind.

Die wird folgendermassen definiert:

pc = sup{p : 0(p) = 0}.
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Phaseniibergang

Frage: Ab welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man einen unendlichen Cluster?
Die ist
6(p) = Po(IC| = o).

Es gilt, dass 6(0) = 0und A(1) = 1sind.

Die wird folgendermassen definiert:
pe = sup{p : 6(p) = 0}.

Es folgt, dass

=0 fall
0(0) alls p < pe
>0 falls p > pc

17



Phaseniibergang

Wir betrachten die Perkolationsfunktion 0:
6 :[0,1] — [0,1]
p = 0(p).

Pe 1 p
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Phaseniibergang

Wir betrachten die Perkolationsfunktion 0:
6 :[0,1] — [0,1]
p = 0(p).

Pe 1 p

Die Veranderung der qualitativen Eigenschaften eines Systems, wenn ein kritischer Wert
Uberschreitet wird, wird als Phasentibergang bezeichnet.

18
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Perkolation in Z

Wir betrachten das eindimensionale Gitter L = (Z, E).

Satz
Die kritische Wahrscheinlichkeit pc(1) fiir das eindimensionale Gitter L ist

pc(1) = 1.
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Beweis:
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+ Wir zeigen zuerst, dass es 2k Kanten zwischen den Knoten 2% und 24+1 gibt.
< Wir definieren das Ereignis A, durch
Skl

A = {Alle Kanten zwischen den Knoten Zk und und zwischen den Knoten —2k+1 und —Zk sind offen}.

Die EreignisseAi :={Alle Kanten zwischen den Knoten 2 und 2¥** sind offen} und
Ai :={Alle Kanten zwischen den Knoten —2%*1 und —2X sind offen} sind unabhangig,
und es gilt, dass A, = A; N AZ.
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d.h.wenn E := lim sup,_, . Ak eintritt. Also folgt

0(p) = Pp(|C| = o0) = Pp(E).

< Betrachte die Reihe >"7°, Pp(Ax) = D-p% p?t
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Beweis:
+ Wir zeigen zuerst, dass es 2k Kanten zwischen den Knoten 2% und 24+1 gibt.
< Wir definieren das Ereignis A, durch
Ak = {Alle Kanten zwischen den Knoten 2K und 2% und zwischen den knoten —2KT% und —2 sind offen}.

Die EreignisseAi :={Alle Kanten zwischen den Knoten 2 und 2¥** sind offen} und
Ai :={Alle Kanten zwischen den Knoten —2%*1 und —2X sind offen} sind unabhangig,
und es gilt, dass A, = A; N AZ.

« Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Ay wie folgt:

2K Male 2K Male
Pp(Ak) = Pp(AkNAL) = Pp(AL)-Po(AR) = (p-p-p--- p)-(p-p-p-e- p)=p

« Wir erhalten einen unendlichen Cluster, wenn das Ereignis Ay fiir unendlich viele k gilt,
d.h.wenn E := lim sup,_, . Ak eintritt. Also folgt

0(p) = Pp(|C| = o0) = Pp(E).

< Betrachte die Reihe 3772 Pp(Ac) = D12, pzkﬂ. Istp < 1, so konvergiert die Reihe.
Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt dann, dass 6(p) = 0. Ist p = 1, dann sind alle
Kanten offen und damit 6(p) = 1. Alsist p(1) = 1.
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Perkolation in Z2

Theorem

Fiir das d-dimensionale Gitter LY = (29, E?) existiert ein kritischer Wert pc(d) € [0, 1].
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Perkolation in Z2

Theorem

Fiir das d-dimensionale Gitter LY = (29, E?) existiert ein kritischer Wert pc(d) € [0, 1].

Theorem [Kesten, 1982]

Die kritische Wahrscheinlichkeit pc(2) fiir das quadratische Gitter L? ist pc(2) = %
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Perkolation in Z2

Fiir das d-dimensionale Gitter LY = (29, E?) existiert ein kritischer Wert pc(d) € [0, 1].

1

5"

Die kritische Wahrscheinlichkeit p¢(2) fiir das quadratische Gitter L? ist pc(2)

W=

Wennp < %, dann gillt (p) = 0. Also ist pc(2) >

Wennp > %, dann gilt O(p) > 0. Alsoist pc(2) <
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Beweis vom Satz 1:
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Beweis vom Satz 1:

Wir definieren das Ereignis
Fn := {es gibt mindestens einen offenen Pfad vom Ursprung der Lange n,

der jeden Gitterpunkt héchstens einmal besucht. }.

Man erkennt, dass {|C| = oo} C F, Vnist.
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Perkolation in Z2

Beweis vom Satz 1:
Wir definieren das Ereignis
Fn := {es gibt mindestens einen offenen Pfad vom Ursprung der Lange n,
der jeden Gitterpunkt héchstens einmal besucht. }.
Man erkennt, dass {|C| = oo} C F, Vnist.

< Sei o (n) die Anzahl der im Ursprung startenden Pfade der Lange n, der jeden
Gitterpunkt héchstens einmal besucht, und sei N(n) die Anzahl solcher Pfaden, die offen

sind. Es folgt, dass F, = {N(n) > 1}.

22



Perkolation in Z2

Beweis vom Satz 1:

Wir definieren das Ereignis
n = {es gibt mindestens einen offenen Pfad vom Ursprung der Linge n,
der jeden Gitterpunkt héchstens einmal besucht. }.
Man erkennt, dass {|C| = oo} C F, Vnist.
< Sei o (n) die Anzahl der im Ursprung startenden Pfade der Lange n, der jeden
Gitterpunkt héchstens einmal besucht, und sei N(n) die Anzahl solcher Pfaden, die offen
sind. Es folgt, dass F, = {N(n) > 1}.
« Es gilt, dass Ep[N(n)] = o(n) - p". Man merkt, dass o(n) < 4-3"~1. Also ist
Eo[N(n)] < 4-31 . ph.
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Beweis vom Satz 1:

Wir definieren das Ereignis
n = {es gibt mindestens einen offenen Pfad vom Ursprung der Linge n,
der jeden Gitterpunkt héchstens einmal besucht. }.
Man erkennt, dass {|C| = oo} C F, Vnist.
< Sei o (n) die Anzahl der im Ursprung startenden Pfade der Lange n, der jeden
Gitterpunkt héchstens einmal besucht, und sei N(n) die Anzahl solcher Pfaden, die offen
sind. Es folgt, dass F, = {N(n) > 1}.
« Es gilt, dass Ep[N(n)] = o(n) - p". Man merkt, dass o(n) < 4-3"~1. Also ist
Eo[N(n)] < 4-31 . ph.
+ Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir

Pp(Fn) = Pp(N(n) > 1) < Ep[N(n)] < 4-3"1.p".

Dap < %, gilt, dass limp_y00 4 - 371 . p" = 0.
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Perkolation in Z2

Beweis vom Satz 1:

Wir definieren das Ereignis
n = {es gibt mindestens einen offenen Pfad vom Ursprung der Linge n,
der jeden Gitterpunkt héchstens einmal besucht. }.
Man erkennt, dass {|C| = oo} C F, Vnist.

« Sei o(n) die Anzahl der im Ursprung startenden Pfade der Lange n, der jeden
Gitterpunkt héchstens einmal besucht, und sei N(n) die Anzahl solcher Pfaden, die offen
sind. Es folgt, dass F, = {N(n) > 1}.

« Esgilt, dass Ep[N(n)] = o(n) - p". Man merkt, dass o(n) < 4 - 3"~1. Also ist
Eo[N(n)] < 4-31 . ph.

+ Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir

Pp(Fn) = Pp(N(n) > 1) < Ep[N(n)] < 4-3""1.p".
Dap < %, gilt, dass limy ;00 43771 p" = 0.
« Esfolgt, dass
0(p) = Pp(|C| = 00) < Pp(Fn) < 4-3""1.p", Vn.
So schliesst man, dass 6(p) = 0fiirp < % ist.

22



Einsatz fiir den Unterricht




Einige Ideen

Es zielt hauptsachlich auf die spezifische Option (PAM) oder die Maturarbeit ab.
- Die Perkolationstheorie ermdglicht es uns, einige Begriffe der Graphen- und der
Wahrscheinlichkeitstheorie einzufiihren.
« Simulationen

< Die Perkolationstheorie ist durch reale Situationen motiviert. Aus diesem Grund kann
die Erlduterung auch nur einiger Unterthemen der Perkolationstheorie den
Gymnasiasten aufzeigen, wie ein Problem modelliert und dann mit Werkzeugen der
Mathematik studiert werden kann.
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