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Un primo esempio

Problema: Vogliamo rivestire la stanza con piastrelle esagonali rosse e blu.

Coloriamo gli esagoni in modo casuale:

Parametro: 0 < p < 1.
Ogni esagono e colorato in:
< rosso con probabilita p,
* blu con probabilita 1 — p.
Cammino rosso: cammino su esagoni
rossi.

Cluster rosso: “isola” rossa, componente
rossa collegata.
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Un primo esempio

Domanda: Esiste un cammino rosso dall’alto verso il basso in una superficie quadrata?

<3 (b)p =3 > 3
Risposta:

Teorema (Kesten, 1980)
Per la percolazione con parametro p € [0, 1], si ha che

lim Pp [esiste un cammino rosso dall’altro verso il basso in un quadrato di lunghezza n]
— 00
if p<

if p=
if p>

= oe O
Nl NI Nl
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Definizione

Il termine percolazione (dal latino percolare, “filtrare” o “passare attraverso”) si riferisce al
passaggio di un fluido attraverso un mezzo pit 0 meno permeabile.

In fisica e matematica, il termine percolazione descrive un fenomeno fisico critico che
presenta una transizione da uno stato all’altro di un sistema. Questo significa che c’& un
parametro naturale nel modello, al cui raggiungimento si verifica un cambiamento del
sistema.
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Di cosa abbiamo bisogno per una rappresentazione semplice e schematica?

« Siti: Dove si trovano gli alberi?
« Legami che connettono i siti: quali percorsi sono accessibili?

« Struttura geometrica per definire la connessione: se un albero € malato, quali alberi
sono direttamente esposti al contagio?

Figure 2: Il reticolo quadrato (a sinistra) e il reticolo triangolare (a destra).

Si forma un grafo in cui ogni albero € un vertice (sito) e due alberi sono collegati da uno
spigolo (legame) se sono abbastanza vicini da contagiarsi a vicenda.
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Coloriamo i legami in modo casuale:

Parametro: 0 < p < 1.

Ogni legame ¢ colorato in rosso, indipendentemente ['uno dall’altro, con probabilita p. Un
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Un modello matematico

Questo modello semplificativo non tiene conto dell’aspetto temporale della diffusione della
malattia: tutte le contaminazioni tra vicini avwvengono contemporaneamente,
istantaneamente e indipendentemente 'una dall’altra.



Un modello matematico

L’epidemia causata da un albero malato rimarra circoscritta? O rischia di contagiare anche
alberi molto distanti?
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Un modello matematico

Il modello dipende da un unico parametro: la probabilita di trasmissione, e si tratta di
identificare, in base ai valori di questo parametro, la transizione di fase, ovvero la soglia
critica, sotto la quale la trasmissione della malattia rimane locale. In questo caso sappiamo
che la soglia vale 0.5.
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Percolazione del legame: concetti
chiave




Terminologia sui grafi

Grafo
Un grafo G = (V, E) é costituito da

un insieme divertici V= {v1,...,vs} e

un insieme di spigoli (o archi) E = {e1,...,em},

dove uno spigolo collega due vertici.
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Terminologia sui grafi

Grafo
Un grafo G = (V, E) é costituito da

un insieme divertici V= {v1,...,vs} e

un insieme di spigoli (o archi) E = {e1,...,em},
dove uno spigolo collega due vertici.
Si considera qui il grafo LY = (27, E?), dove

29={x=(x,...,xq) | x €Z,V1<i<d}

d
B = {(x,y) |x,y €27 taleche > |x —yi| = 1} )

i=1
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Terminologia sui grafi

Cammino
Un camminoin G = (V, E) dal sito x al sito y di lunghezza n € una sequenza di siti distinti
v eV

v =(v0,7,---,7);

tale cheyo = X,y = ye (yi—1,7i) € Epertuttelei € [n].
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Percolazione del legame

Probabilita del legame
Ciascun legame e € Ediun grafo G = (V, E) e “aperto” (qui: colorato in rosso) con
probabilita p € [0, 1] o “chiuso” con probabilita 1 — p, e si presume che siano indipendenti.
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Percolazione del legame

Probabilita del legame
Ciascun legame e € Ediun grafo G = (V, E) e “aperto” (qui: colorato in rosso) con
probabilita p € [0, 1] o “chiuso” con probabilita 1 — p, e si presume che siano indipendenti.

Configurazione del grafo
Linsieme E’ C E di tutti i legami aperti & chiamato configurazione di percolazione.
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Data una configurazione £/ C E, un cammino v = (7o, . . ., Yn) € detto aperto se tutti i suoi
legami sono aperti, i.e.

(vi—1,7i) € E', pertuttele i € [n].

In questo caso, scriviamo vy <> Yn.
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Data una configurazione £/ C E, un cammino v = (7o, . . ., Yn) € detto aperto se tutti i suoi
legami sono aperti, i.e.

(yi—1,v) € E', pertuttele i € [n].

In questo caso, scriviamo vy <> Yn.

Cluster
Un cluster e un insieme massimale disiti C C Vtali che c’¢ un cammino aperto fra ogni
coppia disitiin C, ovvero perx € V

Cx) :={yeV|x+y}

Scriviamo C per il cluster C(0).
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Figure3:a)p=0.2,b) p=0.4,c) p=0.6 und d) p=0.8.




Transizione di fase

Domanda: A partire da quale probabilita si ottiene un cluster infinito?
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Transizione di fase

Domanda: A partire da quale probabilita si ottiene un cluster infinito?
Probabilita di percolazione

La probabilita di percolazione é definita:
6(p) = Po(IC| = o).

Valeche#(0) = 0ef(1) = 1.
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Transizione di fase

Domanda: A partire da quale probabilita si ottiene un cluster infinito?

La & definita:
6(p) = P(IC] = o0).

Valeche#(0) = 0ef(1) = 1.

La & definita:

pe = sup{p : 6(p) = 0}.
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Transizione di fase

Domanda: A partire da quale probabilita si ottiene un cluster infinito?

La & definita:
6(p) = P(IC] = o0).

Valeche#(0) = 0ef(1) = 1.

La é definita:
pe = sup{p : 0(p) = 0}.
Segue che:
o(p) {0 se p < pc
>0 sep>pc
0 pe 1p

0(p) =0 6(p) >0
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Transizione di fase

Considera la funzione di percolazione 6:
6 :[0,1] — [0,1]
p = 0(p).

Pe 1 p
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Transizione di fase

Considera la funzione di percolazione 6:
6 :[0,1] — [0,1]
p = 0(p).

Pe 1 p

Il cambiamento delle proprieta qualitative di un sistema quando viene superato un valore
critico € chiamato transizione di fase.
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Percolazionein Z

Si considerail grafo L = (Z, E).

Teorema

La probabilita critica pc(1) peril reticolo L &

pe(1l) = 1.
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Dimostrazione:

Dimostriamo che esistono 2 legami tra i siti 2K e 2K+1,
« Sidefinisce l'evento A, come
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—2k+1 e —2k sono aperti} sono indipendenti, e vale che A, = AL N AZ.
« Calcoliamo la probabilita dell’evento A, come segue:

2% volte 2% volte

Pp(Ak) = Pp(AxNAR) = Po(A)-Po(A}) =(p-p-p----- p)-(p-p-p- - p) =p

« Siottiene un cluster infinito se 'evento Ay vale per un numero infinito di k. Definiamo
E := limsup,_, ., Ax. Segue che

0(p) = Pp(|C| = 00) = Pp(E).

+ Consideriamo la serie > Pp(Ax) = > _p2, pzkfl. Sep < 1, allora la serie converge e
dal Lemma di Borel-Cantelli vale che §(p) = 0. Se p = 1, abbiamo che (p) = 1. Si
conclude che pc(1) = 1.
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Percolazione in Z2

Teorema

Per il reticolo d-dimensionale LY = (z9, E9) esiste un valore critico pc(d) € [0, 1].
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Percolazione in Z2

Teorema

Per il reticolo d-dimensionale LY = (z9, E9) esiste un valore critico pc(d) € [0, 1].

Teorema [Kesten, 1982]

La probabilita critica pc(2) per il reticolo quadratco L? & pc(2) = %
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Percolazione in Z2

Per il reticolo d-dimensionale LY = (z9, E9) esiste un valore critico pc(d) € [0, 1].
La probabilita critica pc(2) per il reticolo quadratco L? & pc(2) = %

Sep < %, allora 6(p) = 0. Quindi abbiamo che pc(2) > =.
Sep > %, allora 6(p) > 0. Quindi abbiamo che pc(2) < £.
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Percolazione in Z2

Dimostrazione Proposizione 1:
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Dimostrazione Proposizione 1:

< Definiamo l'evento
Fpn := {esiste almeno un cammino aperto di lunghezza n che passa dall’origine e che

visita ogni punto del reticolo al massimo una volta}.

Sinota che {|C] = oo} C Fy Vn.
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Percolazione in Z2

Dimostrazione Proposizione 1:

< Definiamo l'evento
Fpn := {esiste almeno un cammino aperto di lunghezza n che passa dall’origine e che
visita ogni punto del reticolo al massimo una volta}.
Sinota che {|C] = oo} C Fy Vn.
< Denotiamo con o(n) il numero di cammini di lunghezza n che visitano ogni punto del

reticolo al massimo una volta e che partono nell’origine. Denotiamo con N(n) il numero
di questi cammini che sono aperti. Sinota che F, = {N(n) > 1}.
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Dimostrazione Proposizione 1:

< Definiamo l'evento
Fpn := {esiste almeno un cammino aperto di lunghezza n che passa dall’origine e che
visita ogni punto del reticolo al massimo una volta}.
Sinota che {|C] = oo} C Fy Vn.
< Denotiamo con o(n) il numero di cammini di lunghezza n che visitano ogni punto del

reticolo al massimo una volta e che partono nell’origine. Denotiamo con N(n) il numero
di questi cammini che sono aperti. Sinota che F, = {N(n) > 1}.

< Vale che Ep[N(n)] = o(n) - p". Sinota che o(n) < 4 - 3"~1. Quindi segue che
EpIN(n)] < 4-371 - p".
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Percolazione in Z2

Dimostrazione Proposizione 1:

< Definiamo l'evento
Fpn := {esiste almeno un cammino aperto di lunghezza n che passa dall’origine e che
visita ogni punto del reticolo al massimo una volta}.
Sinota che {|C] = oo} C Fy Vn.

< Denotiamo con o(n) il numero di cammini di lunghezza n che visitano ogni punto del
reticolo al massimo una volta e che partono nell’origine. Denotiamo con N(n) il numero
di questi cammini che sono aperti. Sinota che F, = {N(n) > 1}.

< Vale che Ep[N(n)] = o(n) - p". Sinota che o(n) < 4 - 3"~1. Quindi segue che
Ep[N(m)] < 4371 p".
< La diseguaglianza di Markov implica che

Pp(Fn) = Pp(N(n) > 1) < Ep[N(n)] < 4-3"1.p".

Visto chep < %, vale che limp—o0 4 -3""1 . p" = 0.
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Percolazione in Z2

Dimostrazione Proposizione 1:

< Definiamo l'evento
Fpn := {esiste almeno un cammino aperto di lunghezza n che passa dall’origine e che
visita ogni punto del reticolo al massimo una volta}.
Sinota che {|C] = oo} C Fy Vn.
< Denotiamo con o(n) il numero di cammini di lunghezza n che visitano ogni punto del

reticolo al massimo una volta e che partono nell’origine. Denotiamo con N(n) il numero
di questi cammini che sono aperti. Si nota che F, = {N(n) > 1}.

< Vale che Ep[N(n)] = o(n) - p". Sinota che o(n) < 4 - 3"~1. Quindi segue che
Ep[N(m)] < 4371 p".
< La diseguaglianza di Markov implica che

Pp(Fn) = Pp(N(n) > 1) < Ep[N(n)] < 4-3"1.p".

Visto chep < %, vale che limp—o0 4 -3""1 . p" = 0.
< Diconseguenza,

0(p) = Pp(|C| = 00) < Pp(Fn) < 4- 31 -p", Vn.

Concludiamo che 6(p) = 0sep < 1.
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Utilizzo nelle lezioni di matematica




< Rivolto principalmente al LaM, opzione specifica FAM o complementare
La teoria della percolazione permette di introdurre alcuni concetti di teoria dei grafi e di
teoria della probabilita

< Simulazioni con il computer

Si pud mostrare come una situazione reale possa essere modellata e successivamente
studiata utilizzando strumenti matematici.
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