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1 Mathematik ist ...

Mathematik ist ...

Mathematik ist die Grammatik der Zahlen.
Hans Lohberger, Schriftsteller (1920 bis 1979)

Mathematik ist ...

Mathematik ist die Musik der Vernunft.
James Joseph Sylvester, Mathematiker (1814 bis 1897)

Mathematik ist ...

Mathematik ist das Alphabet, mit dessen Hilfe Gott das Universum
beschrieben hat.

Galileo Galilei, Physiker und Astronom (1564 bis 1642)

Mathematik ist ...

Mathematik ist ein geistreicher Luxus.
Friedrich der Grosse (1740 bis 1786)

Mathematik ist eine beweisende Wissenschaft

In der Mathematik sind die Dinge in ganz besonderer Weise gewiss.

Thomas Jahnke, Mathematiker und Mathematikdidaktiker

Was ist ein Beweis?

Saunders Mac Lane: Ein Beweis ist das Ableiten streng formulierter Satze
aus vorgegebenen Axiomen.

Imre Lakatos: Ein Beweis ist ein sozialer Akt.

Siehe ’Erich Ch. Wittmann: Wann ist ein Beweis ein Beweis?’



Mathematik ist eine anwendbare Wissenschaft

Optimieren: Extremalprobleme (Differentialrechnung),
Lineare Optimierung, ...

Prognostizieren: Differentialgleichungen,
Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Folgen und Reihen, ...

Mathematik ist ...

Mathematik ist die Kunst, Muster zu erkennen.

Ian Stewart , Mathematiker (1945 bis )
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Mathematik ist ...

Mathematik ist die Kunst, Muster zu erkennen

und zu beschreiben!



Zahlenfolgen (mathematisch) beschreiben

Die n-te Zahl einer Zahlenfolge bezeichnen wir mit

an

ay = (l1-|-1
a3 = aos—+1
ay, = az—+1
as = a4—i—1
ap, = ap-1+1

= 1

= 2

= 3

= 4
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2 Drei einfache Typen von Zahlenfolgen (Exkurs: Mittelwerte)
Einfache Typen von Zahlenfolgen

Arithmetische Zahlenfolgen

Die Folgenglieder ag, a1, az, as, ... resp. ai, as, as, a4, . .. einer arithmetischen Zahlenfolge
erfiillen die Rekursionsvorschrift

apnt1 =ap+d (n=0,1,2,3,... resp. n=1,2,3,4,...)
fir eine feste reelle Zahl d.

Ist ag resp. a; vorgegeben, so bekommt man

agp resp. al
a1 =ag+d=ayg+1d resp. as=a1+d=ay+1d
as =a1+d=ag+2d resp. ag =as+d=aj +2d

ag =as +d=ag+ 3d resp. ag =as3+d=aj +3d

: : ap =ap—1+d=a;+ (n—1)d
(p = Gn—1+d=ag+nd resp. Gnt+1 = ap +d =a1 +nd

ant1 = ag+ (n+1)d

Die expliziten Beschreibungen von arithmetischen Zahlenfolgen sind
a, =ap+nd (fir n=0,1,2,...) resp.

apn=a1+(n—-1)d (firn=1,2,3,...)

Mit ap, =ap+n-d git ap,+d=ap+n-d+d=ap+(n+1)-d=aps.
Mit ap =a1+(n—1)-d gt ap+d=ar+(n—1)-d+d=a;+n-d=ans1.

In beiden Fallen ist die Rekursionsvorschrift erfiillt.



Geometrische Zahlenfolgen

Die Folgenglieder ag, a1, ao, as, ... resp. a1, as, as, a4, - . . €iner geometrischen Zahlenfolge
erfiillen die Rekursionsvorschrift

an+1 =an-q (n=0,1,2,3,... resp. n=1,2,3,4,...)
fiir eine feste reelle Zahl ¢ # 0.

Ist ag resp. a; vorgegeben, so bekommt man

ag resp. aq
1 < — — 1
ay=ap-qg=a-4q resp. az =ai-q=a1-q
2 2
az =ai1-q=ap-q resp. a3 =az-q=ay-q
_ _ 3 _ _ 3
az =az-q=a-q resp. a4 =az-q=ay-q

n—1

Gp =0ap—1-4q=40ai-q

Qp = Qpn_1-q=ag-q" resp. Ontl1 =0an-q=ay-q"

1
A1 = ap-q=ag-q""

Die expliziten Beschreibungen von geometrischen Zahlenfolgen sind also
a, =ap-q" (fir n=0,1,2,3,...) resp.

ap=a;-q" 1 (fir n=1,2,3,4,...)

Mit a, = ag-q" gilt apn-q=ag-q¢"-q=ag-¢" ' =a,41.
1

Mit an =a1-¢" " gilt ap-q=a1-¢" ' g=a1-¢" = ans1.

In beiden Fallen ist die Rekursionsvorschrift erfiillt.
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Harmonische Zahlenfolgen

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass samtliche auftretenden Nenner ungleich 0 sind.

Die Folgenglieder ag, a1, a9, as, ... resp. a1, asz, as, a4, . .. einer harmonischen Zahlenfolge
erfiillen die Rekursionsvorschrift

1 1 1 d+a,

(n=0,1,2,3,... resp. n=1,2,3,4,...)

apny1 ap, d d-a,

fiir eine feste reelle Zahl d # 0.

Ist ag resp. a; vorgegeben, so bekommt man

- resp. =
A=dth=de1d e E-d+i-de1d
ézafll—l-é:%—i—Qé resp. a—13:$+$:af11+2$

=t (n-1)-3
é:%—i—n-é resp. a7}+1=i+n-é
JH:$+W+U§

Die expliziten Beschreibungen von harmonischen Zahlenfolgen sind also

1 1 1 d-ag
= == L= = ———— (fi =0,1,2,...
an a0+n d an d+n-ag (urn y Ly 4y )
resp.
1 1 1 d-a;
- = — 1) — <— = fi :1,2,3,...
~ al+(n ) 3 an dim_1 a (fiir n )
1 1 _ 1
E—FE_ Tant1’
1 1 _ 1
a+8—...an+1.

In beiden Fallen ist die Rekursionsvorschrift erfillt.

Bemerkung: Ist b, eine arithmetische Folge (mit b, # 0 fir n =0,1,2,3,... resp. n =
1,2,3,4,...), dann ist é eine harmonische Folge und umgekehrt.
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Einfachste Beispiele:

an=1+Mn-1)-1=n : 1, 2, 3, 4, 5, ... (arithmetisch)
ap=1-2""1=2""1 . 1 2 4 8 16, ... (geometrisch)
1 1 1 1 1 1 1
an = = = ... (harmonisch)

“1+m-1)-1 n 123 25
Grundaufgabe: Gesucht ist die explizite Beschreibung einer arithmetischen (geometri-
schen/harmonischen) Zahlenfolge mit a4 = 54 und a7y = 1458.

Losung: Ansatz: arithmetisch: a, = a; + (n — 1)d

Einsetzen: a4 =54 = a1+ 3d
a7 = 1458 = a; + 6d

Gleichungssystem l6sen, ...

Gesucht ist eine arithmetische Zahlenfolge | Gesucht ist eine lineare Funktion, deren
mit ag = 54 und ay = 1458. Graph durch die beiden Punkte (4|54) und
(7]1458) geht.

Ansatz: an = ag + nd Ansatz: f(r)=mz+q
Einsetzen: a4=054 = ao+4d Einsetzen: f(4)=54 = m-4+q
ar=1458 = ag+7d f(T)=1458 = m-T+q
ay —ay = 1404 = 3d M —f(H)=1404 = 3m
d:% - 468 m=20 _ 4
3
ap=54—4d = —1818 g=54—4m = —1818

Die explizite Darstellung der Folge lautet | Die Funktionsvorschrift lautet
a, = —1818 + n - 468 = 468n — 1818 f(x) = 468z — 1818

Gesucht ist eine geometrische Zahlenfolge | Gesucht ist eine Wachstumsfunktion, de-
mit g4 = 54 und g; = 1458. ren Graph durch die beiden Punkte (4]54)
und (7]1458) geht.

Ansatz: g, = qp - q" Ansatz: f(t)=a-b*
Einsetzen: gs=54 = gp-g¢* Einsetzen: f(4)=54 = a- Bt
gr=1458 = go-q" f(T)=1458 = a-b"
g7 T458 i 1458
T__97 = ¢ 10 _ 97 = ¢
g4 54 f(4) 54
q=v2T = 3 b= 7 = 3
_ 94 54 _ 2 f(4) 54 2
Go=3=_—- = 3 a="r=— = =
7 81 3 T 3

Die explizite Darstellung der Folge lautet | Die Funktionsvorschrift lautet
gn=3-3"=2.37"1 fiy=%-3r=2.3-1




Zahlenfolgen und Mittelwerte

a und b seien zwei positive reelle Zahlen.

a+b
2

arithmetisches Mittel von a und b.

vab : geometrisches Mittel von a und b.

2 2
= ab :  harmonisches Mittel von a und b.
+ a+b

Q=
S =

Bei einer arithmetischen Folge ist jedes Folgeglied
(mit Ausnahme des ersten) das arithmetische Mittel seiner Nachbarglieder.
Analoges gilt fiir geometrische und harmonische Folgen.

3 =
1,2,3,1,5,6,... : "2”:

1,2,4,8,16,32,... : V4-16=

111111 2.4-1 2 2 15
T007 99 4 E) 1 T — 8 — 1 <o —
1°2°3 56 3+ = 15 38
Rekursive Beschreibungen:
Ap—1 + Ap+1
an:% - py1 = 2ap —ap—1 ; n=>1
2
an
ap = 4/0n—-10n+1 - ap+1 = ;o o n>1
an—1
20y, —10p41 Ap—10
Pl i M S
an—1 + Ap+1 2ap1 — ay
Explizite Beschreibungen:
a, = ag+n(a; —ag)=na; —(n—1)ag
ar\" ay
an = 4ao- = Tn1
ao ayg
1 apal apal
a’TL = = =

i—l—n(i—i) nao—(n—l)a1 a1+n(a0—a1)

ai ao

12
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ao und a; sind so zu wahlen, dass keine Divisionen durch 0 auftreten.

Definition: Verallgemeinerter Mittelwert

Fiir zwei positive reelle Zahlen a und b und eine reelle Zahl r definieren wir

o faawy
ro 2

1
al +0'\T  a+b
m pry pry
! 2 2

Definition: (Verallgemeinerter Mittelwert)

Fiir zwei positive reelle Zahlen a und b und eine reelle Zahl r definieren wir

T EYaN:
my = 5

Definition: (Verallgemeinerter Mittelwert)

Fiir zwei positive reelle Zahlen a und b und eine reelle Zahl r definieren wir

)
my, =
2

mo =77

Es gilt:

Auf den Quotienten




lasst sich die Regel von Bernoulli-de I’'Hopital anwenden, also gilt

/ a"-lna+b"-Inbd
T 1 1
hm f(/r) :hm f/(’l") — hm a”+b — na+ nb
r—0 g(r)  r—0 ¢'(r) r—0 1 2
1
= 3 In(ab) = ln(ab)% =InVvab

und somit

1
lim (a b )T:eln\/%:\/%

r—0 2

geometrisches Mittel

harmonisches Mittel

arithmetisches Mittel

-4 -3 —2 ot 0 1 2 3 4 5 6 7

1
r T =
Ap—1 an+1 "
ay, = |———

Rekursive Beschreibung:

nt1 = (202—02_1>

Explizite Beschreibung:

3=

1
an = [nal - (n—1)a}]* = [af+n (] —a})]"
ao und a; sind so zu wahlen, dass keine Divisionen durch 0 auftreten.

Definition: Eine ”ziemlich” allgemeine Funktion

Zu zwei (positiven) reellen Zahlen ag und aq setzen wir

3=

fo@) = [ap+a(a)—ap)]" ; reR

14
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Bemerkung: Die Definitionsmenge der Funktion f, hangt von r und von der Wahl von

ap und a; ab.

3=

fr(@) = lag+a(a]—ag)]” 5 reER
Funktion(styp) r ag ai Funktionsgleichung
Potenzfunktionen >0 | 0 1 fip(x) =2a"
Wurzelfunktionen neN| 0 1 fn(x) = Y2
Quadratwurzelfunktion 2 0 1 fa(z) =z
Exponentialfunktionen! 0 a | a-b fo(z) =a-b"
Affine Funktionen 1 q | m+gq filx) =mx+q
1 1 _ 1
—1 q m+q fa(z) = ma—+q
-1 |1 3 foa(z—1) =3
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2.1 Arithmetische, geometrische und harmonische Folgen tauchen auf bei

Arithmetische, geometrische und harmonische Folgen tau-
chen auf bei ...

Die ”Briucke”

Behauptung: Die Strecken OPy, PP, P>Ps;, P3Py, ... bilden eine harmonische Zah-
lenfolge.
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E TH EIDGENOSSISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE ZURICH

Berichte (iber Mathematik und Unterricht
Herausgeber: U, Kirchgraber

Bericht No. 93-02
Miirz 1993

Perspektive und Axonometrie

P. Gallin, Wetzikon
H. Keller, Biilach
H. Stocker, Zilrich

Eidgenbssische Technische Hochschule
CH-8092 Ziirich
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E TH EIDGENOSSISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE ZURICH

Berichte (iber Mathematik und Unterricht
Herausgeber: U. Kirchgraber

Bericht No. 93-02
Miirz 1993

Perspektive und Axonometrie

P. Gallin, Wetzikon
H. Keller, Biilach
H. Stocker, Ziirich

diesen Zeiten gibt es viel interessantes Bildmaterial. Unbewusste Fehler in alten Dar-
stellungen und sogar in Lehrblchern zur Perspektive kénnen sehr relzvoll sein, weil sie
die Schwierigkeiten bei der Suche nach einer korrekten Theorie sehr deutlich nachvoll-
ziehen lassen (Tiefenstaffelung bei Schachbretibfden, Fluchtpunkte ausserhalb des
Horizonts, Kugeldarstellungen, Bilder mit mehreren Horizonten usw.). Nicht zuletzt

Eidgenfissische Technische Hochschule
CH-8092 Zilrich
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In der folgenden Skizze koemmt die Kernidee der perspektivischen Verkilrzung zum
Ausdruck: Das Auge verwandelt eine arithmetische Progression (z. B. Schienen-
schwellen) in eine harmonische Progression auf der Bildebene.

[ 1 £

- K/f‘
= > B
1] 4 5

Quelle: P. Gallin, H. Keller, H. Stocker: Perspektive und Axonometrie
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Schaut man sich im Fernsehen ein Tennisspiel an, dann sieht man das rechteckige Spiel-
feld als Trapez.

Das Netz teilt den Tennisplatz in zwei gleiche Héalften. Die Netzunterkante geht dabei
durch den Schnittpunkt der beiden Diagonalen des Trapezes (resp. des Rechtecks).



Mit den Bezeichnungen von oben und den Strahlensétzen gilt:

£:e+f:1+f

B c _g+h
m e e N N

1-|—E und —
a n g

23
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Also ist = = = und folglich m = n.

c c a—+c ac
_:1+—: — aC:m(CL-I-C) —— m =
m a a a—+c

Die Hohen der abgebildeten Strassenlaternen (die in Wirklichkeit gleich hoch und gleich
weit voneinander entfernt sind) bilden eine harmonische Zahlenfolge.
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Tonleitern
Die Frequenzen der Tone einer Tonleiter bilden eine Folge.
Grundton a: Frequenz: 440 Hertz.

Eine Oktave hoher: Frequenz: 880 Hertz.

Ton |Nr. | Frequenz [Hz] | Frequenz [Hz] | Frequenz [Hz]
a 0 440.0 440.0 440.0
ais | 1
h 2
c 3
cis | 4
d 5
dis | 6
e 7
f 8
fis | 9
g |10
gis | 11
a' |12 880.0 880.0 880.0
geometrisch arithmetisch harmonisch

Die Frequenzen 'unserer’ vertrauten Tonleiter bilden eine geometrische Folge!
‘gleichstufige Stimmung’, 'wohltemperierte Stimmung’

Mit dem Ansatz: f, = fo - q" = 440 - ¢" wird f12 = 440 - ¢*?2 = 880 und damit
=80 =2 — ¢= V2=~ 1.059463094.

Die (exakten) Frequenzen betragen also

frn & 440 - 1.059463094" Hz

31



32

Papierformate

PAPIERFORMATE DIN 476, VORZUGSREIHE A, BESCHNITTEN

Alle A-Formate haben ein Seitenverhiltnis von 1 zu v/2.

Die Fliche des Formates Ag betrigt genau 1 m?.

Die Breiten der Formate Ag, Ai, Ao, ... betragen

100 ( 1 )"
B,=— (| — cm
Ve \V2
Die Langen der Formate Ay, Ai, As, ... betragen

L, =100 \/ﬁ (%)n cm



Format | "exakte | "exakte | "DIN- | ”DIN-

Breite” | Lange” | Breite” | Lange”

A0 84.0896 | 118.9207 84.1 118.9
Al 59.4604 | 84.0896 59.4 84.1
A2 42.0448 | 59.4604 42.0 59.4
A3 29.7302 | 42.0448 29.7 42.0
A4 21.0224 | 29.7302 21.0 29.7
A5 14.8651 | 21.0224 14.8 21.0
A6 10.5112 | 14.8651 10.5 14.8
A7 7.4325 | 10.5112 7.4 10.5
A8 5.2556 7.4325 5.2 7.4
A9 3.7163 5.2556 3.7 5.2
A10 2.6278 3.7163 2.6 3.7

33
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Hiipfender Ball

5 Eine Stahlkugel, die aus 1 m Hohe vertikal
auf eine Stahlplatte fillt, erreicht nach dem Q

Auftreffen 95 % der vorherigen Hohe (Fig, 2). .- ——Q

a) Welche Hohe erreicht die Kugel nach dem e _ ___Q
fiinften Aufschlag noch? el e ——Q

b) Nach wie vielen Aufschligen erreicht sie A A A -___Q
gerade noch die halbe Hohe? {
¢) Welchen Weg hat die Kugel bis zum fiinf-

ten Aufschlag zuriickgelegt?

Quelle: Lambacher Schweizer, Gesamtband Oberstufe, 2007

|
|
|
|

Hohe in cm | Quotient

(Messung)
100.0
84.0 0.840
71.0 0.845
61.5 0.866
52.0 0.846
44.0 0.846
38.0 0.864
32.0 0.842
26.5 0.828
22.5 0.849
18.0 0.800

hn, =~ 100 -0.8424", n=0,1,2,3
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”Maschine mit Granit” (Arthur Ganson)

Technorama Winterthur

Ein Elektromotor treibt ein mehrstufiges Untersetzungsgetriebe an, dessen letzte Welle
fest in einen Granitblock eingelassen ist. Es gibt zwolf Untersetzungsstufen. Jede Stufe
besteht aus einer Gewindeschnecke, die auf ein Zahnrad wirkt.

Das Untersetzungsverhaltnis betragt 50:1 pro Stufe.

Wie lange wird diese Ewigkeitsmaschine laufen?
Die Antriebswelle dreht mit Uy = 200 Umdrehungen pro Minute.
Welle n rotiert mit U,, = 200 - (%)n Umdrehungen pro Minute.



Die Sonnenblume

Goldener Schnitt

gross klein

ganz

Goldener Winkel “  ganz gross “

gross klein

A

222.49°
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...und schliesslich noch ...

Problem: Auf einer Kreislinie sind n Punkte gegeben, die paarweise durch Sehnen ver-
bunden sind. In wieviele Gebiete wird das Innere des Kreises hochstens geteilt?

Problem: Auf einer Kreislinie sind n Punkte gegeben, die paarweise durch Sehnen ver-
bunden sind. In wieviele Gebiete wird das Innere des Kreises hochstens geteilt?

OPOE

Sind auf einer Kreislinie n Punkte gegeben, die paarweise durch Sehnen verbunden sind,
dann wird das Innere des Kreises in hochstens

(0)<()+())

Gebiete geteilt.



Anzahl Punkte | Anzahl Gebiete

L (0)+ () + () =1+0+0=1
QO+ +G) =1+1+0=2
B+ +@=1+3+0=
D+ @)+ () =1+6+1=3
G)+G)+()=1+10+5=16
O+G+ (@) =1+15+15=31

Que

lle: DVD

Satz: n Hyperebenen in allgemeiner Lage zerlegen R* in

Gebiete.

Spezialfalle:

(5) ()

RORH

k = 1: n verschiedene Punkte zerlegen eine Gerade in

(5) (1) =

Teile.

w

Fiir 5 Punkte gibt das 5 + 1 = 6 Teile.

39
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k = 2: n Geraden in allgemeiner Lage zerlegen die Ebene R? in

<8) . G) .\ (Z) :1+n+n(n2—1) _ n2—|—2n+2

Gebiete.

Fiir 4 Geraden gibt das M# = 11 Gebiete.

k = 3: n Ebenen in allgemeiner Lage zerlegen der Raum R? in

(- () -y

Gebiete.

" Twenty-five = Five times five!”

0+ ()+0) () =rvemw=a



3 Teilsummen, figurierte Zahlen
Zu einer gegebenen Folge a1, as,as, ... definieren wir

n
Shn =a; t+aztag+---+ap= E aj .
i=1

Sp, heisst n-te Teilsumme der Folge a,,.

Die Teilsummen s, s2, s3, ... bilden selber wieder eine Folge.

Fiir eine arithmetische Folge a, =a1 +(n—1)-d (n=1,2,...):

Fiir eine geometrische Folge a, =a1-¢" ' (n=1,2,3,...):

Sp=ay - =L =gy - L=
n — Wl 1—q — 1 q—1
Fiir eine harmonische Folge ay, d+(ifi)-a1 (n=1,2,3,...):
Sn = e e
( _m+(i71)(1 ad=0
1
9@ 7a1+;mi

. n ‘1 T X ’l
A g(x) dm<;m <./1 flz) de+ —

ap

1 d - 1 1 d 1
‘1402 SRS P QNI A
d n( o (1,1) < kzz:l a+ (k—1)d < d n( +n ) u,l> + a;

(n—1) d

41
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"y
In(1 +n) <ZE <1l+1Inn
k=1"

Fiir die Folge der Quadratzahlen a, = n?.

Die n-te Teilsumme ist

sp = 12422432 4 4 p? = nlntl)Entl)

Fiir die Folge der Kubikzahlen a, = n3.

Die n-te Teilsumme ist

sp=13 425435 4 pd = O (n("2+1))2

Fiir die Folge der Fibonacci-Zahlen F,

Die n-te Teilsumme ist

sp=F1+F+ -+F =F.—1
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Figurierte Zahlen

Figurierte Zahlen sind (natiirliche) Zahlen, die sich auf geometrische Muster beziehen.

Idee der griechischen Mathematiker!

Polygonalzahlen: ”Zweieckszahlen”
o L 2 J 000 o000 00000

1 1+1 1+1+1 1+1+1+1 1+1+1+1+1

Polygonalzahlen: Dreieckszahlen

.&&&:ﬁh

1 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5

Polygonalzahlen: Viereckszahlen (Quadratzahlen)

.::iiigg‘

1 1+3+45 14+3+5+7 1+3+45+7+9

Polygonalzahlen: Fiinfeckszahlen

.-::'é?"z":}-'}'? "%-‘}"“3?

+4 1+4+7 14+4+7+10 1+4+7+10+13

Polygonalzahlen: Sechseckszahlen
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.n@'@@

1+5+9 1+5+9+13 1+5+9+13+17

Die n-te ”Zweieckszahl” lautet
1+14+1414--+(1+(n—-1)-0)= n
Die n-te Dreieckszahl lautet
1+243+4+--+(1+(n—-1)-1)=
Die n-te Viereckszahl lautet
14+3+45+7+ - +(1+(n-1)-2)= n?
Die n-te Fiinfeckszahl lautet
1+4474+104+(1+(n—-1).3) ="
Die n-te Sechseckszahl lautet

1+54+9+13+---+(14+(n—-1)-4)=n2n—-1)

Die n-te k-Eckszahl lautet

T+04+Gk=-2)]+1+2k-2)]+ - +[1+m—1)-(k—2)]

:(k:—Q)n22—(k—4)n:(k_2)<g>+n

Fermatscher Polygonalzahlensatz

Jede natirliche Zahl lisst sich als Summe von hochstens k k-Eckszahlen darstellen.

Wichtiger Spezialfall: Vier-Quadrate-Satz

Jede natiirliche Zahl ldsst sich als Summe von hochstens vier Quadratzahlen darstellen.

»lch war der erste, der den sehr schonen und vollkommen allgemeinen Satz entdeckt hat,
dass jede Zahl entweder eine Dreieckszahl oder die Summe von zwei oder drei Dreiecks-
zahlen ist; jede Zahl eine Quadratzahl oder die Summe von zwei, drei oder vier Qua-
dratzahlen ist; entweder eine Fiinfeckszahl oder die Summe von zwei, drei, vier oder fiinf



45

Finfeckszahlen; und so weiter bis ins Unendliche, egal ob es ein Frage von Sechsecks-,
Siebenecks- oder beliebigen Polygonalzahlen ist. Ich kann den Beweis, der von vielen
und abstrusen Mysterien der Zahlen abhingt, hier nicht angeben; deswegen
beabsichtige ich diesem Subjekt ein ganzes Buch zu widmen und in diesem Teil arith-
metisch erstaunliche Fortschritte gegeniiber den vorhergehenden bekannten Grenzen zu
erbringen.“  (Pierre de Fermat)

Zentrierte Polygonalzahlen

- 560

60666 6266626
e e® egogoge
0, 9 e e o

<) ® =] ®
®6 0 6® ®egoge”
) ®

Die n-te zentrierte k-Eckszahl lautet
kn(n —1)

Gerade und ungerade Zahlen

1 Zeichne die Muster der Zahlen. Schneide sie aus,
o (o]0 foi-l'-| Q00000000
& 0o oo/ oeee se0ee
5! o L .

gerade Zahlen
o] [8/e] [e[e/e] (e]e/e[0] [o[e[e]e]s]
o] [eje] |ejeje] (eleee

1 3
ungerade Zahlen

Quelle: Zahlenbuch 1

Gleichwertige Tarmae

e ol

Figur 1 Figur 2 Figur 3

Quelle: mathbuch 3



Wichtige " Tatigkeiten” mit Termen

Terme gewinnen

Terme interpretieren

Terme vergleichen

Terme umformen/vereinfachen

Terme auswerten

Aufgabe 3

In einer anderen langweiligen Lektion malt ein Schiiler geometrische Figuren aus
Punkten auf ein Blatt Papier. Hier sind die ersten drei Figuren abgebildet:

e ® @
@ ]
@ o ©

Figur 1

® @

L
® o
e @
e o
Figur 2

e ©
e o
® o
e o
® e
e @
e o

® e L]
e o [ ]
®e @& e @
e o ©

e o ©

® @ @ o
® ® o
Figur 3

Wenn der Schiiler immer nach demselben Muster weiterzeichnet, aus wie vielen Punk-
ten wird dann die n-te Figur (n = 1, 2, 3, ...) bestehen? Kénnen Sie dafiir einen Rechen-
ausdruck abhéngig von n angeben?

Armin P. Barth, Mathematik fiirs Gymnasium 1, hep-Verlag

e © o e © © o o
.DO e © o © o
e o o ° .D. ®
Figur 1 e e © o o
e © o o ©
Figur 2

321 52— 1

(2n + 1)?

® o o e © o [ ]
® o OD.. e ©
Figur 3

7?1 (2n+1)? —1
—1=4n’+14n
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e|® |eo e ©|oe|e o e © o e © o
L] ® e o|oe |0 o e o o e o o
e|le|o ® o e o ® © o| 0 |0 o o
Figur 1 e olo|o o e o o e o ©
e ®|oe |0 o ® o o/ 0|0 o ©
Figur 2 e o o e ®© o
® o o e © o
Figur 3
4-1244-1 4-92244.2 4-3244.3 4-n*+4-n
@ @ @ @ @ ® @ @ ] @ @ @ ] @
® ® @ @ @ o ® @ ® @ ® ® o
] @ @ @ @ ® [ @ @ @ @ @ ] @
@ @ @ @ @ ® @ @ ® ]
@ @ @ [ @ @ @ ® ® @ ®
@ @ @ @ @ @ @
@ @ @ @ @ (] ®
] @ @ @ @ ® @ @ @ @ o @ @ @
® ® ® ® @ @ ] ® @ ® @ ® ® ®
@ @ @ @ ® @ @ @ @ @ @ (] @
@ @ @ ] @ @ @ @ @ (] ®
@ @ [ @ @ @ o @ ] @
® @ @ @ @ @ @
@ @ @ @ ® @
] @ @ @ @ @ @ @ @ @ ]
® ® ® @ ® @ @ ® @ @ ®
] @ @ @ [ @ @ @ @ @ @
® [ @ ® @ ® @ ® @ @ ®
@ @ ® @ @ @ o @ (]
(] (] (] ] ) @ @ ) @

47



48

e o e o o o e e o o o o

e o e o o o e e o o o o

e o e o o o e e o o o o

e o e o o o e e o o o o
32_1=(3_1)(3+1)=2.4 e o o o e e o o o o
e o o o e e o o o o

52-1=05-1)(5+1)=4-6

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
?-1=(T-1)(T+1)=6-8

2n+1)P2-1=02n+1-1)2n+1+1)=2n-(2n+2)

Die Summe zweier aufeinanderfolgender Dreieckszahlen ist eine Quadratzahl.

(n—1n nn+1) n?—n+n’>+n  2n?

2
Dyp1+ D, = 5 + 5 = 5 5 =n
o 00000
o ( X J 00000
o0 000 - 00000
o000 0000 00000
0000 00000 00000

RO GER B KELSEN
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©006000000

©900 00000

000060000

©0|0®

© 000 0000

S+ (2n-1) = n

1+3+5+-:

3:4; 2-(1+2+344)=4-5

=2-3; 2-(1+2+3) =
2-(142+3+-

2. (142)

+n)=n(n+1)

1
3)

-+rxz=%n(n+1](n+

P42+
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12 2.
+ 22 12422 43% 12422
; 4224 3% 442

6(12+22 2 2
+324+4%) =4-5-9

nn+1)2n+1)

12+22 2
+324 ... 1n2=
6
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4 Zahlenfolgen und Unendlichkeit

Theologen predigen das Unendliche als Eigenschaft Gottes und der
Ewigkeit, aber unseren Erkenntnisdrang vermogen sie damit nicht
zu stillen; Philosophen ergehen sich in phantastischen Spekulatio-
nen iiber das Unendliche, aber Definitives ist von ihnen nicht zu
erfahren. Die Mathematik hingegen beansprucht, die wahre Wis-
senschaft vom Unendlichen zu sein und alles, was wir dariiber wis-
sen konnen, verdanken wir dem Genie der Mathematiker.

(Quelle: Taschner Rudolf, Das Unendliche, Springer Verlag, 1995)

Unendlichkeit von Zahlenmengen

Wie gross eine Zahl auch sei, man kann sich immer eine grossere
vorstellen, und weiter noch eine, welche die letzte iibersteigt.

Blaise Pascal, franzosischer Mathematiker und Philosoph, (1623 bis 1662)

Wer sagt das eigentlich?

Die Peano-Axiome, um 1900

Giuseppe Peano, 1858 - 1932

Die Peano-Axiome, um 1900

Axiom 1: 1 (resp. 0) ist eine natiirliche Zahl.

Axiom 2: Jede natiirliche Zahl n hat eine natiirliche Zahl n’ als Nachfolger.
Axiom 3: 1 (resp. 0) ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

Axiom 4: Natiirliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich.

Axiom 5: Siehe weiter unten.
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1 3| 456
an=n?|1][4[9]16|25]36]--

1. Begriff der Machtigkeit von Zahlenmengen.
N, Z und Q sind gleichméchtig!

Folge der ganzen Zahlen:
apg=0, a1 =1, ac=—-1, as3=2, ag=-2, as =3, ag=—3, ...

A2p—2 = —N ;G2p—1 =N, ; ’I’L:1,273,4,...

2. Vollstandige Induktion

Peano-Axiom 5: Enthilt eine Menge X die 1 und mit jeder natiirlichen Zahl k auch
deren Nachfolger k', so bilden die natiirlichen Zahlen eine Teilmenge von X.

Behauptung: Fiir jede natiirliche Zahl gilt:

n(n—l—l).

L4243+ n="—"



Beweis: 1 = 1'(12“) = 1: Die Behauptung stimmt fiir n = 1.

Annahme: Die Behauptung stimmt fiir eine natiirliche Zahl k.

k(k+1) (k+1)[(k+1)+1]

1+2+434+k+(k+1)= +(k+1)=

2 2
Dann stimmt die Behauptung auch fir k + 1.

Also stimmt die Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen!

Ludwig Wittgenstein: ”Eine Induktion ist kein Beweis!”

A(1)
Vi s A(k) — A(k + 1)

= Vn:A(n)

'=" ist keine Schlussfolgerung, sondern eine Festlegung!!!

Richard Dedekind: Idee der Induktiven Menge

Ernst Zermelo: Unendlichkeitsaxiom

3. Begriff des Grenzwertes, Konvergente Folgen

lim a, = a
n—oo

Zu jedem € > 0 gibt es N, so, dass aus n > N; folgt: |a, — a| < e.

Beispiel 1:  a, = %

1
Vermutung: li_}m —=0
n—oo n

g > 0 sei gegeben. Setze N, = % Aus n > N; folgt % < N% Also
Lot
n n N,

lan —al =

o =] =
Il
o

Exkurs:
flx+h) = f(z)
h

Differenzenquotient:

f(x):x2_>f(:r:+h]1—f(x) _ (ZL‘—Fh]):—:L'2 Corih

Und jetzt?? ”h wird kleiner und kleiner!”, ”h wird schliesslich 0.”

93



fat+h) = @) _ (@t h)?—a?
h h

Idee: Setze h = % Dann wird 2z + % zu einer Folge von Sekantensteigungen.

[} Fhlf(xz+h))

f($)2332—> =22+ h

54
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Beispiel 2:

Wird der Ap-Bogen vollstéandig bedeckt?

Die Papierformate Ay, As, As,--- , A, bedecken

n

171
=_-.__ 2/ _q1_ (2
2 74"38 m 21— (2)

N[
SN—

1 1 1-

11 1
Sn=ct -ttt =

N[

des Formates Ag.

Ist lim s, =177
n—oo

1\" 1\" 1
—=p1—(=) —1]=|(z) |==
== () 1 =|G) o
Wihle n > N, = —{25.
9 9 1 9 [(1\> 9 [1)°
A R 2= =177
st 0.9999...= 1o+ 15" 10+ 19 (10) + 15 (10) + 1
2 3 —1 1—q"
Sp=a1+a1-q+ar-q¢ +ar-¢+---+a-q¢" =a1-1_q
1 al

Fir —1<¢<1 gilt: lim s, =a;g - =
n—oo
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5 Zahlenfolgen und Gleichungen (Exkurs: Negatives Wissen)

Negatives Wissen

Fritz Oser - Maria Spychiger

Lernen
ist schmerzhaft

Zur Theorie des
Negativen Wissens und zur
Praxis der Fehlerkultur

Oser, Fritz & Spychiger, Maria (2005), Lernen ist schmerzhaft

Fritz Oser (1937 - ) Schweizer Padagoge, Psychologe

Negatives Wissen ist das Wissen dariiber,
e was falsch ist,
e wie etwas nicht ist oder nicht funktioniert und

e was man nicht tun sollte.
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Fritz Oser:

”"Man kann etwas wirklich nur aus seinem Gegenteil erkennen!”

Fritz Oser:

”"Um zu wissen, wie etwas funktioniert, muss man gleichzeitig wissen, wie etwas nicht

funktioniert!”

Die 10 Siinden der Mathematik 407

21 Die 10 Siinden der Mathematik

Siinde: Korrekter Wog, falls vorhanden: Aber:
-3 # 49 Klammer-Stnde: —3% = (-1).3-3=-9 (32 =(-3)- (=3 )= +9
pEi# ﬁ:— Pti=§-3%5 % b u‘;ﬁfll" f8=3§4 (Bruchrechnen!)
2+ b)? &£ 0% £ 42 (2} =a® £20h+ 5  (Bin Formeln!) | (a-b)% = a2 5% (,EJJ” = f

a® =¥ =(a+b) (a=5 (Bin Formel!)
[z £ b)™ £ a™ £ 5° (e + 8" Pascal Dreleck, Bin. Satz! [ - = a® b (Polenzsuta)
Valr bl Lath va? + " keine Vereinfachung moglich! | +a% - 52 = Jex] - |8 ist O,
VEEF A £ 3+ 4 m=m=\@=vﬁu
vaEh#Jat b via £ b keine Vereinfachung maglich! va- b= 1 vh, Vi = sz
|adb]| £ |a £ |H [a+b|<|a|+ |4 (Dreiecksungleichung) | |a-b| = Jea] - (B ist QK.
Tnn e B) o I () & I () Infath) keine Vereinfachung! In @ - b} = In{a) + In(b)

In(g] =Infa) — lnb)

A=V gl g% L g¥ e*t =a% . o¥  (Potenzgesetzel) ¥ e ()Y, av = ¥oF
sin (o % b) # sin{a) £sin(b] | sin (o = b) = sinfe) - cos(h) & cos(a) -sinfB) | sin(a-b) keine Vervinfachung!

A. Wetzel, Mathematik - einfach verstandlich

(a+b)2=a%+b% 77777777

Negatives Wissen: 1- und 2-stellige Rechenoperationen sind (fast) nie vertauschbar!!!
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Zahlenfolgen und Gleichungen

Lehrplan: Die Schiilerinnen und Schiiler 16sen Gleichungen, die im Zusam-
menhang mit den behandelten Funktionen auftauchen.

2", a®, lnz,sinz, Vz, ...

2 x

2> =¢%, Inz=sinz, 2°

—x =2,

Botschaft des negativen Wissens:

Gleichungen kann man (fast) nie (exakt) 16sen!

Tabletten
Eine Patientin nimmt téaglich eine Tablette mit 5 mg eines Wirkstoffes ein. In den fol-
genden 24 Stunden werden im Korper 40 % abgebaut und ausgeschieden.

Problem: Bestimme a,,, die Menge Wirkstoff (in mg) im Korper der Patientin am Tag
n.

Es gilt: a1 =5; apny1 =06-a,+5

Api1 = 0.6 - an+5

TL—>OO\ n — oo

a = 06-a+5 = a=12.5

Geometrische Reihe

sn=a+ag+ag+ag + - +ag"

Snr1=a1+ag+ad +ad + - +ad"  tad" =ai+q-s,
Spt1 =01+ ¢q " Sp
n—>oo\ \TLHOC

ay
s = a1+q-s == s=

1—¢q
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ani1 =0.6-a,+5 Sp+1 = a1+ q - Sy

. .

a = 06-a+5 § = a1+q-s

an+1:O.6-an—|—5 Sp+1 =01+ q - Sy

. .

a = 06-a+5 s = ar+q-s

Beispiel:

X2 . fr  =WURZEL(EXP(-X1))
X Y z AR

1
| 0.60653066_|
0.73840315
0.69128605
0.7077651
0.70195741
0.70399875
0.70328056
0.70353315

o 0.7034443
1, 0.70347555
2| 0.70346456
3| 0.70346843
4 0.70346707
5 0.70346755
s 0.70346738
7. 0.70346744
s 0.70346742
s 0.70346742
o 0.70346742

[T R - TR Y. T S * R Y

L T e e =

PR X



GeoGebra Classic 5

AT P OO, L N e b

» Algebra

X » Grafik
Funktion
® f(x) =e*
®g(x) =x2
Punkt

® S =(0.7034674222, 0.4948664147)
Text

® Textl = “x”
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Weitere Themen...

Das Flachenproblem: Exhaustion, Unter- und Obersummen,...

Lucas-Folgen, spezielle Rechtecke, ...
® a,11 =r1-ay,+ s Turm von Hanoi, Legende vom Weizenkorn, ...

e Approximation von (irrationalen) Zahlen durch rationale: Dezimalbruchentwick-
lung, Kettenbriiche,

Folgen komplexer Zahlen: Fraktale, Riemann-Vermutung,....



