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| Die BL als geometrischer Ort

A und B sind zwei fixe Punkte im Abstand 2.
Die Menge aller Punkte P, fur welche

AP - BP =1 gilt, ist eine BL.




Konstruktion der BL-Punkte P
mit Hilfe des Hohensatzes

h
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Il Gleichungen einer BL

e Koordinatenformen

e Polarformen



AP-BP =1=/(1+x)%+y2 /(1 — x)%+y?

A(-1]0) 1 X 1-x B(1 | 0)
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Koordinatengleichung:

1=/(1+x)2+y2-/(1—x)2+y?
1=(A+x0)%+y?) - ((1-x)*+y?)
1=>1+x)*A—x)*+ 1 +2x)%y% + (1 —x)%y% +y*
1=(1-x%)%42y%+ 2x%y* +y*
1=1-2x%4+x*+2y% + 2x%y* +y*

2x% — 2y% = x* + 2x%y4 + y*

2(x* —y*) = (x*+y*)°




Ubungen:
e AP -BP = c? mit A(—c/0) und B(c/0) liefert
ZCZ(XZ _ yZ) — (X2+y2)2,

. . V2
also insbesondere fir ¢ = 7:

x2 _ yZ — (X2+y2)2

e AP -BP = 2c¢?%, mit A(—c/—c) und B(c/c) liefert
8cixy = (x%+y?)?,

. . 1
also insbesondere fiir ¢ = 5:

xy = (x*+y*)*




* Begrunde die Symmetrien rechnerisch.

* P(x/y) sei ein Punkt auf der Lemniskate
2(x* —y*) = (x*+y*)*.

Berechne vy, falls x = 1.
(—=Biquadratische Gleichung)

FUr welche y-Werte wird die Diskriminante
der Lemniskatengleichung null?
(—=Extremalpunkte)



1 =+/12 + 12 — 2rcos(180° — @) - /12 + 12 — 2rcos(¢)

y P(r;p)

A(-1]0) 1 1 B(1 | 0)
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Polarform:

1= \/12 + r? — 2rcos(180° — @) - \/12 + 1?2 — 2rcos(p)
1 = \/1 + r? 4+ 2rcos(p) - \/1 + r? — 2rcos(p)

1 =(1+1r?)?*—(2rcos(¢))*

0 =2r%+7r*—4r2cos?(p) = r(r? + 2 — 4cos*(¢))
liefert:

(@) = \/4cos?(p) — 2 = V2 - cos(2¢)




Ubungen:

e AP -BP = c? mit A(—c/0) und B(c/0) liefert
r(@) = c /2 cos(2p),

. . V2
also insbesondere fir c = 7:

r(p) = |/ cos(2¢)

* Um 45° gedreht:
r(@) = +/cos(2(p — 45°)) = /sin(2¢)




* Begrunde die Symmetrien.
e Zeige in der Figur unten, dass

$15, = +/2(1 — sin2(9)) (= /2 - cos(2¢) !)
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Il Die BL als Schnittfigur

Torusschnitt:
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Kegel z% = x* — y?

mit Paraboloid z = \/z—z(x2 + y2) schneiden:
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IV ,Kehrwerte von Kehrwerten®
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Berechnung:

1 u*+1

r = u2+—2= >

\ R

1 u?
— — = — X2+ 2

r u* +1 \/ Y

\

Lo X _ U Yy a2 a2
Mit S =1 = U folgt ) +y




Invertiert man eine gleichschenklige Hyperbel
an einem Zentralkreis, so entsteht eine BL.
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V.  Mechanische Konstruktion
einer BL




A(-110)

Aus A'(x —u/y —V1—u?),B'(x + u/y + V1 — u?),
AA" =2 und BB’ = /2, folgt durch Elimination von
u die BL-Gleichung 2(x? — y?) = (x%+y?%)2.



VI Diverse Eigenschaften einer BL

Kreis, gleichseitiges Dreieck, Quadrat
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* gleichseitiges Dreieck:

E(x \/;/i %) sind die Extremalpunkte.

(= Ubung vorne oder mit partiellen Ableitungen)

* Der Quadratflacheninhalt entspricht dem Inhalt der
halben BL:

/4 12 /4 T[/
2 f —de = j 2 cos(2¢) do = [sin(2¢)] /4
0o 2 0 0

= sin(”/z) =1



Winkeleigenschaft:

Spezialfall: Fur ¢ = 30° ist P ein Hochpunkt.
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Zeige: € =20

11.09.2019

TMU 2019

26



Inversion am Kreis:

vy
gy

A\/



€ = 2, da die Normale gerade die negative Steigung der
Ursprungsgeraden hat:

> X
flx,y) =x*—y? — k= gradient = 2 (—y)




