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I Die BL als geometrischer Ort
𝐴 und 𝐵 sind zwei fixe Punkte im Abstand 2. 
Die Menge aller Punkte 𝑃, für welche 
𝐴𝑃 $ 𝐵𝑃 = 1 gilt, ist eine BL.
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Konstruktion der BL-Punkte P
mit Hilfe des Höhensatzes
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II Gleichungen einer BL

• Koordinatenformen
• Polarformen
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𝐴𝑃 $ 𝐵𝑃 = 1 = (1 + 𝑥)++𝑦+ $ (1 − 𝑥)++𝑦+
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Koordinatengleichung:

1 = (1 + 𝑥)++𝑦+ $ (1 − 𝑥)++𝑦+

1 = ((1 + 𝑥)++𝑦+) $ ((1 − 𝑥)++𝑦+)
1 = (1 + 𝑥)+(1 − 𝑥)+ + (1 + 𝑥)+𝑦+ + (1 − 𝑥)+𝑦+ + 𝑦.

1 = (1 − 𝑥+)+ + 2𝑦+ + 2𝑥+𝑦+ +𝑦.

1 = 1 − 2𝑥+ + 𝑥. + 2𝑦+ + 2𝑥+𝑦+ +𝑦.
2𝑥+ − 2𝑦+ = 𝑥. + 2𝑥+𝑦+ + 𝑦.

2(𝑥+ − 𝑦+) = (𝑥++𝑦+)+
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Übungen:

• 𝐴𝑃 $ 𝐵𝑃 = 𝑐+, mit 𝐴(−𝑐/0) und 𝐵(𝑐/0) liefert   
2𝑐+(𝑥+ − 𝑦+) = (𝑥++𝑦+)+,

also insbesondere für 𝑐 = +
+

: 

𝑥+ − 𝑦+ = (𝑥++𝑦+)+

• 𝐴𝑃 $ 𝐵𝑃 = 2𝑐+, mit 𝐴(−𝑐/−𝑐) und 𝐵(𝑐/𝑐) liefert  
8𝑐+𝑥𝑦 = (𝑥++𝑦+)+,
also insbesondere für 𝑐+ = 4

5
:

𝑥𝑦 = (𝑥++𝑦+)+
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• Begründe die Symmetrien rechnerisch.

• 𝑃(𝑥/𝑦) sei ein Punkt auf der Lemniskate 
2(𝑥+ − 𝑦+) = (𝑥++𝑦+)+.

Berechne 𝑦, falls 𝑥 = 1.
(→Biquadratische Gleichung)

Für welche 𝑦-Werte wird die Diskriminante 
der Lemniskatengleichung null?
(→Extremalpunkte) 

11.09.2019 TMU 2019 9



1 = 1+ + 𝑟+ − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(180° − 𝜑) $ 1+ + 𝑟+ − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑)
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Polarform:

1 = 1+ + 𝑟+ − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(180° − 𝜑) $ 1+ + 𝑟+ − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑)
1 = 1 + 𝑟+ + 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑) $ 1 + 𝑟+ − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑)
1 = (1 + 𝑟+)+−(2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑))+

0 = 2𝑟+ + 𝑟. − 4𝑟+𝑐𝑜𝑠+ 𝜑 = 𝑟+(𝑟+ + 2 − 4𝑐𝑜𝑠+ 𝜑 )
liefert:

𝑟 𝜑 = 4𝑐𝑜𝑠+ 𝜑 − 2 = 2 $ cos(2𝜑)
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Übungen:

• 𝐴𝑃 $ 𝐵𝑃 = 𝑐+, mit 𝐴(−𝑐/0) und 𝐵(𝑐/0) liefert
𝑟 𝜑 = 𝑐 $ 2 $ cos 2𝜑 ,

also insbesondere für c = +
+

:

𝑟 𝜑 = cos 2𝜑

• Um 45° gedreht: 

𝑟 𝜑 = cos 2(𝜑 − 45°) = sin 2𝜑
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• Begründe die Symmetrien.
• Zeige in der Figur unten, dass 
𝑆4𝑆+ = 2(1 − 𝑠𝑖𝑛+ 𝜑 ) = 2 $ cos(2𝜑) !
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III Die BL als Schnittfigur

Torusschnitt:
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Kegel 𝑧+ = 𝑥+ − 𝑦+

mit Paraboloid  𝑧 = +
+
(𝑥+ + 𝑦+) schneiden:

11.09.2019 TMU 2019 15



IV „Kehrwerte von Kehrwerten“
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Berechnung:

𝑟 = 𝑢+ +
1
𝑢+

=
𝑢. + 1
𝑢+

⟹
1
𝑟
=

𝑢+

𝑢. + 1
= 𝑥+ + 𝑦+

Mit  L
M
= N

⁄P Q
= 𝑢+ folgt  ⁄R S

( ⁄R S)TU4
= 𝑥+ + 𝑦+.

Also 𝑥+ + 𝑦+ = L
M
$ MT

LTUMT
⟹ 𝑥+ + 𝑦+ + = 𝑥𝑦 BL!
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Invertiert man eine gleichschenklige Hyperbel 
an einem Zentralkreis, so entsteht eine BL.
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V Mechanische Konstruktion 
einer BL
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Aus 𝐴′(𝑥 − 𝑢/𝑦 − 1 − 𝑢+), 𝐵′(𝑥 + 𝑢/𝑦 + 1 − 𝑢+),
𝐴𝐴′ = 2 und  𝐵𝐵′ = 2, folgt durch Elimination von 
𝑢 die BL-Gleichung 2(𝑥+ − 𝑦+) = (𝑥++𝑦+)+.
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VI Diverse Eigenschaften einer BL

Kreis, gleichseitiges Dreieck, Quadrat
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• gleichseitiges Dreieck: 

𝐸(± Y
+

/±4
+
) sind die Extremalpunkte.

(→Übung vorne oder mit partiellen Ableitungen)

• Der Quadratflächeninhalt entspricht dem Inhalt der 
halben BL:

2 $ [
\

]^ . 𝑟+

2
𝑑𝜑 = [

\

]^ .
2 cos 2𝜑 𝑑𝜑 = sin 2𝜑 ]𝜋 4

0
= sin ]𝜋 2 = 1
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Winkeleigenschaft:
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Spezialfall: Für ϕ = 30° ist P ein Hochpunkt.



Zeige: ε = 2ϕ
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Inversion am Kreis:
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ε = 2ϕ, da die Normale gerade die negative Steigung der 
Ursprungsgeraden hat:

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥+ − 𝑦+ − 𝑘 ⇒ 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡 = 2
𝑥
−𝑦
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