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Zur Person

❚ 1975-1982 Studium: Mathematik (Bonn)
❚ 1985 Promotion (Bonn): Zahlentheorie, alg. Topologie

❚ 1985- tätig in der Automatenwirtschaft

❚ 1998 „Glück, Logik und Bluff”

❚ 2002 „Algebra für Einsteiger”

❚ 2011 „Statistik – wie und warum sie funktioniert“

❚ derzeit Geschäftsführer von drei Automatenherstellern



Gesellschaftsspiele ...

Es gibt zwei Elemente, durch die sich Spiele von
allen anderen unserer Erfahrungswelten unter-
scheiden. Das eine Element ist die Ungewiss-
heit, das andere Element die Gerechtigkeit.

Alex Randolph, Spielautor



Ungewissheit

❚ Letztlich die Motivation zum Spiel,
erzeugt sowohl
❙ Unterhaltung und Spannung durch

Abwechslung wie

❙ allseitige Gewinnhoffung

❚ Für diese Ungewissheit gibt es prinzipiell
drei verschiedene Ursachen ...



Ungewissheit: Ursachen

❚ Zufall (Kartenmischen, Würfeln)

❚ vielfältige Kombinationen von Zug-
möglichkeiten zu Zugfolgen (Schach:
selbst ein „Zwei-Züger” kann nicht-trivial
sein)

❚ verdeckte Information (jeder kennt nur
seine eigenen Karten bzw. gleichzeitige
Züge wie bei Papier-Stein-Schere)



(Bei-)Spiele für Spieltypen

kombinatorische Spiele

strategische Spiele Glücksspiele

Diplomacy, Stratego, Geister

Poker

Skat

Backgammon

Eile mit Weile, Mensch ärgere dich nicht

Papier-Stein-Schere

Schach, Go

Roulette

Jass

Bluff Glück

Logik



... und noch etwas aktuellere Spiele



Wozu Mathematik für‘s Spiel?

❚ Realisierung gut(!) spielender Programme

❚ Theoretische Auslotung des dabei erreichbaren
Qualitätslevels

❚ Mathematische Charakterisierung rechtlicher
Einordnungen (z.B. „Glücksspiel” in Abgrenzung zum
„Geschicklichkeitsspiel”)
Schach gegen einen Computer wird – trotz der ausschließlich von der Logik beherrschten
Spielregeln – zum Glücksspiel, wenn die Bedingungen so gesetzt werden, dass der Computer
seine im Programm angelegte Überlegenheit ausspielen kann und der Durchschnittspieler
deshalb auch unter Aufbietung höchster geistiger Anspannung chancenlos ist.
Verwaltungsgericht Wiesbaden 10.10.1995 (5/3 E 32/94)

❚ Modellierung realer Entscheidungsprozesse
(z.B. zur Versteigerung von UMTS-Lizenzen)



Unabhängiger Finanzsenat Wien ...



Die Mathematik der Spiele

❚ Zufall: Wahrscheinlichkeitsrechnung
(ab 1654 „Glücksspieltheorie” von Pascal
und Fermat)

❚ Kombinationsvielfalt: diverse Bezüge zur
Mathematik, seit ca. 1970 insbesondere
Kombinatorische Spieltheorie

❚ verdeckte Information: Spieltheorie
(John von Neumann: 1928 und richtig ab
1944).



1. GLÜCK:
Vom Glücksspiel ...

❚ 1222: erste richtige Analyse über Würfelspiele und
deren Chancen. Es folgen weitere, isolierte und oft
falsche Analysen.

❚ 1654 Fermat, Pascal entwickeln Systematik zur
Lösung von Glücksspielproblemen (u.a. für de Méré):
❙ Reichen 24 Würfe, um auf mind. eine Doppel-Sechs zu setzen?



... zur Wahrscheinlichkeit

❚ 1657-, 1703-, 1786-  Huygens,
Jacob Bernoulli, Laplace ...: Glücksspiele
sind Standard- aber nicht alleinige Beispiele:

❙ determinierte Modell-Situation

❙ „Laplace-Modell” reicht

❙ Wahrscheinlichkeit: Chance auf Gewinn (aufgrund von
Symmetrien oder als experimentell bestimmbarer Messwert)

❙ Zufallsgröße: Höhe des Gewinns

❙ Erwartungswert: „fairer” Einsatz, z.B.:
E(X + Y) = E(X) + E(Y) „fairer” Einsatz für zwei Gewinnspiele X, Y;
E(X�Y) = E(X)�E(Y)      für unabhängige X,Y , „fairer” Einsatz für „Schiebewette”



Wahrscheinlichkeiten beim Roulette

❚ Roulette ist – außer bei defekten Kesseln –
mathematisch eher uninteressant

❚ Es gibt ein Gesetz der großen Zahlen, aber
kein „Gesetz des Ausgleichs”, d.h.:
In Spielserien nähern sich die relativen Häufigkeiten den Wahrschein-
lichkeiten an (die Überschreitung beliebig kleiner Abweichungen wird
beliebig unwahrscheinlich). Die absoluten Wahrscheinlichkeiten kon-
vergieren aber nicht!
Beispiel, dass es beim Gesetz der großen Zahlen keines Aus-
gleichs bedarf:
Nach 10×„Rot” nimmt bei 6×„Rot” und 4×„Schwarz” das relative Über-
gewicht von „Rot” ab, obwohl das absolute Übergewicht zunimmt.



Erwartungswerte beim
„Swiss Lotto“

❚ Wahrscheinlichkeiten für alle ca. 8,145 Mill.
„6 aus 45”-Tippmöglichkeiten sind gleich.

❚ Aber: Quoten bei selten gesetzten Zahlen
und Zahlkombinationen sind höher.

❚ Besonders schlecht sind „Geburtstagstipps”
und regelmäßige geometrische Muster.
Dazu eine Untersuchung von 16,8 Mill.
Tippreihen (Riedwyl, 6. Ziehung 1990) ...



Lotto: 16,8 Mill. Tippreihen
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Black Jack



Black Jack

❚ Mit „Siebzehn-und-Vier” verwandtes Casinospiel,
das gegen die Bank gespielt wird. Chancen
variieren je nach Strategie (z.B. Gewinnerwartung
–0,057 bei naheliegender Bank-Imitat-Strategie).

❚ Baldwin u.a. (1956): Optimale Ziehstrategie (ohne
Berücksichtigung der gezogenen Karten, Gewinn-
erwartung: – 0,006 bis –0,008 je nach Regel-
variante).

❚ Thorp 1961: Bei Berücksichtigung der gezogenen
Karten ist positive Gewinnerwartung möglich:

www.bewersdorff-online.de/blackjack/



Monopoly: Das Spiel

❚ Meistverkauftes Wirtschaftsspiel:
ca. 250 Mill. verkaufte Exemplare.

❚ Erfunden 1931 durch Charles Darrow

❚ Aber: Landlord‘s Game von 1904 war Vorläufer



Monopoly: Das Problem

❚ Wo winken die besten Renditen?

❚ Strategischer Einfluss: kaum beim Ziehen, wohl
aber bei den Investitionen.

❚ Symmetrie-Bruch durch Gefängnis (inkl. Pasch-
Regel und Karten „Gehen Sie ... ”. Die 40 Felder
unterscheiden sich daher erheblich im Hinblick auf
die durchschnittliche Besuchs-Häufigkeit!

❚ Ertragskennziffer: Miethöhe × Wahrscheinlichkeit
(= pro Zug zu erwartende Miete)



Monopoly als Markow-Kette

❚ Monopoly-Würfel-Rundkurs entspricht einer
regulären Markow-Kette mit 120 Zuständen (40
Felder mit jeweils 3 Pasch-Unterzuständen).

❚ Eindeutig bestimmte Gleichgewichtsverteilung
kann mittels (Monte-Carlo-)Simulation oder durch
Lösen eines linearen 120×121-Gleichungssystems
ermittelt werden:

www.bewersdorff-online.de/monopoly



Monopoly: Das Resultat

❚ Bei der Schweizer Ausgabe landet man auf dem
Bundesplatz (Bern) durchschnittlich 48% häufiger
als auf dem Place St-François (Lausanne).



2. LOGIK:
Schach: Vorher, ...

In genauem Verhältnis zu dem Fortschreiten des
Schachspiels steht die Ungewissheit jedes folgenden
Zuges. Wenn ein paar Züge gemacht worden sind, so
ist kein weiterer Schritt mehr sicher. Verschiedene
Zuschauer des Spieles würden verschiedene Züge
anraten. Es hängt also alles vom veränderlichen Urteil
der Spieler ab. Wenn wir nun annehmen (was nicht
anzunehmen ist), dass die Züge des automatischen
Schachspielers in sich selbst bestimmt wären, so
würden sie doch durch den nicht zu bestimmenden
Willen des Gegenspielers unterbrochen und in
Unordnung gebracht werden. Es besteht also gar
keine Analogie zwischen den Operationen des
Schachspielers und denen der Rechenmaschine des
Herrn Babbage.

Edgar Alan Poe
(über den Schachautomaten des Baron von
Kempelen)



Schach: ... die Frage, ...

...

Kann der Wert einer beliebigen während des Spiels möglichen Position für
eine der spielenden Parteien sowie der bestmögliche Zug mathematisch-
objektiv bestimmt oder wenigstens definiert werden, ohne dass auf solche
mehr subjektiv-psychologischen wie die des „vollkommenen Spielers” und
dergleichen Bezug genommenen zu werden brauchte? Dass dies
wenigstens in einzelnen besonderen Fällen möglich ist, beweisen die
sogenannten „Schachprobleme”, d.h. Beispiele von Positionen, in denen
der Anziehende nachweislich in einer vorgeschriebenen Anzahl von Zügen
das Matt erzwingen kann ...

Ernst Zermelo, 1912



Schach: ... die Antwort, ...

Jede Schachposition (=Stellung + Zugrecht)
gehört zu genau einer Klasse:



... die Theorie: Zermelos Satz

❚ Jedes endliches Zwei-Personenspiel-Null-
summenspiel mit perfekter Information
besitzt einen eindeutigen Wert.
❙ Rekursive Berechnung durch Bildung des

Maximums bzw. Minimums der Werte der
Nachfolgepositionen.

❙ Schachcomputer nutzen dieses Prinzip.

❙ Bei Zufallszügen (Backgammon) ist der
Erwartungswert zu berechnen.

❙ Bei 3-Personenspielen gilt das nicht.



Manche Spiele sind einfach ...

❚ Kein Unentschieden möglich,

❚ also besitzt Anziehender Gewinnstrategie
(Nash 1948, „Strategieklau”-Argument)

Hex:
❙ gezogen wird abwechselnd,

❙ Sieger ist, wer „seine” Seiten verbindet



Vollständig gelöst:

❚ Mühle muss keiner verlieren!
❙ 1994 beweisen von Nievergelt und Gasser

(ETH Zürich) mittels Konstruktion einer
Datenbank, die zu einer genügend großen
Menge von Positionen Remis-haltende Zügen
enthält.

❚ Diverse Schachendspiele
❙ Datenbanken z.B. für KTS-KT, KD-KSS,

KD-KSL, KD-KLL, KTL-KT



3. BLUFF:
Spiele ohne perfekte Information

❚ Frage:
Kann man sich dagegen wehren, in einem
Zwei-Personen-Nullsummenspiel mit im-
perfekter Information von seinem Gegner
psychologisch eingeschätzt und durch-
schaut zu werden?

❚ Konkret:
Kann im symmetrischen Fall ein Verlust
verhindert werden?



Ein Beispiel:

Dieses Spiel ist einfach und wird mit Murmeln
gespielt. Ein Spieler hält eine Anzahl dieser
Kugeln in der Hand und fragt einen anderen, ob
es eine gerade oder ungerade Summe ist. Wenn
der Betreffende richtig rät, hat er eine
gewonnen; wenn falsch, eine verloren. Der
Junge, den ich meine, gewann alle Murmeln in
der Schule. Natürlich hatte er ein Prinzip beim
Raten; und es beruhte auf der bloßen
Beobachtung und dem Abschätzen der Schläue
seiner Gegner. Zum Beispiel ist der Gegner ein
ausgemachter Dummkopf: er hält seine
geschlossene Faust hoch und fragt: ‚Gerade oder
ungerade?‘. Unser Schuljunge antwortet
‚ungerade‘ und verliert. Aber beim nächsten
Versuch gewinnt er, denn er sagt sich: ‚Der
Dummkopf hatte beim ersten Mal gerade, aber
beim zweiten Versuch reicht seine Überlegung
nur soweit, dass er jetzt ungerade macht;
deshalb rate ich auf ungerade.‘ – Er rät auf
ungerade und gewinnt.

Bei einem Dummkopf von nächsthöherem Grad
hätte er so kombiniert: ‚Dieser Bursche merkt,
dass ich beim ersten Mal ungerade geraten habe,
und beim zweiten Mal wird er zunächst Lust zu
einer simplen Abwechslung von gerade zu
ungerade haben wie der erste Dummkopf. Aber
dann wird ihm ein zweiter Gedanke kommen,
dass dies nämlich eine zu simple Veränderung
sei, und schließlich wird er sich wieder wie vorher
zu gerade entscheiden. Deshalb rate ich auf
gerade.‘ – Er rät auf gerade und gewinnt. Nun,
welcher Art ist diese Kombination des
Schuljungen, den seine Kameraden ‚vom Glück
begünstigt‘ nannten – wenn man sie letztlich
analysiert?

Edgar Allan Poe („Der entwendete Brief“)



Papier-Stein-Schere:
Zufall kontra Psychologie



Warum man bluffen sollte

Das wesentliche Moment ... ist, dass ein Spieler
mit starkem Blatt wahrscheinlich hoch bieten –
und oft überbieten wird. Wenn folglich ein
Spieler hoch bietet oder überbietet, so kann
sein Gegenspieler – a posteriori – annehmen,
dass der andere ein starkes Blatt hat. Unter
Umständen kann das den Gegner zum „Passen”
veranlassen. Da aber beim „Passen” die Karten
nicht verglichen werden, kann gelegentlich
auch ein Spieler mit schwachem Blatt einen
Gewinn gegen einen stärkeren Gegner erzielen,
indem er durch hohes Bieten oder Überbieten
einen (falschen) Eindruck von Stärke hervorruft
und so seinen Gegner begreiflicherweise zum
Passen veranlasst.
Dieses Manöver ist als „Bluffen” bekannt. Es
wird zweifellos von allen erfahrenen Spielern
angewandt.



Symmetrisches Poker-Modell ...

❚ Kartenblatt: 6 mögliche, gleichwahr-
scheinliche Werte.

❚ Kartenziehungen der Spieler voneinander
unabhängig.

❚ Gleichzeitige Gebots-Auswahl: 1, 2, 3, 5,
10 oder 15.

❚ Symmetrie erlaubt „Black Box“-Erfolgs-
kontrolle!



... und seine „Lösung“

Verhalten („Strategie“),

die durchschnittlichen

Verlust verhindert

„Schattenpreise”:

Einbußen bei Fehlern

Blatt

Gebot 1 2 3 4 5 6 

1 0,35857 0,56071 0,50643 0,46857 

2 0,33786 0,12179 0,41179 

3 0,14143 0,16500 0,51571 0,00429 

5 0,05629 0,12757 0,59286 

10 0,06700 0,02493 0,08179 0,01571 0,14029 

15 0,03886 0,26257 1,00000 

Blatt

Gebot 1 2 3 4 5 6 

1 -0,18190 -3,33833 

2 -0,02524 -0,28524 -3,44167 

3 -0,09536 -3,15429 

5 -0,07155 -0,23405 -2,66238 

10 -2,92262 

15 -0,05607 -0,23393 -0,39643 



John Nash:
Eine Dissertation, ein Nobelpreis und 4 Oscars



Zum Schluss: Ein Spiel, ...

Mastermind mit 4 Löchern und 6 Farben:
❙ Codierer wählt verborgenen Farbcode

(64 = 1296 Möglichkeiten).

❙ Decodierer muss Code möglichst
schnell raten.

❙ Jeder Tipp wird beantwortet mit:
❘ schwarzer Antwortstecker für

„Farbe und Position richtig” sowie

❘ weißer Stecker für
„richtig erst nach einer Permutation”



... eine Modellierung ...

Mathematisches Modell:

Jede Position entspricht einer Menge von Codes

(nämlich der Menge von denjenigen Codes, die mit den
bisherigen Fragen und Antworten kompatibel sind).



... und 5x Optimalität

❚ Code wird mit Gleichverteilung ausgelost („average case”):
zu erwartende Rateversuche des Decodierers sind minimal
5625/1296 = 4,340 (Koyama, Lai 1993).

❚ Der Codierer darf kompatibel zu vorangegangen Antworten
„mogeln“, d.h. seinen Code wechseln („worst case“):
5 Rateversuche (Knuth 1976).

❚ Spieltheoretischer Wert (bei gemischten Strategien):
5600/1290 = 4,341 (Michael Wiener 1995, unveröffentlicht)

❚ Spieltheoretische Minimax-Strategie bei 2 simultanen Partien
mit vertauschten Rollen

❚ Spieltheoretische Minimax-Strategie bei 2 sequentiellen
Partien mit vertauschten Rollen



Für Risiken und Nebenwirkungen
der beschriebenen Strategien
wird ...



... nicht gehaftet!



Literatur und Web-Links:

Einige Web-Links auf meine Homepage sind
direkt auf den Folien angegeben: Es handelt sich
insbesondere um den interaktiven Black-Jack-
Rechner sowie die beiden Monopoly-Ani-
mationen. Alle drei Programme sind in
JavaScript (und HTML) realisiert, so dass der
Quellcode im Prinzip offen zugänglich ist (bei-
spielsweise für Modifikationen).

Fast alle Themen werden in meinem Buch
„Glück, Logik und Bluff“ behandelt. Dort sind
auch zahlreiche Referenzen auf die Original-
literatur zu finden.

Online (vollständig nur in lizenzierenden Biblio-
theken):

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-9696-4

Einzig nicht in meinem Buch enthalten ist die
Analyse des Swiss Lotto (stattdessen wird die
entsprechende Untersuchung von Bosch über
Lotto-Tipps in Baden-Württemberg referiert):

Hans Riedwyl: „Zahlenlotto. Wie man mehr ge-
winnt“, Bern 1990.

Norbert Henze, Hans Riedwyl: „How to win more.
Strategies for increasing a lottery win“, Nattick
1998.

Zu Monopoly ist noch anzumerken, dass in
meinem Buch die deutsche sowie die ameri-
kanische Ausgabe untersucht werden, die sich in
Bezug auf die Ereignis- und Gemeinschaftskarten
früher leicht unterschieden. Die früheren
schweizer Ausgaben scheinen aber, soweit ich
recherchieren konnte, äquivalent zur deutschen
Ausgabe zu sein.


