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Die Bernoulli’sche Lemniskate im Unterricht
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I. Geometrische Orte

Übungsblatt
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Die BL als geometrischer Ort

𝐴 und 𝐵 sind zwei fixe Punkte im Abstand 2. 
Die Menge aller Punkte 𝑃, für welche 
𝐴𝑃 $ 𝐵𝑃 = 1 gilt, ist eine BL.
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II Koordinatengleichungen

Übungsblatt: Geometrische Orte im 
Koordinatensystem
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𝐴𝑃 # 𝐵𝑃 = 1 = (1 + 𝑥)!+𝑦! # (1 − 𝑥)!+𝑦!
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Koordinatengleichung:

1 = (1 + 𝑥)!+𝑦! # (1 − 𝑥)!+𝑦!

1 = ((1 + 𝑥)!+𝑦!) # ((1 − 𝑥)!+𝑦!)
1 = (1 + 𝑥)!(1 − 𝑥)! + (1 + 𝑥)!𝑦! + (1 − 𝑥)!𝑦! + 𝑦"

1 = (1 − 𝑥!)! + 2𝑦! + 2𝑥!𝑦! +𝑦"

1 = 1 − 2𝑥! + 𝑥" + 2𝑦! + 2𝑥!𝑦! +𝑦"
2𝑥! − 2𝑦! = 𝑥" + 2𝑥!𝑦! + 𝑦"

2(𝑥! − 𝑦!) = (𝑥!+𝑦!)!
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Übungen:

• 𝐴𝑃 # 𝐵𝑃 = 𝑐!, mit 𝐴(−𝑐/0) und 𝐵(𝑐/0) liefert   
2𝑐!(𝑥! − 𝑦!) = (𝑥!+𝑦!)!,

also insbesondere für 𝑐 = !
!

: 

𝑥! − 𝑦! = (𝑥!+𝑦!)!

• 𝐴𝑃 # 𝐵𝑃 = 2𝑐!, mit 𝐴(−𝑐/−𝑐) und 𝐵(𝑐/𝑐) liefert  
8𝑐!𝑥𝑦 = (𝑥!+𝑦!)!,
also insbesondere für 𝑐! = #

$
:

𝑥𝑦 = (𝑥!+𝑦!)!
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• Begründe die Symmetrien rechnerisch.
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Übungsblatt: Schnittprobleme
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• 𝑃(𝑥/𝑦) sei ein Punkt auf der Lemniskate 
2(𝑥! − 𝑦!) = (𝑥!+𝑦!)!.

Berechne 𝑦, falls 𝑥 = 1.
(→Biquadratische Gleichung)

Für welche 𝑦-Werte wird die Diskriminante 
der Lemniskatengleichung null? 
(→Extremalpunkte) 
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Verschiebungen, Streckungen bezüglich den 
Koordinatenachsen
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III. Polarformen
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Gesucht sind die Polarkoordinaten der
Punkte 𝑃(𝑟; 𝜑), welche die Bedingung
𝐴𝑃 $ 𝐵𝑃 = 1 erfüllen.
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Mit Hilfe des Cosinussatzes erhalten wir:

1 = 𝐴𝑃 # 𝐵𝑃
= 1! + 𝑟! − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(180° − 𝜑) # 1! + 𝑟! − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑)

Bringen Sie diese Gleichung auf eine einfache Form.



1 = 1! + 𝑟! − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(180° − 𝜑) 0 1! + 𝑟! − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑)

1 = 1 + 𝑟! + 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑) 0 1 + 𝑟! − 2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑)

1 = (1 + 𝑟!)!−(2𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜑))! = 1 + 2𝑟! + 𝑟" − 4𝑟!𝑐𝑜𝑠! 𝜑

0 = 2𝑟! + 𝑟" − 4𝑟!𝑐𝑜𝑠! 𝜑 = 𝑟!(𝑟! + 2 − 4𝑐𝑜𝑠! 𝜑 )

liefert 𝑟 = 0 oder aber  𝑟! = 4𝑐𝑜𝑠! 𝜑 − 2 = 2 0 cos 2𝜑

Die Polarform der BL ist somit:  𝑟 𝜑 = 2 0 cos(2𝜑)
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Bemerkung: 
Die entsprechende Funktion 𝑦 = 𝑓 𝑥 = 2 # 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
besitzt folgenden Graphen:
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Übungslatt: Polarformen
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„Kehrwerte von Kehrwerten“
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Berechnung:

𝑟 = 𝑢! +
1
𝑢!

=
𝑢" + 1
𝑢!

⟹
1
𝑟
=

𝑢!

𝑢" + 1
= 𝑥! + 𝑦!

Mit  %
&
= '

⁄! "
= 𝑢! folgt  ⁄# $

( ⁄# $)%+#
= 𝑥! + 𝑦!.

Also 𝑥! + 𝑦! = %
&
# &%

%%+&%
⟹ 𝑥! + 𝑦! ! = 𝑥𝑦 BL!
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Invertiert man eine gleichschenklige Hyperbel 
an einem Zentralkreis, so entsteht eine BL.
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IV Allerlei

Torusschnitt:
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Kegel 𝑧! = 𝑥! − 𝑦!

mit Paraboloid  𝑧 = !
!
(𝑥! + 𝑦!) schneiden:
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Mechanische Konstruktion einer BL
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Aus 𝐴′(𝑥 − 𝑢/𝑦 − 1 − 𝑢!), 𝐵′(𝑥 + 𝑢/𝑦 + 1 − 𝑢!), 
𝐴𝐴′ = 2 und  𝐵𝐵′ = 2, folgt durch Elimination von 
𝑢 die BL-Gleichung 2(𝑥! − 𝑦!) = (𝑥!+𝑦!)!.
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Diverse Eigenschaften einer BL

Kreis, gleichseitiges Dreieck, Quadrat
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Analysis
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• gleichseitiges Dreieck: 

𝐸(± ,
!

/± #
!
) sind die Extremalpunkte.

(→Übung vorne oder mit partiellen Ableitungen)

• Der Quadratflächeninhalt entspricht dem Inhalt der 
halben BL:

2 # B
-

./ " 𝑟!

2
𝑑𝜑 = B

-

./ "
2 cos 2𝜑 𝑑𝜑 = sin 2𝜑 F𝜋 4

0
= sin F𝜋 2 = 1
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Winkeleigenschaft:

29. März 2023 DMK Weiterbildung 31

Spezialfall: Für ϕ = 30° ist P ein Hochpunkt.



Parameterdarstellung der BL (vgl. Polarform):

𝑝⃗ 𝑡 = 2cos(2𝑡) $ cos(𝑡)
sin(𝑡)

Der Tangentenvektor

̇⃗𝑝 𝑡 = ⋯ = "!
!#$%(!')

$ sin(3𝑡)
−cos(3𝑡)

steht senkrecht zu 
cos(3𝑡)
sin(3𝑡) !
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Krümmungskreise der BL   2(𝑥! − 𝑦!) = (𝑥!+𝑦!)!

• Für den Scheitelpunkt rechts ist

𝑀)(
!
*
2/0) und 𝑟) =

!
*

.

• Für den Hochpunkt rechts ist

𝑀!(
*
!
/− )

+
) und 𝑟! =

!
*
.
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