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Vorwort

Beim Schreiben dieses Manuskripts wurde mir wieder einmal das Dilemma bewusst, in
dem ich mich als Logiker und Mathematiklehrer befinde: Einerseits weiss ich, dass die
ganze Mathematik, insbesondere die Analysis, auf dem festen Fundament der Axiome
aufgebaut werden muss, bei dem einem die Anschauung vielfach daran hindert, Liicken
in den Beweisen zu sehen. Andererseits mochte ich als Mathematiklehrer nicht wertvol-
le Zeit mit Beweisen fiir Sachverhalte verschwenden, auf welche man die Schiilerinnen
und Schiiler zuerst miihselig aufmerksam machen miisste: Wenn wir zum Beispiel zei-
gen mochten, dass gewisse Folgen (insbesondere Cauchy-Folgen) konvergieren, dann
setzt dies voraus, dass es die reellen Zahlen bereits gibt und dass diese nicht mit Hilfe
von Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen konstruiert wurden, sondern zum Beispiel
mit Hilfe Dedekind’scher Schnitte. Dies zeigt uns, dass der Begriff der Konvergenz
sehr eng mit der Definition der reellen Zahlen zusammenhéngt und in der Mittelschu-
le sicher nicht in der ganzen Tiefe behandelt werden kann. Ein anderes Beispiel sind
die Potenzgesetze. Nachdem die Potenzgesetze zuerst fiir natiirliche Exponenten an-
schaulich hergeleitet werden, werden diese Gesetze zuerst auf negative und dann auf
rationale Exponenten erweitert. Damit lisst sich aber noch lange nicht z.B. 3" berech-
nen, denn wir konnen ohne jemals in Schwierigkeiten zu geraten, 3™ := 7 definieren.
In diesem Fall wire dann z.B. 3™/2 = /7 und 32 = 49. Um Ausdriicke wie z.B. 37
sinnvoll zu definieren, miissen wir zeigen, dass sich die Funktion 37/9 (p/q € Q) ste-
tig auf R erweitern ldsst, wobei wir vorher zeigen miissen, dass die Funktion 3% fiir
rationale x stetig ist. Solche stetigen Erweiterungen kommen an mehreren Stellen im
Mathematikunterricht vor, und zwar lange bevor der Begriff der Stetigkeit behandelt
wird (falls dieser Begriff im Unterricht iiberhaupt vorkommt).

Die obigen beiden Beispiele zeigen uns, dass wir im formalen Aufbau der Mathematik
im Unterricht immer wieder Abstriche machen miissen. Die Frage aber, wie weit wir
im formalen Aufbau der Mathematik gehen sollen, und was wir besser weglassen, ldsst
sich meines Erachtens nicht allgemein beantworten. Was ich in meinem Unterricht,
auch im Grundlagenfach, nie weggelassen habe ist die Einfiihrung der Zahl i. Fiir mich
hat es sich als niitzlich erwiesen, die Zahl ¢ mit der Eigenschaft i = —1 im Unterricht
einzufithren, und zwar ohne dabei gleich das ganze Reich der komplexen Zahlen zu
behandeln; eine Moglichkeit, wie man das machen kann, wird am Ende des Kapitels 2
iiber Differenzengleichungen gezeigt.



An dieser Stelle mochte ich erwdhnen, dass ich in meinem Unterricht keine Taschen-
rechner irgendwelcher Art verwendet habe, denn ich hatte immer das grosse Gliick an
fortschrittlichen Schulen zu unterrichten, an denen die Verwendung von Taschenrech-
nern den Lehrpersonen freigestellt war. Meines Erachtens kann alles, was sich nicht von
Hand ausrechnen lésst, ohne Verlust an Erkenntnis im Unterricht weggelassen werden.
In einem “Rechenbuch” von 1826 steht nach dem Titel: Versuch einer leichten Art den
Kindern die ganze Rechenkunst grindlich beyzubringen, so dass sie ohne grosse An-
strengung tichtig werden, alles auszurechnen, was je im gemeinen Leben vorkommen
kann. In einem {iibertragenen Sinn md&chte ich dies auch mit den Potenzreihen errei-
chen. Andererseits ldsst sich natiirlich alles, was sich von Hand ausrechnen lasst auch
mit einem Taschenrechner ausrechnen, so dass mein taschenrechnerfreier Ansatz keine
Einschréankung darstellt.

Zum Schluss mochte ich noch bemerken, dass dieses Manuskript keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit erhebt. Das Ziel ist, gewisse Denkanstosse zu geben, wie Potenzreihen
im Unterricht behandelt werden kénnen, und auch einige Nebenschauplitze wie zum
Beispiel Differenzengleichungen und Fourier-Reihen anzuschneiden. Weiter méchte ich
erwahnen, dass die meisten Resultate iiber Reihen sich im Standardwerk Unendliche
Reihen von Mangold Knopp [1] finden; ein Buch, welches ich wirmstens empfehlen
kann.

Safien im Februar 2016
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1 Formale Potenzreihen

Ubersicht

1.1 Was sind Potenzreihen ....... ... . . . . 1
1.2 Die Potenzreihe geo(z) ... ovvu it 3
1.3 Rechnen mit Potenzreihen .......... ... .. ... .. . . . i i 3
1.4  Generieren von Zahlenfolgen .. ... ... .. .. .. .. .. i 4
Voraussetzungen

= Rechenregeln (insbesondere Distributivgesetz)
» Potenzgesetze fiir nicht-negative, ganzzahlige Exponenten

» [lineare Gleichungen in einer Unbekannten

1.1 Was sind Potenzreihen

In der Mathematik ist eine Reihe eine Summe mit unendlich vielen Summanden. Zum

Beispiel ist die Summe aller natiirlichen Zahlen
0+1+24+3+...

eine Reihe. Eine endliche Summe ldsst sich immer als Reihe schreiben, indem wir

einfach unendlich viele Nullen addieren. Zum Beispiel ist 3 4+ 4 eine Summe, aber
3+4+0+0+0+...
ist eine Reihe. Eine formale Potenzreihe ist eine Reihe der Form
a0z’ + a1zt tas® 4. tanst +...

wobei die sogenannten Koeffizienten ao, a1, ..., an,... (fiir n € IN) reelle Zahlen sind
und z irgend eine Variable ist (d.h. fiir z kénnte auch x, y, oder sonst eine Variable

stehen).
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Beispiele von Potenzreihen:

w (1204220 +322 4.
w (020 — 128 4022 — 122 402 —12° +..)

O, und anstelle von a;z" schrei-

Ublicherweise schreiben wir bloss ag anstelle von agz
ben wir bloss a1z. Wenn a,, = 0 (fiir irgend n € IN), so schreiben wir a,z" nicht. Die

obigen Potenzreihen kénnen also wie folgt geschrieben werden:

w (1204228 43224+ ) = (14224322 +..)
w (020 =12t 4022 12 0t -1 ) = (2= 25— )

Wie oben erwdhnt, darf anstelle von z auch irgend eine andere Variable geschrieben
werden, zum Beispiel « oder y. Das heisst die obigen Potenzreihen kdnnen zum Beispiel
auch mit der Variablen x oder y geschrieben werden:

» l4z+22+..)
s (y-y -y -

Ist fiir eine natiirliche Zahl ng € IN und fiir alle n > ng, an = 0, so entspricht die
Potenzreihe
(ao + a1z + a2z’ +)

einem sogenannten Polynom. Das heisst Polynome sind Potenzreihen, bei denen nur
endlich viele Koeflizienten von Null verschieden sind.

Wenn wir schreiben
(12° 422" +322 +..)

S0 wissen wir genau genommen nicht, wie die Potenzreihe weiter geht. Andererseits
kénnen wir nicht unendlich vielen Koeffizienten aufschreiben. Wenn die Koeffizienten
nach einem bestimmten Gesetz gebildet werden, so konnen wir dieses Gesetz benutzen,
um mit Hilfe des Summenzeichens “Y” die ganze Potenzreihe zu beschreiben:

(12° + 22" +322 +..) Z(n—i— 1)z"
n=0

Z _(2n + 1)y2n+1

n=0

(—y—y> =y —..)
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1.2 Die Potenzreihe geo(z)

Die wohl einfachste (echte) Potenzreihe ist die geometrische Reihe
geo(z) :=(1+z+2"+2"+2"+..)=> 2"
n=0

In geo(z), wie auch in allen anderen Potenzreihen, diirfen wir z nicht nur ersetzen
durch andere Variablen, sondern auch durch Ausdriicke wie zum Beispiel —z oder 2z
oder z — 2% + 23 et cetera. Dadurch erhalten wir weitere Potenzreihen:

geo(—2) = ((—2)°+ (=)' + (=22 +..)=1—-24+2>-22+..) = i (=1)"z"

=0
geo(22) = ((22)°+ (22)' + (222 4+ .. ) = (1 +2: 4422 4823 4 .. )= 5 2mz7

1.3 Rechnen mit Potenzreihen

Wie Zahlen, konnen Potenzreihen addiert, subtrahiert, multipliziert, und sogar divi-

diert werden.

Im Folgenden seien
(a0 4+ a1z 4+ a22” + azz® +...) und (bo +biz + baz” + b32° .. )
zwei beliebige Potenzreihen.
Die Addition und Subtraktion dieser beiden Potenzreiehen geschieht komponentenwei-
se:
(a0+a12+a222+a3z3+. . .):I:(bo+b12+b222+b323+. L) = (co+c12+02z2+03z3+. )

mit ¢, = an £ by.

Die Multiplikation folgt direkt aus dem Distributivgesetz und ist eine Art “Faltung”
(a0+arz4a22” +azz>+.. ) (bo+brz4+baz® +b32°+...) = (co+crz4c22° +c32°+..)
mit ¢, = agbn + a1bpn—1+ ...an—1b1 + anbo.

Damit die Division (ag + a1z + a2z’ + asz> + .. D (bo+ b1z + baz? + b3z + .. J)
definiert ist, miissen wir by # 0 verlangen. Aus

(ap + a1z + a22® +asz® + .. 2

_ 2 3
(o T brz £ D222 T bas® £ .. =(co+ciz+cez" +c32”+...)
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erhalten wir
(a0+a1z+a222 +a3z3 ...) = (bo I +b3z3 ce) (co+c12+0222 +03z3 +..).

Die Koeffizienten ¢y, lassen sich nun leicht durch sogenannten “Koeffizientenvergleich”
aus der Multiplikation bestimmen: Zum Beispiel ist ag = boco, also co = ao/bo (hier
sehen wir, warum bg nicht 0 sein darf). Weiter ist a1 = boc1 + bico und weil ¢ schon
bestimmt wurde, ldsst sich ¢; berechnen, et cetera.

Als Anwendung der Multiplikation von Potenzreihen berechnen wir nun drei Pro-
dukte geometrischer Potenzreihen. Es gilt:

oo
geo(z) -geo(—z) = 1+ 22+ +2°+ ... = Z 2°" = geo(2?)
n=0
geo(z) - geo(z) = geo(2)’ = = 1422 +32°+42° + ... = Z(n +1)"
n=0
geo(z)? - geo(—z) = geo(2)® = 1+2+222 +22° +32 4325 + 425+ ..

Als letztes Beispiel berechnen wir (1 — z) - geo(z). Es ist leicht zu sehen, dass gilt

(I—2)-geo(z) =1,

woraus folgt:

Damit erhalten wir z.B.

1 r 1 2
_lfz.lJrz_lsz_geO(Z)

geo(z) - geo(—2)

was wir oben bereits ausgerechnet haben.

1.4 Generieren von Zahlenfolgen

Im Folgenden versuchen wir eine gegebene Zahlenfolge, zum Beispiel die Folge
1,1,1,1,1,1, ...

durch einen einfachen Ausdruck zu generieren, d.h. zu erzeugen. Dazu betrachten wir
zuerst die Zahlenfolge als Folge der Koeffizienten einer Potenzreihe. Zum Beispiel ent-
spricht der obigen Zahlenfolge die Potenzreihe

geo(z) = (1+1z+122 +12° + 12* + ...
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Nun suchen wir einen einfachen (d.h. endlichen) Ausdruck, welcher diese Potenzreihe,

in unserem Beispiel geo(z), generiert. Wie wir bereits wissen gilt:

geolz) = —— ,

oder anders ausgedriickt:

1
T3 = (e 127 4 127 4 12t )

1

—ZzZ

Wir sagen nun, dass 1= die Zahlenfolge 1, 1, 1, 1, ... generiert.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Zahlenfolge
1,2,3,4,5,6, ...

die wir als Koeffizienten der Potenzreihe geo(z)? erkennen. Aus

co(z)? = L = L
& S (1—2)2  1—2z+422
folgt
1 2 3 4
und somit wird die Zahlenfolge 1, 2, 3, 4, ... durch m generiert.

Als néchstes Beispiel betrachten wir nun die Zahlenfolge der sogenannten Dreiecks-
Zahlen
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ...

wobei k genau dann eine Dreieckszahl ist, wenn es eine positive natiirliche Zahl n gibt,

so dass gilt

n-(n+1)
k= ——.
2
Da nun gilt
1 2 3 4 o~ (n+1)(n+2) ,
=(1 1 1 L) =
T ——" (14 32+ 62" + 102" + 152" +...) 712:‘6 5 2
wird die Folge der Dreieckszahlen durch m generiert. Es sei hier noch er-
wahnt, dass gilt:
1 = 1 = geo(z)?
1—32z+322—23  (1—2)3 —8
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Als letztes Beispiel betrachten wir nun Zahlenfolgen ao, a1, a2,... welche durch
folgende Vorschrift definiert werden (wobei k und [ irgendwelche Zahlen sind):

ap:=1 a1 :=k ant2 =k -ant1+1-an

Solche Zahlenfolgen heissen rekursiv definierte Zahlenfolgen und werden im néchsten
Kapitel ausfiihrlich untersucht. Fiir £k = [ = 1 erhalten wir zum Beispiel die Folge der
Fibonacci-Zahlen:

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, ...

Es gilt nun, dass Zahlenfolgen, welche wie oben definiert sind, durch

1
1—kz—122
generiert werden. Genauer ausgedriickt: Ist ag, a1, az,... eine Zahlenfolge fiir die gilt

ap =1, a1 = k, und allgemein ap4+2 =k - any1 + 1 - an, dann ist:

1 n
T Fs =12 = (ao+a1z+a222+a323+...) = Zanz
Um dies zu sehen, beachte, dass aus der Definition von ag, a1, a2, ... folgt:

1:(l—k’z—lzg)-(a0+alz+a222+agz3+...):
ao + (a1 — kao)z + (a2 — ka1 — lao)z> + (a3 — kaa — la1)z> + ...
=0 =0 =0

Fiir die Fibonacci-Zahlen, also im Fall £ =1 = 1, gilt somit:

1
— = 1412422 +323 4522 +8° +135+ ...
1—2—22
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Voraussetzungen

» gquadratische Gleichungen
= [lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

2.1 Rekursiv definierte Folgen

Eine rekursiv definierte Folge ist eine Zahlenfolge ao, a1, az, ..., bei der die Zahlen
an der Folge nicht direkt definiert werden (wie z.B. a, = 4n), sondern mit Hilfe
von vorausgehenden Zahlen, wobei wir eine oder mehrere Zahlen der Folge festlegen
miissen. Definieren wir zum Beispiel

An+4+2 = An+1 + an )

so ist a100 = ag9 + ags, agg = ags + agr, ags = agy + ags, und so weiter. Um also
a100 zu berechnen, miissen wir zuricklaufen (lat. recurrere), bis wir schliesslich bei
Zahlen der Folge angelangt sind, welche wir festgelegt haben; in obigem Beispiel sind
dies iiblicherweise die Zahlen ap und a;. Setzen wir zum Beispiel

a=1, a1=1,
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so erhalten wir, wie im vorherigen Kapitel bereits erwahnt, die Fibonacci-Zahlen:

" go=a1tao=14+1=2
mg3=ax+a1=2+1=3
" a4 =05,a5 =38, a6 =13, ... ,a99 = 354224848179261915075, ...

Das Zuriicklaufen kann auch iiber Umwege geschehen und kann sehr aufwendig sein.
Um die Zahlen a,, effektiv zu berechnen, ist es deshalb von Vorteil eine Formel zu

haben, welche uns erlaubt a,, direkt zu berechnen, d.h. ohne zuerst agp, a1, a2, ..., an—1
auszurechnen.
Fiir rekursiv definierte Folgen ao, a1, az2,... vom obigen Typ werden wir nun eine

solche Formel herleiten. Die rekursiv definierten Folgen, welche wir untersuchen, sind
von der Form

an+2:k'an+1+l'an7

wobei k und [ beliebige, aber fest gewahlte, Zahlen sind, und zwei Zahlen der Folge

ao, a1, az,... festgelegt sind.
Die Gleichung an4+2 = k - an+t1 + [ - an, welche zu
an+2 —k-any1 —1l-an =0

umgeformt werden kann, heisst Differenzengleichung und die beiden fest gewéhlte
Zahlen sind die sogenannten Nebenbedingungen.

Im Folgenden schauen wir uns eine solche Folge mit £k = 1 und [ = 2 genauer an:
Die Folge ao, a1, az,... sei definiert durch

An+4+2 = An+1 + 2an .

Die zwei Zahlen der Folge, welche jeweils festgelegt sind, sind in der untenstehenden
Tabelle fett gedruckt; die fehlenden Werte (kursiv gedruckt) lassen sich dann aus diesen
beiden Werten Schritt fiir Schritt berechnen:

ao al az as a4 as ae
1 2 4 8 16 32 6/
1 —1 -1 1 —1 1
2 17 31 65
0 3 3 9 15 33 63
5 14 22 50 9/ 195
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Wir versuchen nun eine explizite Formel zu finden, um a,, direkt zu berechnen, d.h.

ohne agp,a1,az2,...,an—1 zu kennen:

= Fiir die erste Folge 1,2,4, ... vermuten wir a, = 2".

= Fiir die zweite Folge 1,—1,1,... gilt vermutlich a,, = (—=1)".

= Fiir die dritte Folge 2,1,5,... gilt vermutlich a,, = 2" 4+ (—1)".

= Fiir die vierte Folge 0,3, 3, ... gilt vermutlich a, = 2" — (=1)".

= Fiir die fiinfte Folge 5,4,14,... ist es etwas schwieriger, eine explizite Formel zu
finden; aber ap, = 3-2" +2- (—1)" scheint zu stimmen.

Von den obigen Folgen kénnten wir auch a—1, a—2, a—s3, ... berechnen, was wir
aber hier nicht ausfithren. Unser Ziel ist nun, explizite Formeln fiir beliebige rekursiv
definierte Folgen zu berechnen.

2.2 Fundamentallésungen

Sei wieder ag, a1, az, ... eine Zahlenfolge, welche durch die Beziehung
An+42 :k'an-‘rl +lan

rekursiv definiert wird. In einem ersten Schritt ignorieren wir die beiden festgelegten
Werte der Folge.

Wir nehmen an, dass es eine Zahl x gibt, fiir die gilt:
2" =an (fiir alle n € IN)

Da aus der Definition der Folge

an+2 =k-any1 +1-an
gilt, muss fiir  und fiir alle n € IN gelten:

" ="t
Dividieren wir auf beiden Seiten durch ", so erhalten wir

2=k z +1

oder andes ausgedriickt:
2 —k-z—1=0
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Somit erhalten wir fiir z die folgenden Lsungen:

k+vVEk2+ 41 k—Vk2+ 41
= und ro = ————

b 2 2

Die Werte 7 und z% nennen wir die Fundamentallésungen der Folge.

Im obigen Beispiel

An4+2 = An+1 + 2. Qn

sind 27 = 2" und z% = (—1)" die Fundamentallésungen der Folge, und tatsichlich
sind ay, = 2" und a,, = (—1)" die ersten beiden Folgen in der Tabelle.

Im Folgenden betrachten wir zuerst die Félle, in denen x; und x2 verschiedene reelle
Zahlen sind, d.h. die Fille in denen k2 + 4] > 0 ist.

2.3 Allgemeine Losung

Seien z7 und x3 die Fundamentallésungen einer rekursiv definierten Zahlenfolge
An 42 :k:-an+1+l-an.

Zum Beispiel sind z7 = (%)n und z5 = (—3)? die Fundamentallésungen der Folge

An4+2 = 750111-‘,—1 + Ean7
das heisst, sowohl a, = (3)" wie auch a, = (—3)" erfiillen fiir alle n’s die Gleichung
An+2 = —gan+1 + %an, wie sich anhand der folgenden Tabelle nachrechnen l&sst:
ao ail a2 as a4 as
_ 1 1 1 1 1 1
T1=3 1 3 1 8 16 33
T2 = —3 1 -3 9 —27 81 —243

Die allgemeine L&sung einer rekursiv definierten Folge erhalten wir dadurch, dass
wir ihre beiden Fundamentallésungen auf folgende Art kombinieren:

n n
p =C1 %1 +C2-Ty

Dadurch erhalten wir fiir beliebige zwei Zahlen ¢; & c2 jeweils eine spezielle Zahlenfolge
...Q-2,0-1,00,a1, ..., und durch geschickte Wahl von ¢; & ca erreichen wir, dass die
spezielle Zahlenfolge zwei beliebig festgelegte Werte annimmt.
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Bei unserer Folge an42 = _%anJr]_ + %an erhalten wir als allgemeine Losung

1\» n

an =c1 - (—) +c2-(=3)".
2

Soll nun zum Beispiel gelten

a1 =717 und az = —7,

so erhalten wir zwei sogenannte lineare Gleichungen in denen jeweils c¢; & c2 vorkom-

men, namlich eine Gleichung fiir a1 = 7 und eine fiir a2 = —7:
1\ 1
7 =rc1- (5) +62-(—3)1

-7 = ¢ - (%)2 + ¢ - (_3)2

Einfacher aufgeschrieben lauten die beiden Gleichungen:

? — 3C2 =7
% +9c2 = —7
Die Losungen dieser beiden Gleichungen sind ¢1 = 8 und ¢z = —1, und mit der

folgenden Formel kénnen wir dann alle a,,’s direkt bestimmen:

an=5(3)"+ (1) (-3,

oder einfacher geschrieben:
8 n
an = gn = (=3)

Beispiel Fibonacci-Zahlen: Wenn wir dieses Verfahren auf die Fibonacci-Zahlen an-
wenden, wobei wir der Einfachheit halber mit 0 beginnen, also ap =0, a1 =1, a2 = 1,
as = 2, et cetera, so erhalten wir:
1 ( n n
an = ———= ((1+VB)" = (1-V5)")
= (VB - (1= V5)
Weil fiir grosse Werte n der Term (1,_2\/g)n gegen 0 geht, erhalten wir folgende N&he-

rung:

an ~

(5
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2.4 Spezialfall I: k> +4/ =0

Wenn gilt k2 4+ 41 = 0, so erhalten wir zuerst nur eine Fundamentalldsung, namlich

1‘0:5.

Andererseits brauchen wir fiir das lineare Gleichungssytem zwei Fundamentallésungen.
Wir zeigen nun, dass
n
n-xo

eine weitere Fundamentallosung ist. Dazu miissen wir zeigen, dass gilt
n+2) 20" —k(n+1)-20™ —In- 25 =0

falls gilt
e ka2l =0. (%)

Die erste Gleichung lisst sich umformen zu

n-(gcg"'g—k-zg'H—l-mg)+2-x8+2—k-:ﬂg+1:0

=0 wegen (x)
das heisst, wir miissen nur noch zeigen, dass die Gleichung
220 — k-2l =0

gilt. Nach Division durch xg'H erhalten wir 2 - z9 — k = 0, also 29 = %, was ja

tatsdchlich der Fall ist.
Als Beispiel betrachten wir die Folge
an4+2 = 4an4+1 —4an
mit ap = 3 und a; = 5. Die Fundamentall6sungen sind
2" und n-2"
und wir erhalten das Gleichungssystem
c1-1 + c2-0 =3
c1-2 + c2-2 =5

welches die Losungen ¢1 = 3 und c2 = f% hat. Wir erhalten somit folgende explizite

Formel fiir die Folge:

an:3~2n7%~(n~2n) bzw. an=3-2"—n.2""!
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2.5 Speazialfall II: k? +41 < 0

Wir betrachten nun den Fall, wenn k% + 41 < 0 ist. In diesem Fall ist keine der Funda-

mentallésungen reell, da
V k2 + 4l

keine reelle Zahl ist. Dieser Fall tritt zum Beispiel bei der Folge
An++2 = 2an+1 - 5an

auf, denn als Fundamentallésungen dieser Folge erhalten wir

m1:72+\2/_—w:1+2\/j und x2:72_\2/_—16:1*2\/*_1~
Wir rechnen nun einfach weiter, und schauen was passiert: Setzen wir zum Beispiel
ap =1 und a1 =1,
so miissen wir folgendes Gleichungssystem l6sen.
a(1+2vV=1)" 4 e2(1—2v-1)° = 1
c(1+2vV=1) + (1 —2v/—1)' =1
oder einfacher geschrieben:

c1 + c2 =1

ci(142v-1) + c2(1—-2y/-1) =1
Aus der zweiten Gleichung erhalten wir ¢; = c2 und mit der ersten Gleichung gibt uns

dies c1 = c2 = % Somit gilt:

1 n 1 n
an = 5(1 +2v-1)" + 5(1 —2v-1)
Rechnen wir weiter, so erhalten wir
a2 = —3,a3 =—11, a4 = =7, a5 =41, ag = 117, a7y = 29, ag = —527, ...

was tatséchlich mit der Formel an42 = 2an+1 — 5a,, libereinstimmt. Wir diirfen also
mit der “Zahl” v/—1 rechnen, wie wenn es eine ganz normale Zahl wére!

Der Einfachheit halber schreiben wir fiir v/—1 einfach i (“¢” fiir “imaginéar”). Die
reellen Zahlen R zusammen mit der Zahl ¢ heissen komplexe Zahlen. Jede komplexe
Zahl lésst sich schreiben als r + is, wobei r und s reelle Zahlen sind und 7 sich wie
eine Variable verhilt fiir die gilt i2 = —1. Diese Zahlen kénnen wir auch “ris-Zahlen”
nennen. Die Summe, die Differenz und das Produkt zweier ris-Zahlen ist wieder eine
ris-Zahl. Weiter ist auch der Quotient zweier ris-Zahlen wieder eine ris-Zahl, sofern

der Divisor nicht 0 + ¢0 ist; zum Beispiel ist % =—i,dai-(—i)=—i*=1.
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s Vollstindigkeit der reellen Zahlen (nur implizit)

3.1 Konvergenz von Folgen und Reihen

Eine reelle Zahlenfolge o = (so, s1,...) heisst konvergent, falls es eine reelle Zahl r
gibt, so dass sich die Folge ¢ immer mehr der Zahl r ndhert. Wir sagen dann, dass
o gegen r konvergiert. Etwas formaler ausgedriickt: Eine Zahlenfolge o = (so, s1, .. .)

konvergiert gegen r genau dann, wenn gilt:
Ve >03n e NVE >n (|sp — 7| <e¢)
Ist eine Zahlenfolge nicht konvergent, so heisst sie divergent.

Eine Reihe ) 77  ax heisst konvergent genau dann wenn die Folge o = (so, s1,. . .)

n
Sp = E ag
k=0

konvergiert. Konvergiert die Folge o der Teilsummen gegen 7, so konvergiert auch die

der Teilsummen

Reihe > 77 ) ar gegen r. Ist eine Reihe nicht konvergent, so heisst sie divergent.
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3.2 Beispiele konvergenter und divergenter Reihen

Wir betrachten zuerst die geometrische Reihe geo(z): Es ist leicht nachzurechnen, dass

gilt:
n n+1
_ k 1—2z
Sn = Z SO R
k=0

Ist |z| < 1, so konvergiert die Folge (so, s1,...) gegen 1T1z7 d.h. fiir |z| < 1 konvergiert
die Reihe geo(z) gegen ﬁ Beachte, dass geo(z) weder fiir z = 1 noch fiir z = —1
konvergiert.

Nun zeigen wir, dass die Reihe % gegen oo divergiert, d.h.

n=1
— 1
PR
n
n=1

Dazu betrachten wir die Summe linger werdender “Blécke’:

il—(1+1+3+1+1+ TEE T R )
n 2 3 4 5 778 9 16
n=1 ~ N—\—

>3 223 >4-5 >8 55

Somit gilt
il>(1+1+1+1+1+1+1+ )
—mn 2 2 2 2 2

o0
und da die letzte Reihe offensichtlich gegen oo divergiert, muss auch die Reihe 3 %

n=1
gegen oo divergieren.

Die Situation dndert sich, wenn wir anstelle der Reihe der reziproken Zahlen die
Reihe der reziproken Quadratzahlen betrachten:

ii — (1 + L + L + L + L +
~ n2 2.2 3.3 4.4 5-5
1 1 1 1
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Wenn wir mit n = 2 beginnen zu summieren, so konvergiert sogar die Reihe der
reziproken aller Potenzen k > 2, wie wir nun zeigen werden:

[ V]
+
NE
=
+
§»| —_
+
8
3=
+

PID I Dp- >

n=2 k=2 n—=2 n=2 n=2 n=2
o0
>

Mehr zur Konvergenz von Folgen und Reihen, insbesondere Konvergenzkriterien,
finden sich in Knopp [1, Kap.II].
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= Satz von Pythagoras

4.1 Lange einer Spirale

Mit Hilfe der geometrischen geo(z) lisst sich die Lange der abgebildeten “diskreten”
logarithmischen Spirale berechnen.

N
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Falls weitere Streckenabschnitte der Spirale gezeichnet werden so sieht man leicht,
dass die Spirale unendlich oft das Zentrum umbkreist. Ferner sieht man, dass, wenn ein
Abschnitt die Lénge ¢ hat, der nichste Abschnitt die Lange £ - % hat. Weil nun der
erste Abschnitt die Lange 1 hat, ist die Lange der ganzen Spirale also:

Le Ly (L)Z (L)Z _ (L) __ 1 _ Ve
it \vz) T\ TR e T T Ve
Fiir den letzten Ausdruck lisst sich z.B. mit Hilfe des Kettenbruchs von v/2 eine recht
gute Ndherung angeben:

99

V2—1" 29

S

4.2 Beispiele einfacher Reihen

1. Wir wissen bereits, dass gilt:

2 1 2 3 Zoo n
Wenn wir z.B. z = % setzen, so erhalten wir
2\ 2 2 2\ 2 233
) R 2~(—) 3(—) 4~(—) =9
geo <3) + 3 + 3 + 3 +

2. Es lasst sich leicht zeigen, dass gilt:

2 1 1

=10 T = (1+12+22"+22° 432 +32° +42° )

geo(—z) - geo(z)
Wenn wir z.B. z = % setzen, so erhalten wir

1+1-(§)+2-(§)2+2-(;)3+3-(;)4+3-(§)5+4.<§)6+... - %7

3. Als letztes Beispiel betrachten wir eine Reihe deren Koeffizienten Dreieckszahlen
sind. Wie bereits gezeigt gilt:

geo(2)® = (14 32+ 622 +102° + 152* + ..)

Wenn wir z.B. z = % setzen, so erhalten wir
2\3 2 2\2 2\3 2\4
S =143 (5)+6-(5) +10-(5) +15-(5) 4. =27
geo (3) + 3 + 3 + 3 + 3 +
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® hinomische Formeln
» Fakultdt

» Potenzgesetze fiir rationale Exponenten

5.1 Das Pascal’sche Zahlendreieck

Im Folgenden geht es darum, eine Methode zu finden um Ausdriicke der Form (a+b)?,
(a+b)3, (a+b)*, et cetera ohne viel Aufwand auszurechnen. Wir wissen bereits, dass
gilt (a+b)? = a® +2ab+b*. Um (a+b)® auszurechnen, kénnen wir wie folgt vorgehen:
Wir schreiben (a + b)® als (a +b) - (a 4+ b)? und ersetzen (a + b)? durch a? + 2ab + b*:

(a+b)>=(a+b)-(a+b)?=(a+b)-(a®+2ab+b*) =
= (a® +2a%b + 2ab®) + (a®b + 2ab® + b*) = a” + 3a°b + 3ab” + b°
Um eine allgemeine Formel fiir (a+b)™ herzuleiten (fiir beliebige Exponenten n € IN)
gehen wir wie folgt vor: Fiir n = 0 ist (a + b)O = 1, was wir auch schreiben kénnen als

(a+b)° =1a"".
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Was wir uns merken ist die Zahl 1 die bei a’b° steht. Fiir n = 1 ist (a +b)* = a + b,
was wir auch schreiben konnen als

(a+b)' =1a"t" + 1a"0",

und was wir uns merken sind die Zahlen 1, 1, die bei a'b° und bei a®b' stehen. Weiter
sehen wir,

= dass der Exponent von a abnimmt (zuerst 1 dann 0),
= dass der Exponent von b zunimmt (zuerst 0 dann 1), und
= dass die Summe der Exponenten von a und b immer gleich 1 ist.

Fiir n = 2 ist (a4 b)? = a® + 2ab + b?, was wir auch schreiben kénnen als
(a+b)? =1a%b° + 2a'b" + 1a"0,

und was wir uns merken sind die drei Zahlen 1, 2, 1, die bei den Ausdriicken
a?b?, a'bt, a®b? stehen. Was wir wieder sehen ist,

= dass der Exponent von a abnimmt (von 2 auf 0),
= dass der Exponent von b zunimmt (von 0 auf 2), und
= dass die Summe der Exponenten von a und b immer gleich 2 ist.

Fiir n = 3 erhalten wir

(a+b)® = 1a’b° + 3a®b" + 3a'b* + 1a°b?
und wieder merken wir uns die Zahlen 1, 3, 3, 1, und wieder sehen wir,
= dass der Exponent von a abnimmt (von 3 auf 0),

= dass der Exponent von b zunimmt (von 0 auf 3), und
= dass die Summe der Exponenten von a und b immer gleich 3 ist.

Wenn es so weitergehen wiirde, so miisste (a + b)4 von folgender Form sein:
2a*° + ?a%bt + 7a%0% + 24?4+ 74"p*,

wobei an Stelle der “?” geeignete Zahlen eingesetzt werden miissen. Um diese Annahme
zu iiberpriifen, rechnen wir (a+b)? einfach aus. Die folgende Graphik soll die Rechnung
illustrieren.
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(a + b)(] — la()b()
(a+b)! = 1alb® + 1a"b!
(a + b)2 = 1a%b° + 2a'b! + 1a%b2
(a+b)% = 1a®p® 3a?b! 3alb? 1a%b®
1a4b0 + 1a3b" + 3a°bt + 3a2b? + 3a%b? + 3a'b® + 1a'b® + 10,0b4
N—— N———— N——
(a+b)* = 1a*p? + 4a®b! + 6a’b? + 4a'b? + 1a"b*

Betrachten wir nun bloss die Zahlen, die wir beim Berechnen von (a + b)™ jeweils
antreffen, so sehen wir, dass wir diese in einem Dreieck anordnen kénnen; und durch

das soeben gesagte wissen wir auch, wie wir dieses Zahlendreieck fortsetzen kénnen:

1
VRN
1\/1
¥ N
1 2 1
YN N 4N
1 3 3 1
Y SN R N
1 4 6 4 1
¥ N ¥ N ¥ X £ N ¥ N\
1 5 10 10 5 1

Dieses Zahlendreieck heisst Pascal’sches Dreieck (benannt nach dem Mathematiker
BLAISE PASCAL).
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5.2 Binomialkoeffizienten

Um die Plétze in diesem Zahlendreieck zu beschreiben, fithren wir ein Koordinatensys-
tem ein, indem wir die Zeilen und die Diagonalen (mit Null beginnend) nummerieren;
die Zeilen werden iiblicherweise mit n und die Diagonalen mit k bezeichnet:

Die Zahl in der n-ten Zeile, k-te Diagonale, bezeichnen wir mit (Z) (sprich “n-tief-k”).
Zum Beispiel ist () = 1 und (3) = 6. Die Zahlen (}) heissen Binomialkoeffizienten.

Kehren wir nun kurz zuriick zu den Ausdriicken der Form (a+b)2, (a+b)3, (a +b)*,
und allgemein (a+ b)": Ersetzen wir die Zahlen im Pascal’schen Dreieck durch (}), so

erhalten wir

(a+b)? = <§> a’b’ + <i> a'b' + <§> a®b?

3
(a+b)® = <0 a

(a+0b)*

und allgemein

(a+b)" = <8> a™b’ +

I
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S
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Die letzte Formel lésst sich mit dem Summenzeichen “"” wie folgt schreiben:

(a+b)" = Z <Z> akpk

k=0

Fiir a = 1 und b = z gilt analog:

I ) 5 O s O o O
—— N—— —_—— ——

=1 =nz —nzn—1 =z"n

A+2)" =) <Z>2k
k=0

Fiir natiirliche Zahlen n und k, wobei k < n, definieren wir:

n n!
<k> ~ El(n— k)

Wir zeigen nun, dass diese so definierten Zahlen mit oben definierten Binomialkoeffizi-
enten des Pascal’schen Dreiecks iibereinstimmen. Dafiir miissen wir folgendes zeigen:

(a) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

) =)

(b) Fiir alle natiirlichen Zahlen n und k mit k < n gilt:

(1) ()= (1)

Die Eigenschaft (a) folgt