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Vorwort

Wie zahlt man die Fische in einem See? Wie funktioniert dasafthmenspiel zwischen einer
Rauber- und einer Beuteart? Wie erntet man okologisatvsit?

Es gibt verschiedenste Moglichkeiten, der Beantwortwigher und ahnlicher Fragen naher
zu kommen. Beispielsweise geben Experimente und Beolagdtum Labor oder in der frei-
en Natur Einsicht in biologische Vorgange. Gewonnene mk@sse konnen dann eingesetzt
werden, um Entwicklungen besser zu verstehen, Vorausgagaachen, oder geeignete Anpas-
sungen vorzunehmen.

Eine weitere, erganzende Mdoglichkeit ist die Beschnegbuon biologischen Prozessen mit
Hilfe von mathematisch formulierten Modellen. Hierbei erstreichen wir, dass die quantitati-
ve Untersuchung der Natur mit Hilfe der Mathematik typisefease ein ausserst schwieriges
Unterfangen ist. So spielen beispielsweise in der Biolagiimals viele verschiedene Faktoren
mit, wobei manche nur schwierig zu beschreiben oder gatt nmthersehbar sind. Ausserdem
konnen Parameter bei der Anwendung von mathematischerelMadn der Natur haufig nur
in grober Naherung geschatzt werden. Mathematische Néosied daher oft stark vereinfach-
te Beschreibungen der Wirklichkeit; Resultate mussenatgsprechend vorsichtig und richtig
eingereiht werden. Dennoch ist es moglich, auch mit Hita ginfachen Modellen, Einsicht in
biologische Phanomene zu gewinnen. Das Ziel dieses Kistes, einen kleinen Einblick in
dieses interessante Gebiet zu geben.

Der vorliegende Kurs stellt eine Einfuhrung in verschisgldekannte und klassische The-
menbereiche der Mathematik fir Biologie dar, die entwetiezkt mit der Biologie verknpft
sind oder nutzliche Werkzeuge in der mathematischen Bmtéung derselben sind. Wir be-
trachten einfache diskrete und kontinuierliche Wachstoodelle fiir Populationen (Kapitgl 1
undl2), sowie stochastische Ansatze (Kajlel 4). Aussetakehandeln wir numerische Aspekte,
die beispielsweise beim Rechnen mit Wachstumsmodellewieintiges Hilfsmittel sind (Kapi-
tel[d). Ferner befassen wir uns mit der diskreten Fourianr$formation zur Untersuchung von
periodischen Daten (Kapitgl 5).

Dieses Skriptist ausschliesslidirfdie Studentinnen und Studenten des Studiengangs Biologi
im 1. Semester der UniverattBern gedachtlede Vervielfaltigung ist untersagt.

Anregungen und Hinweise zu Tippfehlern sind herzlich vaitkmen und konnen direkt an
wihler@math.unibe.ch geschickt werden.
Thomas P. Wihler
20. August 2009






Diskrete Wachstumsmodelle

Wir betrachten eine gewisse Spezies oder eine Eigensdhatt &rt, die sich Uber einen ge-
wissen Zeitraum hinweg entwickelt. Um die Zeit messen zaneh, fihren wir eine passende
Zeiteinheit (ZE) ein. Diese Zeiteinheiten kdnnen, vom alamenhang abhangig, sehr unter-
schiedlich sein. Beispielsweise wiirde zum AufzeichnenWleltbevolkerung eine Zeiteinheit
von 1 Jahr vorstellbar sein, wahrend fur die Entwickluhgee Bakterienkultur ZE = 1 Stunde
oder sogar weniger angemessen ware. In den folgendencBetrgen legen wir uns auf keine
spezifische Zeiteinheit fest, sondern skalieren die Daoeeinem Zeitpunkt zum anderen auf 1
(z. B. 1 Jahr, 1 Monat, etc.).

Bei Wachstumsmodellen geht es darum, die Entwicklung e8pezies (zum Beispiel die
Anzahl der Individuen in einer Gegend) oder einer Eigenschaquantifizieren. Ausgehend
von einem gegebenen Anfangsweéij (es konnen auch mehrere Werte sein), mochte man die
weitere Entwicklung beschreiben. Wie gross ist der Werhreagem Zeitschritt, nach zwei, nach
drei, etc.? Im folgenden benutzen wir die folgende Schreibgi N, steht fur den Anfangswert,
N, fur den Wert nach einem Zeitschrift, fur den Wert nach zwei Zeitschritten, undg, fir den
Wert nachn Zeitschritten.

1.1 Lineares Wachstum

Betrachten wir ein erstes Beispiel eines
Wachstumsmodells: Das Alter eines gefallten
Baumes lasst sich ungefahr an der Anzahl der
Ringe im Baumstamm ablesen. Grob gesagt
entsteht mit jedem Lebensjahr eines Baumes
ein weiterer Ring. Bezeichnen wir die Anzahl
der Ringe im Baumstamm naehZeiteinhei-

ten (hier 1 ZE =1 Jahr) miv,,, so ergibt sich
aus der Beobachtung sehr einfach das folgen-
de Wachstumsmodell:

(11) N,=N, ,+1, n=1,23,...,

mit Ny = 0. In Worten: Die Anzahl Ringe Abbildung 1.1: Baumringe.
nachn Zeiteinheiten ist gleich der Anzahl der



1 DISKRETE WACHSTUMSMODELLE

Ringe zum vorherigen Zeitpunkt (also naegh- 1 Zeiteinheiten) plus ein Ring der im letzten
Zeitschritt hinzukam.

Eine Berechnungsvorschrift der Forin—{1.1) nennt mekursiv Der neue Wert wird in
Abhangigkeit eines oder mehrerer vorheriger Werte ausigitl Im Gegensatz dazu ermoglicht
eineexpliziteFormel die Berechnung direkt in Abhangigkeit vonohne dass vorherige Werte
ausgerechnet werden mussen. In unserem Beispiel labsdaiort eine explizite Formel herlei-
ten:

(1.2) N, = n.

Gleichung[1.R) beschreibt ein sogenalimtaresModell. Allgemein gilt:

Ein Wachstumsmodell heishear, wenn die betrachtete Grosse in jedem Zeit-
schritt um eine konstanedditiveGrosse: (a # 0) zu- bzw. abnimmt, d.h.

Nn = Nn—l + a.

Auch hier lasst sich eine explizite Darstellung leicht 8ndMit der Rekursionsformel gilt

Ny=Np1+a
= (Nn-2+a) +a=Ny_s+2a
= (ang—i‘a)—!’a: Ny—3+3a

= Ny + an,

wobei N, die Anfangspopulation ist. Wir erhalten:

(1.3) [N, = an+ N,.|

Wir stellen ein Beispiel von linearer Zu- bzw. Abnahme in Abbng[1.2 dar. Die Koordinaten
eines geplotteten Punktes entsprechen dem Zeitpu(tikbrizontale Achse) und dem zugehori-
gen WertN,, (vertikale Achse). Sie liegen alle auf einer Geraden miigbitega und vertikalem
Achsenabschnitd,.

Beispiel 1.4 Eine Tierpopulation mit einem Anfangswert vafy = 100 Tieren wachse linear.
Nach 3 Jahren hat sie eine Grosse Yon= 160 Tieren erreicht. Wie lautet das entsprechende
Wachstumsgesetz (1 ZE = 1 Jahr)? Wir suchen eine Formel der @o3) fur eine unbekannte
Konstantea. Wir wahlenn = 3 in (L3) und erhalteni60 = N3 = 3a + Ny = 3a + 100,
d.h.a = 20. Damit ergibt sich das lineare Wachstumsge$étz= 20n + 100. O
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Abbildung 1.2: Links: Lineares WachstumV,, = 3n + 10. Rechts: Lineare Abnahma@/,, = —3n + 100.

1.2 Exponentielles Wachstum

Ein Einzeller teile sich pro Stunde zweimal. Wie viele Zel®nd nach 1, 2, 3, .. n, Zeitschrit-
ten entstanden (1 ZE = 1 Stunde)? Die erste Teilung entsteiht @iner halben Stunde. Daraus
ergeben sich aus der anfanglich einen Zelle zwei ZellemdeBteilen sich nun innerhalb der
nachsten halben Stunde wieder. Folglich sind nach einerdgtaus einer Zelle 4 Zellen ent-
standen, d.hN; = 4. Jede dieser 4 Zellen teilt sich im Laufe der nachsten Sumdéderum
zweimal, d.h. wir erhalten zunachst 8 und dann 16 Zellefglieb gilt: N, = 16. Fuhrt man
dieseUberlegungen weiter, so ergibt sich die folgende Tabelle:

Anzahl Zeitschritte (Stundem) |0 | 1| 2 | 3| 4 | 5 |-
Anzahl ZellenN,, |1]4]16]64]256] 1024] ---

Wir sehen, dass die Anzahl der Zellen sehr schnell zunimart.eihem Zeitschritt zum anderen
teilt sich jede Zelle zweimal, d.h. aus einer Zelle entstelv@hrend einem Zeitschritt 4 neue.
Rekursiv konnen wir also schreiben:

Nn - 4Nn71 (NO = 1)
Eine explizite Form ergibt sich durch sukzessive Anwendiieger Rekursionsvorschrift:

N, = 4N, 1 = 42N, 5 =43N, 3= ...=4"N, = 4™

Ein solches Wachstumsgesetz hegsgionentiell Allgemein definieren wir:
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Ein Wachstumsmodell heissxponentiell wenn die betrachtete Grosse in jedem
Zeitschritt um einen konstantenultiplikativenFaktorb zunimmt (fallsb > 1) oder
abnimmt (fallsO < b < 1), d.h.

Eine explizite Formel folgt wie zuvor aus der Rekursionsetirift:

N, = bN,_,
= b(bN,,_3) = b’ N,,_,
= b(bN,_3) = b’ N, _3

— bnNO
Somit erhalten wir

1)

wobei N, auch hier die Anfangspopulation bedeutet.

In Abbildung[1.B sehen wir diese Formel in grafischer Fornr. Wéigen auf der horizontalen
Achsen und auf der vertikalen Achse den zugehorigen Wert darauf (oben). Weiter stellen
wir die Punkte mit den KoordinatefiV,,_i, V,,) dar (Mitte); auffallend ist, dass diese Punkte
auf einer Geraden (mit Steigunydurch den Nullpunkt liegen. Dies folgt direkt aus der Bezie
hung [IL.b). Schliesslich bemerken wir noch, dass

log(N,,) = log(Ngb") = nlog(b) + log(Ny).

Wenn wir auf der horizontalen Achseund auf der vertikalen Achsleg(/,,) aufzeichnen, so
liegen die erhaltenen Punkte auf einer Geraden mit Steigigriy) und horizontalem Achsenab-
schnittlog(Ny) (unten). In einem solchen (sogenahatb-logarithmischepPlot werden also auf
der horizontalen Achse mgleichen Absindendie Zehner-Potenzen vaMl, (die sich ja genau
mit log(N,,) berechnen lassen) aufgezeichnet. Dies ist eine gute Methahn herausgefunden
werden soll, ob eine Grosse exponentiell wachst odemaitori

Untersuchen wir die Grossenanderung der Werte im Waotsgasetz[(115) wahrend eines
Zeitschritts, so erkennen wir

Noii — Ny =bN, — N, = N, (b—1).

Daraus folgt, dass, die Zunahme (oder Abnahme) der Grgss®a n-ten Zeitschritt proportional
zu N, selbst ist. FallsV,, beispielsweise die Anzahl der Individuen einer Populatieschreibt,
so verhalt sich der Populationszuwachs im aktuellen Zleiig beim exponentiellen Wachstums-
modell proportional zur aktuellen Populationsgrosse.

10
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Ausserdem bemerken wir, dass das relative Wachstumtem Zeitschritt, gegeben durch

NnJrl - Nn

1.7 n = ,
(L.7) r= S

beim exponentiellen Wachstum konstant ist und den Wertl hat. Die Zahlb — 1 ist positiv
bei Wachstum{ > 1) und negativ bei ZerfallQl < b < 1). Umgekehrt gilt auch, dass ein
Wachstumsgesetz mit konstantem relativen Wachstum voRater [1.6) ist (ausser, wenf) =
0). Die Zahlr,, wird Wachstumsrate (falls r,, > 0) oderZerfallsrate (falls r,, < 0) genannt.
Im Beispiel des Einzellers am Anfang dieses Abschnittdégjch eine konstante Rate von=
b—1=3=300%.

Die Definition [I.T) der Wachstums- bzw. Zerfallsrate isthtiauf exponentielle Modelle
beschrankt und wird auch zur Angabe des relativen Waclhshamnderen Modellen verwendet.
Fir das lineare WachstumsmodgI[{1.1) erhalten wir belspieise die (vom abhangige) Rate

a(n+ 1)+ Ny —an — Ny a

n = an + Ny an+ Ny

Wir sehen, dass hier die Wachstumsrate mit fortlaufendemmer mehr abnimmt. Mathema-
tisch ausgedrickt,, — 0 mit n — oo.

1.3 Die Fibonacci-Folge |

1.3.1 Ein Modell fir Hasenpopulationen

Leonardo von Pisa (ab dem 18-ten Jahrhundert auch Fiboganennt) beschaftigte sich mit
der Modellierung von Hasenpopulationen. Dabei ging er wbgeindem einfachen Modell aus:

e Hasen werden in einem Monat erwachsen (1 ZE = 1 Monat).
e Die Hasen sind unsterblich.

e Jedes erwachsene Hasenpaar erzeugt in jedem Monat eirs jdagenpaar. Junge Hasen-
paare konnen sich noch nicht fortpflanzen.

Um dieses Modell quantitativ auszudriicken, bezeichnemitiNV,, die Anzahl der Hasenpaa-
re nachn Monaten. Am Anfang gehen wir von genau einem jungen HasempsaalsaV, = 1.
Dieses Paar wird wahrend des ersten Monats erwachsengeimmealieser Zeit aber noch keine
Jungen. Daher giltv; = 1. Im nachsten Monat gebart das Paar ein Paar Junghaseniund w
erhaltenN, = 2. Die ersten Monate der Population sind in Abbilding 1.4 gciifidargestellt.

Uberlegen wir uns, was im-ten Monat passiert. Sicherlich setzt sich die Populatiom z
Zeitpunktn zusammen aus den Hasenpaaren, die es zum Zeitpunkt bereits gab, sowie
deren Jungtieren:

N, = N,,_1 + Anzahl junge Hasenpaare, die wahrend ddsn Zeitschritts geboren werden.

12



1.3 DiE FIBONACCI-FOLGE |

Wie viele junge Hasenpaare entstehen wahrend dden Zeitschritt? Laut dem Fibonacci-
Modell erzeugt jedegrwachsend?aar genau ein junges Hasenpaar (die Jungtiere zum Zeit-
punktn — 1 erzeugen im ersten Lebensmonat noch keinen Nachwuchg)gids

N, = N,,_1 + Anzahl Hasenpaare, die zum Zeitpunkt 1 bereits erwachsen sind.

Welche Hasenpaare sind zum Zeitpunkt 1 erwachsen? Alle, die es zum Zeitpunkt 2 schon
gab. Somit folgt die rekursive Formel:

(18) Nn = Nn,1 -+ Nn,Q, n = 2’3,47 ceey (NO = Nl — 1)

Es folgt die berihmte Fibonaccifolge:
1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, . ..

Wir bemerken, dass in diesem Modell, im Gegensatz zu derevigen Wachstumsmodellen,
die Berechnung des neues Werdésin der Formel[(LB) zwei frihere Werte benotigt (also hich
nur einen Wert).

1.3.2 Explizite Berechnungsformel

Wir untersuchen die Rekursioh(ll.8) zunachst grafischulReagen wir fur jedes den Punkt
mir den KoordinateriV,,_;, N,,) in ein Koordinatensystem ein; siehe Abbilddng 1.5 Wir sehen
dass sich die Punkte in Abbildufigdl.5 mit zunehmendemmer deutlicher auf einer Geraden
durch den Nullpunkt befinden. Daraus folgt, dass

Nn ~ panla

wo p die Steigung dieser Geraden ist. Diberlegungen in Abschn[ffd.2 legen daher die Vermu-
tung nahe, dass die Fibonaccizahlen, zumindest nahewersgs einem exponentiellen Wachs-
tumsgesetz folgen. Wir machen deshalb den folgenden Afigagme explizite Formel vowv,,:

N, = ab",
mit zu bestimmenden Konstantenb. Einsetzen in[{118) ergibt:
ab” = ab" ! + ab" 2.
Wir kiirzen den Faktos und formen passend um:
' (B —b—1) =0.
Diese Gleichung ist genau dann erfullt (fur> 2), wenn

(1.9) b=0 oder b —-b—1=0.

13
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1.3 Die FIBONACCI-FOLGE |

Wir sind an einer Losung # 0 interessiert, d.h. wir konzentrieren uns hier auf die zeveir
obigen Gleichungen. Dies ist eine quadratische Gleichuhgen zwei Lbsungeﬁh

1 1 1 1

Wir erhalten also zwei verschiedene mogliche Losunger-dmnaccifolge:

~ 1 1 "
No=atl=a; [ =—=V5)

-~ 1 1 \
Nn:ang:ag <§—|—§\/g) .

Sind dies tatsachlich Losungsformeln fir {1.8)? Zurshdemerken wir, dass die Fibonaccifolge
eindeutig definiert ist, und sich daher eigentlich nicht zi@sungsformeln ergeben konnen.
Betrachten wir die Formel fu#,,, so soll geltenVy, = 1. Dies fuhrt aufa; = 1. Aber dann
gilt Ny = 3 —1/5# 1, d.h,, furn = 1 ist die Formel bereits unrichtig. Gleiches beobachten wir
fur die zweite Losungsformel. W\ //

Nun bemerken wir aber, dass die SumMge= N,, + N,, zweier Losungen voifiL(1.8) ebenfalls

eine Losung ist. In der Tat gilt
= (Nn~1 + Nn*2> + (]/\\fnfl + Z/\\fn72>

= (Nn—l + Nn—l) + (Nn—Q + Nn—Q)a

=Np_1 =Np_2

d. h.,N,, ist Losung von[(118). Zusammenfassend haben wir die falgérdsungsformel:
(111) Nn = alb? + a,gbg.
Die Konstanter; unda, ergeben sich au¥, = N; = 1. Es soll gelten

1:N0:a1+a2
1:N1 :a1b1+&2b2.

Die erste Gleichung implizietrd, = 1 — a;. Somit kbnnen wira, in der zweiten Gleichung
ersetzen:

1= a1b1 + (1 — al)bz.

Y7 b by 5 2 NG

!Allgemein hat die quadratische Gleichundy+ pz + ¢ = 0 die beiden Losungem » = —2 /2 —q.

Es folgt

15



1 DISKRETE WACHSTUMSMODELLE

und

I VAN
a9 = a1—2 \/3 .

3B A BT

Wie verhalt sichV,, nach vielen Monaten (d.h. fur grosse® Um diese Frage zu beantworten,
schreiben wir die Formel[{1.11) etwas um:

b n
N, = a,b? 4 agb} = b} <a1 (b—l) + a2) .
2

Ausrechnen ergibt /s, ~ —0.3820. Fur grosse: gilt dann(®:/s,)" ~ 0, d.h.,
. 1 LY /1 1 2\"
Ny & asby = - (1+\/5> (2+2\/3> .

Dies bestatigt unsere anfangliche Vermutung, dass t@faiccifolge asymptotisch exponentiell
zunimmt. Die Rate (fur grosse betragt

Dabher,

1 1
Tn by — 1= <§+§\/g) —1=161.803%.

1.3.3 Fibonaccizahlen in Natur und Kunst

Fibonaccizahlen treten an verschiedensten
Stellen in der Natur auf. Beispielsweise las-
sen sich im Aufbau von zahlreichen Bliuten
oder Baumzapfen, oder bei der Anordnung
von Zweigen gewisser Pflanzen die Fibonacci-
zahlen auffinden. Betrachten wir zum Beispiel
eine Sonnenblumenblite, so sehen wir inein-
ander verschachtelte Spiralen (im Uhr- und
Gegenuhrzeigersinn), die aus dem Zentrum
nach aussen zeigen; siehe Abbildiling 1.6. Ob-
wohl die Anzahl der Spiralen andern kann, ist
ihre Anzahl immer eine Fibonaccizahl. Auch
im Tierreich wurde die Fibonaccifolge aufge-
funden. AbbildundTl7 (linkes Bild) zeigt die
Schale eines Nautilus. Das rechte Bild i”,ﬁbbildung 1.6: Verschachtelte Spiralen bei der Sonnen-
striert, wie deren Aufbau mit den Fibonacci- blume.

zahlen zusammenhangt (die Seitenlangen der

verschachtelten Quadrate folgen der Fibonac-

cifolge).

16



1.4 ETWAS MATRIZENRECHNUNG

Abbildung 1.7: Nautilus und Fibonaccizahlen.

Die Zahl (3 (1 + \/5))_1 =1 (V5 — 1), die fur grosse: immer mehr dem Verhaltni%:.-1/,,
von aufeinanderfolgenden Fibonaccizahlen entspricligsshauchgoldener SchnittDiese Zahl
wird oft als Langenverhaltnis in der Kunstmalerei odeckitektur verwendet (zum Beispiel
beim Einteilen von Himmel und Land bei einem Landschafilald fiihrt zu Kunst- oder Bau-
werken, die fur das menschliche Auge als besonders hasttogelten.

1.4 Etwas Matrizenrechnung

In der Entwicklung einer Population oder, allgemeinergsihiologischen Systems, spielen oft-
mals viele verschiedenen Faktoren eine Rolle. Ausserdenmicees haufig vor, dass man nicht
nur eine Grosse, sondern mehrere gleichzeitig bescmrendehte, oder dass Grossen zu einem
Zeitpunkt von mehreren Grossen in den vorhergehendeputéiten abhangen. So bendtigen
wir beispielsweise Daten aus zwei vorhergehenden Zeiteardgur Berechnung voN,, in (L.8).

Um verschiedene Grossen zusammenzufassen und gemeiosaoilieren zu konnen, bietet
sich die Matrizen- und Vektorrechnung als nuitzliches \etlg an.

1.4.1 Matrizen und Vektoren

Wir definieren eindatrix als einerrechteckigen Blockon Zahlen, der aus einer Anzahlvon
Zeilen undn Spalten besteht; Das Paarx n nennen wir das Format der Matrix. Ein Beispiel
einer4 x 3-Matrix ist

3 4 -1
-1 2 0
A= -3 11 4.3
4 =12 0
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1 DISKRETE WACHSTUMSMODELLE

Um Uber die einzelnen Eintrage einer Matrix sprechenannlen, bezeichnen wir den Eintrag in
deri-ten Zeile undj-ten Spalte einer Matrid mit A4, ;. Im obigen Beispiel ware also

A273 = 0, A471 = 4, A373 = 43, etC.

Allgemein lasst sich einer x n-Matrix also wie folgt schreiben:

Aig Arp A A1
Asr Agog  Asg Asp
A= | As1 Aszs Ass As
Am 1 Am 2 Am,?) Am n

Ein Vektor ist hier eine Matrix, die aus lediglich einer Spalte besteht

U1
V2
v=| Us

Um

Hier lassen wir den zweiten Index (Spalte) beim Bezeichreer&ihtrage weg. Es sei bemerkt,
dass wir Matrizen tiblicherweise mit Grossbuchstaberesicln, wahrend Vektoren durch Klein-
buchstaben dargestellt werden.

Basierend auf dem Satz von Pythagoras fuhren wir noch aimgé (auch Euklidische Norm)
eines Vektors ein:

ol = \/0? + 3 + v 4 02

2
Die Lange des Vektors = | —2 | istalso||v| = /22 + (=2)2 + 12 = /9 = 3.
1

Mit Hilfe der Norm lasst sich jeder Vektar auf die Lange Inormieren indem man ihn mit
dem Faktort multipliziert. Dadurch wird lediglich die Lange eines \eks verandert, wahrend

[[ vl

seine Richtung und Orientierung dieselben bleiben. Imengen Beispiel hat somit der Vektor

2) 2

1 3

(1.12) L )
loll 3\ 4

Wi

1
3

die Lange 1 und die gleiche Richtung und Orientierung wiewlspringliche Vektop.

Vektoren kdnnen auch grafisch dargestellt werden. Dazutiidgeren wir beispielsweise die
Eintrage eines Vektors mit den Koordinaten eines PunkteRaum. Der Vektor zeigt dann vom
Nullpunkt zu diesem Punkt und wi@rtsvektorfir diesen Punkt genannt; siehe Abbilddng 1.8.
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Punkt(2, 3)

0

Abbildung 1.8: Darstellung des Vektoos= (3) im zweidimensionalen Koordinatensystem.

1.4.2 Rechnen mit Matrizen

Matrizen und Vektoren konnen elementweise addiert unttshiert werden. Natirlich miissen
sie dazu dasselbe Format haben:

1 2 5 n 3 0 2\ (4 2 7

3 =20 -1 -23) \2 -4 3)’

1 2 5y (3 0 2y (=22 3

3 =2 0 -1 -2 3/ \\4 0 -3)°

Matrizen lassen sich auch mit einem beliebigen Faktor plidteren. Dies geschieht wiederum

elementweise:
o (1 2 5)_(2 4 10
3 =20/ \6 —4 0]/

Etwas komplizierter ist die Multiplikation zweier Matriae Betrachten wir dazu zunachst die
Multiplikation einer Matrix A, die nur aus einer Zeile besteht mit einer MatBx die nur eine
Spalte hat. Das Resultat ist eine Zahl und wird wie folgt tlenet:

A-B=(A A A oo Ay - | Bsa
(1.13) ( 1,1 Az Aigs 1, )

=A11Bi1+A12Byy + A1 3Bsq + ...+ AL B
So erhalten wir beispielsweise
4
=5
1
1

(2 30 —1)- =2-443-(-5)+0-14+(-1)-1=8+(-15)+ 0+ (—1) = -8.
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Allgemeiner ist nun die Multiplikation zweier MatrizeA, B wie folgt definiert: Der Eintrag im
MatrixproduktA - B in deri-ten Zeile undj-ten Spalte ist gegeben durch die Multiplikation der
i-ten Zeile vonA mit derj-ten Spalte vorB nach der Regel{1.13).

Beispiel 1.14 Wie lautet das Matrixprodukt von
9 -1 0 2 2 -1
1 1 4)° 3 =1 0 | =7
0 3 5

Um den Eintrag in der ersten Zeile und ersten Spalte des oBigaduktes auszurechnen, mul-
tiplizieren wir die erste Zeile der ersten Matrix mit derters Spalte der zweiten Matrix nach

Regel [1.1IB):

2
(2 -1 0)-{3]=2-24(-1)-340:0=4-340=1.
0

Nach dem gleichen Prinzip berechnen sich die anderendgmuiés Matrixprodukts.
Eintrag 1. Zeile / 2. Spalte:
2
2 -1 0)-[-1]=2-24+(-1)-(-1)+0-3=4+1+0=5.
3
Eintrag 1. Zeile / 3. Spalte:
2 -1 0)-({0]=-2

Eintrag 2. Zeile / 1. Spalte:

(1L 1 4)-[3]=5
Eintrag 2. Zeile / 2. Spalte:

(11 4)-[-1]=13

Eintrag 2. Zeile / 3. Spalte:

(1 14)-[0]=10

20



1.4 ETWAS MATRIZENRECHNUNG

Also erhalten wir:
2 —1 0) - <1 5 —2)
13 -1 0 | = )
<1 1 4 0 3 5 5 13 19

Wir halten die folgenden Regeln fur die Matrixmultiplika zweier MatrizenA und B fest:

O

1. Das Produkt - B kann nur dann berechnet werden, wefigleich viele Spalten wid3
Zeilen hat. Sonst ist das Produkt nicht definiert.

2. Die Produktmatrix hat das Format (Anzahl Zeilen vdh x (Anzahl Spalten vorB).
Schematisch:

3. Im Allgemeinen giltA - B # B - A, das heisst, die Faktoren bei der Matrixmultiplikation

sind Ublicherweisaichtvertauschbar. Beispiel:

(1 2)‘(1 2):(—1 4) aber(l 2)‘(1 2):(7 10)'
3 4 -1 1 -1 10/~ -1 1 3 4 2 2
4. Esqilt

(1.15) (0dA)-B=A-(aB)=a(A-B),

WO « eine beliebige Zahl sein darf. Weiter haben wir

(A+B)-C=A-C+B-C
und
(1.16) (A-B)-C=A-(B-C),

wobeiC eine beliebige Matrix sein kann, deren Format so ist, dassloigen Matrixmul-
tiplikationen definiert sind.

Die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor ist durcheMatrixmultiplikation definiert,
wobei der Vektor als Matrix mit nur einer Spalte aufgefassdwDas Resultat ist immer ein

Vektor:

3 3 , 3-143-2 9
2 -1 -(2): 2.1+(-1)-2] = {0
1 1 1-141-2 3
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Beispiel 1.17 Wir betrachten die Matrix
a=(10)

Multiplizieren dieser Matrix mit dem Vekto<_25) ergibt

+(5)-00) (5)-6)

Erneutes Multiplizieren der MatriXd mit diesem Resultat fuhrt zu

A-(A-v):A-(g) = (_52)

Mit Verweis auf [1.I6) kann dies auch anders berechnet werde

A (A v)=(A - A)-v=A v

Es gilt
s (=1 0
w54
und daher
o (=1 0\ [2\_ (-2
a= (0 5)(5)=(7)
In beiden Fallen erhalten wir dasselbe Resultat. O

1.5 Die Fibonacci-Folge I

Die Fibonacci-Folge soll im Zusammenhang mit Matrizen moals betrachten werden.
Zunachst erinnern wir uns an die Definition,

Nn:Nn—1+Nn—27 No =N, =1.

Wir erweitern diese Rechenvorschrift um eine scheinbanmddnte Zeile und fassen in Vektor-

form zusammen:
Nn _ Nn—l + Nn—2
Nn—l N Nn—l .

Nach den Regeln der Matrixmultiplikation kdbnnen wir auchreiben:
No\ _ (1 1\ (Nua
anl a 10 Nn72 .
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Nun fuhren wir fur jedes > 1 den Vektor

ein. Ausserdem,

11
(1.18) A= (1 0).

Damit lasst sich die Fibonacci-Folge auch wie folgt besit¥en:

(1.19) v,=A v, 1, n=12,3,...,

w= () =)

Eine direkte Berechnungsformel ergibt sich nun sofort dwukzessives Anwenden dieser Re-
kursionvorschrift:

mit Anfangsvektor

vp=A v, 1=A% v, =A% v, 3=...= A" - v,.

Es qgilt:

e (oo Q) k-G (D)

Wie erwartet, sehen wir sowohl in der ersten als auch in deitew Komponente der Vektoren
die Glieder der Fibonacci-Folge.

Zeichnen wir die obigen Vektoren, wie in Abbilduhg]l.8 getein ein Koordinatensystem
ein, so erhalten wir im wesentlichen Abbildungl1.5. Insimetwe liegen die Endpunkte der Vek-
toren fur wachsende Iterationszahlmmer mehr auf einer Geraden durch den Nullpunkt. Das
bedeutet: Die Vektorem,, v, ... zeigen fur steigendes immer mehr in eine feste Richtung,
d.h., sie werden immer mehr parallel zueinander. Wir karsies auch dadurch erkennen, dass
wir die Vektoren der Folge,, vy, vs,. . . auf die Lange 1 normieren (wie in{1]12) gezeigt). Dies

resultiert in
vy (0.89443 vy (0.83205 vy (0.85749
o] \0.44721) " lwy|]  \0.55470) " [lwg| ~ \0.51450)°
vy (0.84800 vs  (0.85166 ve  (0.85027
[vg ~ \0:53000) " Jws||  \0.52410) " Jwgl|  \0.52635) """
Es wird ersichtlich, dass die normierte Vektorfolge gegeem Vektor

(085,
v=1o52. ..

(1.20)
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konvergiert, der die angestrebgabile Richtungder Folgew;, vy, v3 beschreibt. Fur jede
geniuigend grosse lterationszahist somit der Vektor,, ein (ungefahres) skalares Vielfaches
vonv. Wir kdnnen daher schreiben

(1.21) VU, R Q- U,

wo «, (oder manchmal auch-«,) die Lange||v,|| von v, ist. Hier erinnern wir uns, dass
die Lange vonov gleich 1 ist. FUr unsere weiteren Betrachtungen ersetaeria in ([LZ1)
durch "=" mit der Begriindung, dass die Naherung fur ansteigendemer mehr zur Gleichheit
wird (die Gleichheit gilt aber eigentlich nur im Grenzfall— o).

Unser Ziel ist es nun, den Richtungsvektodirekt aus der MatrixA zu gewinnen, ohne die
normierte Vektorfolge{1.20) zu betrachten. Wir beginneéniEmsetzen vor{1.21) if (1.19). Mit

Up = Qp - 7, Up—1 = Qp-1-7,

erhalten wir

A (o 1-0) =0, 0.
Aus (L.I5) folgt, dasst - («v,—1 - V) = a1 - (A - ), und daher

~

a1 (A-0) =a, -,

und somit

A=

Qn—1

Da weder das Produld - v noch der Vektow von n abhangen, muss auch der Quotigfgt;
unabhangig von der Iterationszahlind somit fur alle: gleich sein (naturlich bemerken wir hier,
dass dies wegen des obige Ersetzenswvalurch= eigentlich nur naherungsweise zutrifft). Wir

fuhren furer/a,_, eine neue (fur alle gleichwertige) Zahl ein:

(1.22) A=
Op—1

Es gilt also

(1.23) A D=\ D

Aus den obigerlUberlegungen wissen wir, dass Vektorénund Zahlen), die die Glei-
chung [(1.ZB) erflllen, fur das asymptotische Verhaltenlteration [1.19) eine wichtige Rolle
spielen. Wir nennen diese Grosdeigenvektorenresp.Eigenwerte der Matrix A. Hierbei be-
merken wir, dass der Nullvektor (Vektor, der nur Nullen atsnponenten hat) kein Eigenvektor
ist; Eigenwerte durfen allerdings Null sein.

Wir halten die folgenden wichtigen Tatsachen fest:

e Die Gleichung[[T23) ist nur fur quadratisBrdatrizen sinnvoll (warum?).

2Eine quadratische Matrix ist eine Matrix, die gleich vielgilZn wie Spalten hat.
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e Eine Matrix kann mehrere verschiedene Eigenwarteaben (maximal so viele wie die
Matrix Zeilen resp. Spalten hat).

e FUr jeden Eigenwert gibt es Eigenvektoren, die entwedeeme oder sogar verschiede-
ne Richtungen haben konnen. Es gibt maximal so viele vesdehe Richtungen, wie es
Zeilen resp. Spalten in der Matrix hat.

e Ist ein Vektorv ein Eigenvektor, so ist auch jedes beliebige skalare \6bd® - v (wo
eine beliebige, von Null verschiedene, Zahl ist) dieseddfskein Eigenvektor.

Beispiel 1.24 Wir suchen die Eigenvektoren und Eigenwerte der Malrixg)L.Ziel ist es also,
Vektorenv = (Ul) und Zahlen\ zu finden, fur die gilt

(1 o) () =2()

oder als Gleichungssystem geschrieben:

V2

+vg=A
(1.25) 1T 2T AR
v = )\’UQ.

Wir setzen die zweite Gleichung in die erste ein und erhalten
)\712 + v = )\21}2.

Also gilt
(A = X =1) =0.

Diese Gleichung ist genau dann erfullt, wenn
(1.26) v,=0 oder XN -\X—-1=0.
Die zweite Gleichung kennen wir bereits vén {1.9) =(1L.10.I&t die zwei Losungen

1 1 1 1
1=3 2\/5, 9 2+2\/5

Dies sind die Eigenwerte der Matri.

Welches sind die Eigenvektoren? Betrachten wir den Eigenie Setzen wir ihn in das
Gleichungssysteni (1.P5) ein, so ist die zweite Gleichun@iB8) erfullt. Wir kdnnen alsa@,
beliebig wahlen, z. Bu, = 1. Dann erhalten wir sofort aus der zweiten Gleichundin (.25

V1 = )\11)2 = )\1.

Der zu)\; gehorige Eigenvektor ist also gegeben durch
~ (M) _ [—0.6180...
vV = 1 = 1 .
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Genau gleich finden wir den 24 gehorigen Eigenvektor

N Ay 1.6180
2={1)=\1... )

Ausserdem sind beliebige Vielfache dieser Vektoren eltisrzggenvektoren (zu jeweils densel-
ben Eigenwerten, \;). Normieren wir die Eigenvektoren auf Lange 1, so gilt:

v [—0.5257... %, [ 0.8506...
o, \ 0.8506... )" [T~ \—~0.52573...)
O

Bemerkung 1.27 Die Tatsache, dass wir fur die MatriA in (I.I8) Eigenvektoren mit zwei
verschiedenen Richtungen finden kdnnen, legt den Verdettd, dass es fur die Iteratién (1.19)
zwei verschiedene Richtungen gibt, entlang derer sie $aihilisiert. Falls es tatsachlich zwei
solche stabile Richtungen gibt, hangt die von einer Foiggeatrebte Richtung vom Startvektor
der Iteration ab.

e Fir den Startvektow, = 1 sehen wir aus Abbildun§—1.5, dass sich die Vekto-
renwvy, vy, ... Iin Richtung des zum zweiten Eigenwest gehorigen Eigenvektors bewe-
gen.

e Wahlen wir als Startvekton, = M , S0 sehen wir in Abbildunf~1.9, dass die erste

1
Eigenrichtung angestrebt wird.

Somit treten also tatsachlich fur die lteratin (1.1 ®hangig vom Startvektor der lteration, zwei
verschiedene Stabilisierungsrichtungen auf.

Bemerkung 1.28 Obwohl es fur die Iteration {1.19) zwei mogliche Stalidisingsrichtungen
gibt, lasst sich zeigen, dass die Folge von Vektargn,, . .. fur fast alle Startvektorery, die
Richtungv, des zum zweiten Eigenweki, gehorigen Eigenvektors anstrebt. Dies hangt damit
zusammen, dass

A2 > |\

isfl. Wir sagen, dass,; eindominanter Eigenwenind der zugehorige Eigenvektor elominan-
ter Eigenvektoist.

3Fur eine Zahlz| bedeutet hiefz| derabsolute Betraginer Zahlz:

2] T fallsz >0
| = .
—x fallsz <0

Fir komplexe Zahlea = a + ib (wobeia, b reell sind), lasst sich dieser Begriff verallgemeinern:

|z] = Va? + b2.
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0.8

0.6

04r

0.2

Abbildung 1.9: Verlauf der Folg&{T.1L9) mit Startvek(quAl).

Ganz allgemein gilhaufig (nicht immer) fir Matrix-Vektor-Iterationen der Forfa [B), dass
diese sich fufast alle Startvektoreny, entlang des dominanten Eigenvektors stabilisieren (also
entlang des Eigenvektors der zum Eigenwert mit dem grogs¢rag gehort).

1.6 Alterstrukturen und Wachstum mit Leslie-Matrizen

1.6.1 Ein einfaches Kormoranenmodell H

Im Jahre 1970 lebten rund 450 Kormorane in der Schweiz. BA@R vurde ihr Januarbestand
von der Vogelwarte Sempach auf tber 8400 geschatzt. Eswagine Frage der Zeit, bis die
Kormorane auch in der Schweiz ansassig wurden. Seit eidigleren leben Kormorane das gan-
ze Jahr an einigen Orten im Schweizer Mittelland und pflarszelm auch fort. Das Wachstum
der Kormoranenpopulation hat nun zwei Ursachen, Zuwamdewnd Vermehrung der zuge-
wanderten Tiere. Der einst schiutzenswerte Vogel wirdesteleise zu einem Problemfall. Die
Kormorane fischen beispielsweise den Lindtkanal leer.lfeblgibt es einen Interessenkonflikt
unter Naturschiitzern zwischen jenen, welche die Fischgamen, welche die Vogel schiitzen
mochten. Das Zusammenwirken von Einwanderung und Vemumghlasst sich anhand eines
stark vereinfachten mathematischen Modells untersucheine [20].

Populationsdynamik lasst sich im Realexperiment nurlr@sdt untersuchen, da die interes-
santen Parameter nicht willkiirlich veranderbar sindtidenatische Modellbildung gestattet zu

4Dieser Abschnitt folgt[20].
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studieren, wie sich verschiedene Parameter auf die Entwigkvon Modellpopulationen aus-
wirken. Allerdings stellt sich dann die Frage, inwiefernhisse, die in der Modellsituation
gezogen wurden, auch die Realsituation betreffen. Fohggnu aus dem Modell kbnnen aber
Hinweise geben, in welche Richtung die Wildbiologen ihrefrAarksamkeit lenken sollten.
Bei der Modellbildung tritt eine be-
trachtliche Abstraktion auf. Das spe-
zifische Verhalten der Kormorane ist
fir uns nur insofern von Belang, als
diese Vogel von Natur aus umher-
ziehen, seit einiger Zeit aber sesshaft
werden und sich an ihren Standorten
vermehren. Das Beuteverhalten be-
trachten wir hier nicht. Wir gehen
davon aus, dass sich die Vermehrung
der Kormorane irm-ten Zeitschritt
(hier nehmen wir fir eine Zeiteinheit
ZE gerade die Dauer der Jugend-
zeit eines Kormoransproportional
zur momentanen Populationsgrosse
verhalt. Ein solches Modell taugt fur
die grobe Beschreibung der Vermeh-
rung der niedergelassenen Tiere. Allerdings vernacig@sswir hier die Zuwanderung. Es gilt
also:

Abbildung 1.10: Kormorane.

Vermehrung imn-ten Zeitschritt= ¢ - (momentane Population)

(1.29)
Nn - Nn—l - an—h

wobeiq ein passender Proportionalitatsfaktor ist. Wirden wieé&onstante Zuwanderung mit-
einbeziehen wollen, so ware dies eine von der Gesamtpiguksher unabhangige Zahi, um
die sich die Population in jedem Zeitabschnitt additiv vehmt:

Np— Npo1 = anfl +m.
Fur das Modell[{1.29) folgt sofort, dass die Wachstumsrate

/A Nn - anl

Tpn—1 = =
y Nn—l 1

konstant ist. Aus Abschnii7.2 wissen wir bereits, dask daraus ein exponentielles Wachs-
tumsgesetz ergibt. Es gilt:

Daraus ergibt sich

(2.30) N, = (14 q)N,_1,
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d.h.,1 + ¢ hat die Rolle eines Vermehrungsfaktors in jedem Zeitschrit

Die Diskussion dieses Modells ist sehr einfach und folgtaavintuitiv als auch mathema-
tisch aus[(1.30): Das Wachstum hangt wie folgt von der Wachsrate ab (vorausgesetzt wird
naturlich dassVy > 0):

e ¢ = 0, kein Wachstum, die Population bleibt konstant. Es §ilt= N, 1 = N, =
c .. — N(].

e ¢ > 0, positives Wachstum. Der Vermehrungsfaktor ¢ in jedem Zeitschritt ist grosser
als 1, und die Population wachst exponentiell schnell.

e —1 < ¢q < 0: Der Vermehrungsfaktot + ¢ in jedem Zeitschritt ist kleiner als 1. Die
Population geht exponentiell zuriick.

Wir machen nun einen alternativen Ansatz, um die Entwidfleimer Kormoranenpopulation
zu beschreiben. Er soll eine Generationenstruktur (Jerggtind erwachsene Tiere) beinhalten.
Wir gehen von den folgenden Annahmen aus:

1. Das Wachstum erfolgt unbeschrankt. Die Ressourcemudghund Lebensraum stehen in
ausreichendem Umfang zur Verfugung. Es gibt keine Ruggktungen.

2. Die Population ist in zwei Altersklassen eingeteilt, gtigre und erwachsene Tiere.

3. Es werden im Modell nur die weiblichen Tiere betrachtetr Bustand der Population
wird vollstandig durch Paar¢j,,a,) beschrieben. Mitj,, wird die Anzahl der weibli-
chen Jungtiere und mit, die Zahl der weiblichen erwachsenen Tiere je zwiten Zeit-
punkt bezeichnet. Es wird weiter angenommen, dass die Gpspoiation je zu Halfte
aus Mannchen und aus Weibchen besteht.

4. Jedes erwachsene Weibchen hat im Mittel 0 weibliche Nachkommen pro Zeitschritt,
d.h., es gilt:

(1.31) Jn = Tp_1.
5. Die Chance dafir, dass ein Jungtier einen Zeitschrgtlébt, bezeichnen wir mjit Hier
ist p eineWahrscheinlichkejtalso eine Zahl zwischehund1 = 100%, die wie folgt ver-

standen wird: von 100 Tieren tberleben durchschnitligh- p Tiere. Die entsprechende
Uberlebenschance fur ein erwachsenes Tiey {8t< ¢ < 1). Somit haben wir

(132) Up = PJn—1+ qapn_1.

Fassen wir die Gleichungeln(1131) ubhd (1.32) in Vektorforsammen, so erhalten wir

(1.33) (J") _ ( Tln—1 ) _ (0 'f’) _ (J’nl)
. (7% pjn—l + qQp—1 P q Ap—1 ’
——

=L
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Im einem konkreten Beispiel missen zusatzlich noch diaAgswertej,, ay spezifiziert wer-
den. Wie in AbschnittZIl5 beim Untersuchen der Fibonaagépliegt auch hier ein Wachstums-
modell in Matrixform vor. Der Ansatz, Populationsmodelhedieser Weise darzustellen, geht
unter anderem auf P. H. Leslie [13] zuriick. Die Matfixin der obigen Gleichung nennen wir
daherLeslie-Matrix

Fur numerische Berechnungen oder Computersimulatioaeatlyen wir konkrete Werte fur
die Modellparametep, ¢, . Einige darunter lassen sich durch Feldbeobachtungenesingn:

e Im vierten Lebensjahr wird ein Kormoran fortpflanzungsatsomit muss im hier ver-
wendeten Modell die Lange eines Zeitschrittes 3 Jahrerdaue

e Kormorane legen im Mittel zwischen 3 und 4 Eiern pro Jahr. Daél der weiblichen
Nachkommen pro Zeitschritt betragt somi < r < 6 (3 bis 4 Eier pro Jahr, d.h. 9 bis 12
Eier pro ZE, davon die Halfte Weibchen).

e Gemass Beobachtungen sterben in den ersten drei Lebersjaimd36%, 22%, 16%
der Kormorane, danach jahrlich zwisch&y und 14% der Weibchen. Fir di¢berle-
benschance der Jungvogel ergibt sichd - 0.78 - 0.84 ~ 0.42 = 42%, d.h.,p = 0.42,
oder grober gerechnét— 0.36 — 0.22 — 0.16 = 0.26 = 26%, d.h.p = 0.26. Wir wahlen
0.25 < p < 0.50.

e Rechnet man mit einer mittleren Lebenserwartung der Koam®ron etwa 3 bis 10 Jah-
ren, so kommt man auif25 < ¢ < 0.65 als plausibles Fenster fur die Werte wan

Betrachten wir eine Kormoranenpopulation ohne Zuwachglemtfolgenden Parametern:
r=4.5, p=0.42, q = 0.60.

Die zugehorige Lesliematrix lautet also

0 r 0 45
(1.34) L= (p q) - (0.42 0.6) '

Nun wollen wir mit Hilfe des mathematischen Modells einigateressanten Fragen nach-
gehen. Naturlich missen wir hier nochmals unterstreictdass das Modell, seiner Einfachheit
zufolge, lediglich als Indikator fur Voraussagen und preshend notwendige Anpassungen gel-
ten kann, nicht aber als vollstandige Beschreibung déemezareignisse in der Natur.

1. Wachst die Population, bleibt sie konstant, oder ssigar aus?

2. Stellt sich (vielleicht nach langer Zeit) ein stabilersfand ein?

Um Einsicht in die Entwicklung der Population zu gewinnesastimmen wir die Eigenwerte
und zugehorige Eigenvektoren der MatfixDiese kdnnen wir von Hand tun oder mit Hilfe eines
Computerprogramms. Manche wissenschaftlichen Tasctiemee ermoglichen dies ebenfalls.
Wir verwenden die Software M LAB oder die sehr ahnliche frei verfigbare SoftwareTAVE;
siehe auch AnhanglC. Mit dem Befebilg konnen Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt
werden:
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0
0 1]

octave:1> L = [ 0.00 4.5
0.42 0.6

0.00000  4.50000
0.42000 0.60000

octave:2> [EV, EW] = eig(L)
EV =

-0.97104 -0.93498
0.23890 -0.35470

EW =

-1.10712  0.00000
0.00000 1.70712

Die Diagonalelemente der Matrigw sind die Eigenwerte vor., und die entsprechenden
Spalten voreV enthalten zugehorige Eigenvektoren. Hier erhalten vgio:al

1. Eigenwert:\; = —1.10712, mit zugehorigem (normierten) Eigenvektor
. (—=0.97104\
1= 0.23800 )

2. Eigenwert\, = 1.70712, mit zugehodrigem (normierten) Eigenvektor
. [(—0.93498
Y2 =\ —0.35470 ) -

Wie in unserem Beispiel mit der Fibonaccifolge erwarten dass sich die Iteratiob{1133) ent-
lang einer der zwei durch die Eigenvektoren bestimmtentRigden stabilisiert. Naturlich hangt
dies von den Anfangswerten ab. In.unserem Kormoranensygiteimmer j, > 0 undag > 0.

Es lasst sich dann fur die Iteratidn(1.33) leicht zeigtass fur alle weiteren Zeitpunkte ebenso

gilt
(1.35) Gn>0,a, >0, n=12.3,....

Dies lasst sich auch intuitiv mit unserer VorgehensweisienbErstellen des mathematischen
Modells begriinden. Was folgt daraus?
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Der Eigenvektor; enthalt eine negative und eine positive Komponente. Wisidh unsere
Iteration entlang dieser Richtung stabilisieren, wirdes dedeuten, dass es (zumindest nach
vielen Zeitschritten) eine negative Anzahl Jungtiere uin@ @ositive Anzahl erwachsene Tie-
re gabe, oder umgekehrt. Dies kann weden{1.35) fur melhative Anfangswerte aber nicht
zutreffen. Der Eigenvektas, scheidet daher als Stabilisierungsrichtung aus.

Nun bemerken wir, dass Vielfache, also auch negative \db#avon Eigenvektoren ebenfalls
Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert sind. Der Eigenvekto

o (0-93498
27 10.35470
ist also ebenfalls ein Eigenvektor zum Eigenwertund hat nur positive Komponenten. Somit
liegt die Vermutung nahe, dass fur die Entwicklung einerrforanenpopulation nach obigem
Modell mit Leslie-Matrix L in (I.34) der Eigenwerh, und der Eigenvektor-v, eine bestim-

mende Rolle einnehmen. Wir erwarten, dass sich die Iteratidlang der Richtung v, stabili-
siert, d.h.

(1.36) (i{;) A 0By,
WO «,, ein geeigneter Skalierungsfaktor ist; v@l._(1.21). Dassk sich auch dadurch begriinden,
dass\, der dominante Eigenwert vah ist; vgl. Bemerkung1.28.

Die Stabilisierung der Iteration entlang des Eigenvekteis bedeutet, dass sich immer
mehr ein stabiles Verhaltnis zwischen den beiden Eiemader Vektoren in der Vektorfol-
gewy, vy, Ve, . . . €instellt. Das angestrebte Verhaltnis entspricht denhalanis der Komponen-
ten im Eigenvektob, resp.—v,:

Jjn _ 1. Komponente vow,

~ —= = 2.6360.
a, 2.Komponente vomw,

(1.37)

Praktisch heisst dies, dass sich nach (moglicherweisenyi&eitschritten immer mehr ein kon-

stantes Verhaltnis von 1: 2.6 zwischen Jungtieren undarsenen Kormoranen abzeichnet.
Es bleibt nattrlich noch die Frage, ob die Population kkhept zunimmt. Um diese Frage

beantworten zu konnen, erinnern wir uns an die Tatsaclss,fdaeinen Eigenwert gilt

A

(1.38) AR ;
Op—1

vgl. (L.22). Daraus folgt, dass die Folge dgrgenau dann zunehmend ist, wexip- 1. Dies ist
hier der Fall, da\, = 1.70712 > 1. Damit folgt aus[(1.36), dass auch die Folge geunda,,
zunehmend sein muss.

Wir fassen zusammen: Fir nicht-negative Anfangswgrtsda, (wobei nicht beide Null sein
sollten), wachst die Population an und das Verhaltnisldagtiere und erwachsenen Kormorane
stabilisiert sich entsprechend der Eintrage des Eigeovek vs.

Rechnen wir die der obigen Leslie-Matrix entsprechendgouRdionszahlen mit, = 20
Paaren ung, = 0 Jungtierenpaaren aus, so erhalten wir (siehe auch Ablg[dd):
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Abbildung 1.11: Kormoranenmodell mit Lesliematdxin (I_34) und(jo, ag) = (0, 20).

Zeitschrittn |01 \ 3|4 |5]|6] 7
Jungtierej,, 0 9 203 | 224 | 517 | 733 | 1416
Erwachsene Kormorang, || 20| 12 50 | 115| 163 | 315| 497
. . . . 1416 . 0.94357 .
Normieren wir im 7. Zeitschritt den Vektor 107 ) so resultiert der Vekto 0.33118 )" Hier

sehen wir bereits die Annaherung an den zweiten Eigenwvekin. Das Verhaltnis zwischen
Jungtieren und erwachsenen Kormoranen gleicht sich etisend dem Verhaltnis der Kompo-
nenten des dominanten Eigenvektors (MgL{1.37)) an:

jr 1416
= = —— & 2.8491.
ay 497

Wir schliessen unsere Betrachtungen zum Kormoranenmodeiiwei weiteren Beispielen
ab. Hier betrachten wir das gleiche Modell, mit verschiexntebeslie-Matrizen:

0 1 0 09
a)L:(0.5 0.5)’ b) L = (0.5 0.5)'

Resultate zu Beispiel a):

octave:1> L = [

33



1 DISKRETE WACHSTUMSMODELLE

0.00000 1.00000

0.50000  0.50000
octave:2> [EV, EW] = eig(L)
EV =

-0.89443 -0.70711
0.44721 -0.70711

Ew =

-0.50000  0.00000
0.00000 1.00000

Es gibt zwei Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren,

N - [—0.89443
1=y Y=\ 044721 )0
N —0.70711
A2 =1, e (—0.70711) '

Wie stabilisiert sich dieses Modell? In Frage kommt nur diehRing des Eigenvektors,, da
die Komponenten vom; unterschiedliche Vorzeichen haben. Wir erwarten also ginagkern
entlang des Vektors-v,, was in unserem Beispiel ein Verhaltnis von 1:1 zwischerg@n und
erwachsenen Tieren bedeutet . Ausserdem bemerken wir: @dweindnte Eigenwert ist 1, d.h.,
im Ruckblick auf [1.3B) ist weder Wachstum noch Rickgangmwvarten. Aus diesen Beob-
achtungen folgt, dass sich eine feste Population einstalied, mit festen Grossen der einzel-
nen Generationen. Mit einer Anfangspopulation vgn= 20 erwachsenen Kormoranenpaaren
undj, = 0 Jungtierpaaren gilt,

Zeitschrittn |O0|1]2]|3|4|5]|6]7
Jungtierej,, 0]120|10|15|13|14| 13|13
Erwachsene Kormorang, || 20| 10| 15| 13| 14| 13| 13| 13

was unseren Vermutungen entspricht. Auch in der grafisclaest&lung (siehe AbbildurigT112)
ist die Annaherung an einen festen Zustand klar erkennbar.

Resultate zu Beispiel b):
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20 T
* (Jnx an) %

— — — dominante Richtung -
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14 * /Q;ﬁ):_’ b
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Abbildung 1.12: Kormoranenmodell mit Lesliematrix aus g@el a).

octave:1> L = [

0.00000  0.90000

0.50000  0.50000
octave:2> [EV, EW] = eig(L)
EV =

-0.88807 -0.68171
0.45971 -0.73162

Ew =

-0.46589  0.00000
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0
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Abbildung 1.13: Kormoranenmodell mit Lesliematrix aus g€l b).

0.00000  0.96589

Es gibt erneut zwei Eigenwerte und zugehorige Eigenvektor

A —0.88807
A\ = —0.46589, U1 = ( 0.45971 ) ’

. —0.68171
Xy = 0.96589, v2 = (—0.73162) '

Der angestrebte Richtungsvektor-sb,. Der zugehorige Eigenvektor = 0.96589 < 1 deutet
auf einen (wegen, ~ 1 langsamen) Riuckgang der Population hin. Eine Rechnunggmit20
undj, = 0 illustriert dies (siehe auch AbbildumgT]13):

Zeitschrittn |o|1]2]|3|4|5]|6]7
Jungtierej,, 0|18, 9 |13|10|11/10] 9
Erwachsene Kormorang, || 20| 10| 14|12 |12 |11| 11| 11

Es ist klar, dass eine realistische Simulation viel gerallaten erfordert, als die Feldbeob-
achtungen zu liefern vermdgen. Von den uns verfugbareb&ehtungsdaten sind digberle-
benswahrscheinlichkeiten der erwachsenen Tiere mit &insicherheit un50% behaftet. Unter
diesen Umstanden kann kaum ein mathematisches Modatbiiilfleare Voraussagen machen.
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Dazu kommt der Einwand, dass die Parameter in der Natur siggenau konstant bleiben,
wie dies das Modell erfordert. Die Veranderung in den Wagahsraten wird auch dokumentiert
in [26]. Damit sind nattrlich einige wesentliche Model@imen in Frage gestellt. Im Vergleich
etwa zu physikalischen Modellsituationen ist die Lage inRBielogie in der Regel weit komple-
xer. Dass die fur mathematische Modellbildung notigetidddion dann die Gute der Voraussa-
gen beeintrachtigt, erstaunt an sich wetigerraschend ist, dass schon geringe Variationen der
Parameter das Modellverhalten stark beeinflussen.

Mit Sicherheit ist der Hauptmangel des Modells, dass esekéfachstumsbegrenzung durch
Ruckkoppelung im Sinne eines Zusammenspiels zwischebd&ta und Beute gibt. Wir werden
uns etwas spater mit solchen Modellen befassen. Sie hapéetlhiweise eine mathematisch
kompliziertere Struktur als die Leslie-Modelle, die wirdresem Abschnitt betrachten.

Sinnvolle dkologische Massnahmen zur Kontrolle von Bedén lassen sich nicht durch Ma-
trixmodelle mit konstanten und zudem unsicheren Paramégriinden. Eine dauerntiéer-
wachung von Tierbestanden und adaptiven Massnahmen sustmeidlich. Modellrechnung
und Beobachtung missen sich gegenseitig erganzen.simsibere ist es vorsichtig, Massnah-
men zur Bestandesreduktion (Jagd, Konkurrenz, Seucheninver effektiven Umsetzung in
mathematischen Modellen zu simulieren, um auf kiinftigerigklungen vorbereitet zu sein.

1.6.2 Allgemeines Leslie-Modell

Der obige Ansatz, der in die Entwicklung einer Populatiorsehiedene Generationen einbe-
zieht, lasst sich einfach verallgemeinern. Wahrend immk@ranenmodell zwei Generationen —
Jungtiere und erwachsene Kormorane — beriucksichtigtemeidann die Alterstruktur einer Po-
pulation noch detaillierter in ein Modell eingebaut werddehmen wir dazu an, dass es in einer
Populationm verschiedene Generationen gibt. Hierbei besteht die Gesteration aus allen In-
dividuen, die zwischen 0 und 1 Zeiteinheiten alt sind, dieit&vGeneration aus allen Individuen,
die zwischen 1 und 2 Zeiteinheiten alt sind, etc. Bige Generation bildet sich dann aus allen
Individuen, die ein Alter zwischem — 1 undm Zeiteinhalten haben. Wir gehen davon aus, dass
kein Individuum in der Population alter als Zeiteinheiten wird.

Wir bezeichnen mitV,, ; die Anzahl der Individuen, die sich zum Zeitpunkin der ersten
Generation befinden (also gerade geboren wurden). WeitéY,sedie Anzahl der Individuen,
die zum Zeitpunkt: in der zweiten Generation (also zwischen 1 und 2 ZE alt) sisd;. Die
Alterstruktur der Population zum Zeitpunktiasst sich als Vektor darstellen:

Ny # Individuen im Alter von 0 bis 1 ZE zum-ten Zeitschritt

Ny # Individuen im Alter von 1 bis 2 ZE zum-ten Zeitschritt
v,=| Nu3 | = # Individuen im Alter von 2 bis 3 ZE zum-ten Zeitschritt

Nom # Individuen im Alter vonm — 1 bism ZE zumn-ten Zeitschrit

Nun beziehen wir die Vermehrung in das Modell mit ein. Dazhmen wir an, dass jede
Generation eine gewisse Anzahl Junge erzeugt: Generagoreiligt durchschnittlich; Junge
pro ZE und Individuum, Generation 2 erzeugt durchschaitth, Junge pro ZE und Individuum,
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..., Generationn erzeugtJ,, Junge pro ZE und Individuum. Die Anzahl der neugeborenen
Jungtiere im aktuellen Zeitabschnitt macht die neue 1. Geioe des nachsten Zeitabschnitts
aus und besteht aus

(1.39) Nypy1g = JiNy1 + JoNpo + ...+ T Npm

Individuen.

Es fehlt noch die Beschreibung déberlebenschancen von Generation zu Generation. Wir
bezeichnen di&Jberlebenschancen der 1. Generation pifgemessen i, d.h.100 - p; von
100 Individuen Uiberleben), digberlebenschancen der 2. Generationymietc. Die neue zweite
Generation wird nun von deldberlebenden der 1. Generation gebildet:

(140) Nn+1,2 =pP1- le.
Genau gleich gilt
Npy13=p2- Npo

Npy14=p3-Np3
(1.41)

Nn—H,m = Pm—-1" Nn,mfl-

Die m-te Generation Uberlebt nicht.
Fassen wir die Gleichungeln (1139)=(1.41) in Vektorformarsen, so gilt:

Nn—i—l,l Jan,1+J2Nn,2+---+JmNn,m
Nn+1,2 b1 Nn,l
Nn+173 B P2 Nn,2
Novra | — p3 - Nis '
Nn+1,m Pm—1- Nn,m—l
oder aquivalent,
(142) Un41 = L. U,
mit der Matrix
Jl J2 JB Jmfl Jm
m 0 0 0 0
0 py O 0 0
0 0 0 Pt O
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Startend von einer anfanglichen Altersverteilung, gegethurch einen Vektow,, entwickelt
sich eine Population im Leslie-Modell nun nach der Vordtkff.42). Dies ist eine Vektoriterati-
on, wie wir sie schon von den Fibonaccizahlen oder vom Koamenmodell her kennen. Auch
hier gilt: wenn alle Komponenten vo, positiv sind (d.h. keine negative Anfangspopulation),
so haben auch alle weiteren Vektorenv,, . . . nur positive Komponenten.

Aussagen tiber Wachstum, Stillstand, oder Riickgang deul®@on, sowie tiber das Konver-
gieren gegen eine stabile Verteilung lassen sich nunéhnlie zuvor mit Hilfe der Eigenvekto-
ren und Eigenwerte der Leslie-Matrix diskutieren.

Es lasst sich mathematisch beweisen, dass es bei Lestiez&faimmer einen positiven Ei-
genwert gibt, der dominant ist. Der zugehorige Eigenvelkéd Komponenten, dialle das glei-
che Vorzeichen habehr gibt die Richtung an, entlang derer sich die Iteratiodd}) (fast immer)
stabilisiert.

Wir betrachten zwei fiktive menschliche Bevolkerungers Zgiteinheit wahlen wir 10 Jahre.
Hier betrachten wir lediglich die Alterstufen zwischen 0dusO Jahren, da die Generationen
der Uber 50-jahrigen nur noch sehr wenig zur Vermehrumddeolkerung beitragen. Gegeben
seien

0 0.05 0.7 025 0.1 0 053 1.7 1.33 0.3

098 0 0 0 0 052 0 0 0 0

L, = 0 099 O 0 01, L, = 0 059 0 0 0
0 0 099 0 0 0 0 067 0 0

0 0 0 09 0 0 0 0 044 0

Bei L, konnte es sich um eine Leslie-Matrix einer Population iohtelogisch hochentwickel-
ten Zustand handeln (gros&terlebenswahrscheinlichkeiten, kleine Kinderstehiait, we-
nig Nachkommen), wahrentl, eine vorindustrielle Bevolkerung beschreiben konnteiflere
Uberlebenschancen und grosse Kindersterblichkeitsgrasvermehrung).

Wir betrachten die Eigenwerte und Eigenvektoren dieserikiat.

octave:1> L1 = [0 0.05 0.75 0.25 0.1
0.98 0 0 0 0
0 0.99 0 0 0
0 0 0.99 0 0
0 0 0 0.95 0];

octave:2> [EV, EW] = eig(L1)

EV =
0.4907 -0.0507+0.2674i -0.0507-0.26741 0.0076-0.01801 0.0076+0.01801
0.4663 0.3238-0.08341 0.3238+0.08341 -0.0511+0.00481 -0.0511-0.00481
0.4476 -0.2647-0.31971 -0.2647+0.31971i 0.0753+0.11341i 0.0753-0.11341
0.4297 -0.2192+0.4662i -0.2192-0.46621 0.1708-0.31851 0.1708+0.31851
0.3959 0.6135 0.6135 -0.9208 -0.9208
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Ew =
1.0313 0 0 0 0
0 -0.3394+0.72181 O 0 0
0 O -0.3394-0.72181 O 0
0 O 0 -0.1762+0.32871 O
0 O 0 0 -0.1762-0.32871

Die Eigenwerte vonL; sehen wir auf der Diagonalen der Matrx. Die entsprechenden
(auf Lange 1 normierten) Eigenvektoren sind die Spaltenhdatrix ev. Wir sehen, dass es
einen reellen positiven Eigenwert (dominanter Eigenwgsty= 1.0313 und vier komplexwer-
tige Eigenwerte (mit negativen Realteilen) gibt. Das Modetd sich somit entlang des ersten
Eigenvektors

0.4907
0.4663
v, = | 0.4476
0.4297
0.395

stabilisieren, der zum Eigenwekf gehort. Da)\; leicht grosser als 1 ist, erwarten wir einen
sanften Zuwachs der Bevolkerung.
Betrachten wir die Matrix-:

octave:1> L2 = [0 0.531.7 1.33 0.3
0.52 0 0 0 0
0 0.59 0 0 0
0 0 0.67 0 0
0 0 0 0.44 0 ];

octave:2> [EV, EW]=eig(L2)

EV =

-0.8515 -0.6214 -0.6214 -0.2395 0.0029

-0.4294 0.1609+0.4440i 0.1609-0.44401 0.2856 -0.0118
-0.2457 0.3127-0.26091 0.3127+0.26091 -0.3865 0.0540
-0.1596 -0.3446-0.20091 -0.3446+0.20091 0.5938 -0.2808
-0.0681 -0.0460+0.25241 -0.0460-0.25241 -0.5992 0.9582

Ew =

1.0312 0 0 0 0
0 -0.2331+0.6432i O 0 0
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0 O -0.2331-0.64321 O 0
0 O 0 -0.4360 O
0 O 0 0 -0.1289

Hier gibt es drei reelle und zwei komplexe Eigenwerte. Nureatste Eigenwerk; = 1.0312
hat einen Realteil grosser als 0. Er ist dominant. Die Beartingsstruktur wird sich folglich
entlang des ersten Eigenvektors (multipliziert mit -1pdisieren:

0.8515
0.4294
vy = | 0.2457
0.1596
0.0681

Auch hier ist der dominante Eigenwert leicht grosser alsddass ein leichter Anstieg der
Bevolkerung erwartet wird.

Wenn wir die beiden Modelle fuE, und L, vergleichen, so scheint deren Analysis zunachst
sehr ahnlich. Trotzdem macht sich ein Unterschied sehtlideuMit dem Eigenvektor, der
ersten Bevolkerung sehen wir, dass sich die Populatioreimgin Zustand zubewegt, bei dem
alle Altersgruppen etwa gleich stark vertreten sind (audsefiinfte, die einen etwas kleineren
Anteil hat). Beim zweiten Modell ist die Situation ganz areddetrachten wir dort die stabile
Richtung, so erkennen wir deutlich, dass die erste Altdisbtsehr stark vertreten ist, wahrend
die Grosse der folgenden Altersgruppen jeweils um eindstoFaon etwa 2 kleiner sind. In den
beiden Modellen stellt sich also langfristig eine ganz aedsdterstruktur ein.

Wie bereits beim Kormoranenmodell erwahnt, sind Lesliedglle mit konstanten Matrizen
ungeniugend, um eine langzeitige Entwicklung einer Pdijmriazu beschreiben. Viele Fakto-
ren, wie medizinische, umweltbezogene oder wirtschakli¢eranderungen, oder Zu- und Weg-
wanderungen, spielen bei der Entwicklung einer Bevolikgreine wichtige Rolle. Eine mogli-
che Verbesserung des Leslie-Modells besteht darin, F€itajige Koeffizienten in die Leslie-
Matrizen einzubauen. So wurden beispielsweise in vieleleT&Vesteuropas seit Beginn des
letzten Jahrhunderts hohe Geburtenraten und niedrigdreniserwartung durch weniger Nach-
kommenszahlen und hohere Lebenserwartung abgelost.

Weiterfiihrende Literatur

Mehr Uber lineare Algebra und deren Anwendungen in derdgjiel kann zum Beispiel ir_[1]
gelesen werden. Anleitungen zur Benutzung von Matlab gilideaspielsweise in[12, 22]. Die
letztere Referenz ist im Internet zu finden (einfach nachtfabeprimer” suchen). Fur weitere
Informationen Uber Wachstum und Zerfall zum Selbststondsei auf

http://www.swisseduc.ch/mathematik/

verwiesen.
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1.7 Aufgaben

1.1. Die folgenden Tabellen zeigen die zeitliche Entwiockjwerschiedener Populationen.
Konnen Sie aus den Zahlen lineare oder exponentielle Neddtennen?

oo lo] 1] 2 | 3 | 4
N, |[34 | 40.8| 48.96| 58.752| 70.5024
o ol 1] 2]3]|a4
N, |[15|18.6| 22.2| 25.8| 29.4
nllol 1| 2] 3] 4
©) N 125/ 258] 26.6| 27.6| 28.4
g " 0 |1]|]2]|3]| 4
N, |[243[81[27]09]03

1.2. Charakterisieren Sie die untenstehenden Populgti@pisen. Liegen lineare / exponenti-
elle Zu- / Abnahme vor?

a) b)
T T T T T T

35 50

30 251

251 40 . *

20

35F *

15

301

10

251 *

5+ 20+

*
oL L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 2 3

20

18

16 *

1} : "

12

log(N,)

10

1.3. Ein Wachstumsgesetz sei rekursiv gegeben durch

N, =3N,_; + 10, mit AnfangspopulationV,.
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1.4.

1.5

1.6.

1.7.

1.8.

1.7 AUFGABEN

Finden Sie eine explizite FormdHinweis: Machen Sie einen Ansatz der Forly), =
a - 3" 4+ 4 und bestimmen Sie die Konstantens.

Wir betrachten die Iteratioh(1.8), aber mit Starteerv, = 1, N; = 2.

a) Wie lautet das (rekursive) Wachstumsgesetz fur diesseNr
b) Leiten Sie eine explizite Formel her.

Jeder Mensch hat 2 Eltern, 4 Grosseltern, . ..
a) Nach welchem Gesetz lassen sich die Anzahl der VorfahNren der 3., 4.,.. n-ten
Generation bestimmen?
b) Wie gross ist die Anzahl Ihrer Vorfahren vor 30 Generagioh
c) Vergleichen Sie diese Zahl fur eine Schatzung der Wetitkerung im Jahre 1.
d) Was verblufft Sie? Wie erklaren Sie dieses Resultat?

Die untenstehende Tabelle zeigt die Bevolkerungsekiung der USA zwischen 1790
und 1860 (in Millionen).

Jahr || 1790 1800| 1810| 1820| 1830 | 1840 | 1850 | 1860
US-Bev.| 3.93| 5.31| 7.24 | 9.64 | 12.87| 17.07| 23.19| 31.43

Deuten diese Zahlen (zumindest naherungsweise) auf erpielles Wachstums hin?
Wenn ja, geben Sie ein Wachstumsgesetz in expliziter Form an

Gegeben seien die Matrizen B, C, D und E mit den folgenden Formatangaben:

A B &) D E
(4x5) (4x5) (bx2) (4x2) (bx4)

Welche der folgenden Rechnungen sind wohldefiniert? GeleefuSdie entsprechenden
Resultatmatrizen jeweils das Format an.

a)B-A
b) A-C+ D
c) A-E+ B
d A-B+ B
e) E-(A+ B)
Gegeben seien
1 =2 0 3 6 —2
A=|2 3 1], B=10 0 1
—4 0 1 2 =2 1

Berechnen Sie
a) A+ B
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1 DISKRETE WACHSTUMSMODELLE

b) 3B

c) 2A -5B

d A-B
e)A-A—B-A.

1.9. Gibt es eine Matrid vom Format x 2, sodassA - A nur Eintrage) hat?
1 2
St

Uy = A- Un-1, Vo = (g) .

a) Berechnen Sie die ersten vier Vektotgnw,, vs, v, der Iteration.
a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorige Eigenvekteon A.

b) Entlang welcher Richtung wird sich die Vektoriteratidatslisieren? Begriinden Sie
Ihre Antwort.

1.10. Wir betrachten die Matrix

und die Vektoriteration

1.11. Wir betrachten eine einjahrige Pflanzenpopulatiom sich wie folgt verhalt: Samen rei-
fen am Ende des Sommers und ein gewisser Anteil davon lbelda folgenden Winter.
Wiederum ein bestimmter Anteil davon spriesst im Friuhlwvan den Gibrigen Samen tber-
lebt ein Teil den nachsten Winter, wovon ein Anteil im ngtem Frihjahr spriesst. Langer
uberleben die Samen nicht. Aus diesen Annahmen lasstlacModell

N, = oqo1yNp—1 + (1 — ay)azo1097 N2
herleiten. Erklaren Sie dieses Modell und interpretie3enjeden der Parameter.

1.12. Wir betrachten das folgende (stark vereinfachte) @éididr Produktion und Abbau von
roten Blutkorperchen (rBK). Wir setzen voraus, dass jethanein gewisser Anteit (0 <
k < 1) von rBK abgebaut wird und dass am gleichen Tag so viele nBKeproduziert
werden, wie am vorherigen Tag abgebaut wurden. Dies fiihrt z

Nn ¥ ’}/]{]Anfl.

Hier sind A,, die Anzahl rBK im Kreislauf undV,, die neuproduzierten rBK am Tag

a) Erklaren Sie diese Gleichungen.

b) Leiten Sie eine Matrix-Vektor-Formulierung her und z#igSie, dass die entspre-
chende Matrix die Struktur einer Leslie-Matrix hat.

c) Man kann Homoostase (Gleichgewicht im Korper) wie falgfinieren: Es gibt eine
konstante Gross@, sodassd,, — G fur grossen. Wie missen die Parameteund-y
in diesem Modell sein, damit dies erreicht wird?
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1.13. Wir betrachten das Kormoranenmodell mit einer korteta Zuwanderungn in jedem
Zeitschritt:

jn =Tap—1

Ay = pjnfl +qap—1 +m.
Um eine Vektoriteration zu erhalten, fuhren wir den Vektor

In
Uy = Qp,

1

ein.
a) Zeigen Sie, dass das Modell geschrieben werden kann Foder

Up = L+ *Up—1,

wobei
0O » 0

L.=|p ¢ m
00 1

b) Die obige MatrixL istkeine eigentliche Leslie-Matrix der Forma{1143). Insbede-

re sind hier instabile Zustande moglich. Dies gilt zumdpez! furr = 1, p = ¢ = 50,
m = 60. Berechnen Sie, ausgehend vign= aq = 0 die ersten 15 Zeitschritte und
zeigen Sie, dass sich kein stabiles Verhaltnis zwischeggn und erwachsenen Kor-

moranen einstellt.

1.14. Bei einer 2-jahrigen Tierart sollen die O- bis 1rjgan durchschnittlich 4 Nachkommen
und eineUberlebenschance von 75% haben. Die 1- bis 2-jahrigemhiab®ittel 3 Nach-

kommen.
a) Finden Sie die Leslie-Matrix fuir diese Art.
b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der &dghtrix.
c) Beschreiben Sie, wie sich diese Population langfristigveckelt.

d) Ausgehend von einer Population von 10 0- bis 1-jahrigenen, berechnen Sie die
Entwicklung der Population in den ersten 5 Zeiteinheiten.
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2 Kontinuierliche
Populationsmodelle

Diskrete Populationsmodelle, wie wir sie im vorherigen Kelpbetrachtet haben, beschreiben
eine Entwicklung zu gewissen, durch eine positive Zeiteingetrennten, Zeitpunkten. Die Dy-
namik, die sich zwischen diesen isolierten Zeitschrittbapéelt, steht dabei nicht im Vorder-
grund oder wird durch solche Modelle gar nicht beschriePas. muss allerdings kein Nachteil
sein. Wer zum Beispiel das Alter eines Baumes in Jahreremahill, kann sich mit dem Zahlen
der Ringe begniigen, ohne den genauen Zeitplan der Entstedines neuen Rings im Laufe
einer Zeiteinheit kennen zu mussen.

Es kann aber auch sein, dass die genaue Dynamik eines Systemgchtiger Bedeutung
ist. Wenn beispielsweise eikologe die Entwicklung einer Muschelansiedlung entlaingre
Klste beobachtet, kann es nutzlich sein, die Muschelptipn als Einheit, zum Beispiel als
eine Flache, zu betrachten, die sich im Laufe der Zeit dysemwandelt. Hier sind kontinuier-
liche Modelle sehr hilfreich. Wahrend sie dimomentan®ynamik eines Systems (mindestens
im Modell) sehr gut darstellen, konnen diskrete Modellerafr Naherungen liefern (die auf
Informationen an den diskreten Zeitpunkten basieren).

Abbildung[Z.] zeigt den Unterschied zwischen diskretem kmmtinuierlichem Wachstum
in einer einfachen Grafik; in beiden Fallen wachst die Pagan exponentiell an, wobei wir
im kontinuierlichen Modell zusatzlich erkennen konnaras zwischen den Zeitschritten ge-
schieht. Wer mit kontinuierlichen Populationsmodellebedtet, sollte sich bewusst sein, dass
Resultate ebenso kontinuierlich sein konnen. Wer bdmspeise im kontinuierlichen Modell
in Abbildung[Z1 abliest, wie gross die Population im Jah@@@st, wird eine Zahl von etwa
9'307°022.5747. .. erkennen. Offensichtlich ist eine mighnze Populationszahl unnatirlich; ei-
ne geeignete Rundung ist deshalb ratsam (z.B. 9°'307°000).

Wie in Kapitell betrachten wir eine Anzahl von Individuere th einem Lebensraum leben.
Ihre Anzahl bezeichnen wir miv. Um Populationen kontinuierlich zu beschreiben, fuhréen w
eine Zeitvariable ein (in Abbildund2.1 stehtfur die Anzahl Jahre) und betrachtéh(also die
Anzahl der Individuen) als von abhangige Grosse. Mathematisch ausgedrickVist N (t)
eine Funktion der Zeitvariablen
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Abbildung 2.1: Diskretes (links) und kontinuierlichesdngés) Wachstumsmodell.

2.1 Wachstum, Zerfallund Anderungsraten mittels
Ableitung

Wir stellen uns eine Population einer Spezies vor, die emi&ngliche (Zeitpunkt = 0 Jahre)
Anzahl von 100 Individuen hat und nach dem folgenden Wachsgiesetz zunimmt:

(2.1) N(t) = 100 + 10¢*.

Wir sehen, dasa/(0) = 100 (wie vorausgesetzt) und beispielswel$&) = 190, d.h. nach drei
Jahren hat die Population eine Grosse von 190 Individuen.

Ein wichtige Aufgabe besteht darin, dieomentan&Vachstumsgeschwindigkeit einer Popu-
lation oder auch die Wachstumsrate zu bestimmen. Berechireoeispielsweise die Wachs-
tumsgeschwindigkeit der obigen Population zum Zeitpurkt2. Dazu bemerken wir zunachst,
dass die Grosse der Population zum Zeitpunkt 2 den WertN(2) = 140 Individuen hat.
Einen kurzen Zeitabschnitht spater betragt der Wel¥ (2 + At) = 100 + 10(2 + At)? =
140 + 40At + 10A¢2. Die durchschnittlicheGeschwindigkeit der Populationszunahme im Zeit-
abschnitt vor2 bis 2 + At ist dann gegeben durch

N(2+4 At) — N(2) 140 4 40At 4+ 10A¢* — 140
At a At

Lassen wirAt immer Kleiner werdenA¢ — 0, dann nahert sich der Durchschnitt immer mehr
der momentanen Zunahmegeschwindigkeit zum Zeitptek® Jahre: 40 Individuen/Jahr, d.h.
dermomentan@uwachs der Population betragt 40 Individuen pro Jahr.

Ganz allgemein ist dimomentanédnderung Wachstumsgeschwindigkeit einer beliebigen
PopulationN zu einem Zeitpunkt genau gleich definiert. Wir betrachten zunachst die Popu-
lation zum Zeitpunkt und vergleichen deren Grosse mit der Anzahl Individueerikleinen

= 40 + 10A¢.
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2.1 WACHSTUM, ZERFALL UND ANDERUNGSRATEN MITTELS ABLEITUNG

Momentt + At spater. Division durchi\t ergibt dann eine Naherung der Wachstumsgeschwin-
digkeit der Population zum Zeitpunkt

N(t+ At) — N(t)
At '

Auch hier wird die Naherung umso genauer je kleiderist. Wir betrachten also den Grenzwert
des obigen Ausdrucks mik¢ — 0. Dies fuhrt uns auf die bekannte Definition dleitung,

bezeichnet mifV’ oder djgt(t), der FunktionV:

(2.2)

Dies ist nun die Geschwindigkeit, mit der sich die Populatimomentan zum Zeitpunktent-
wickelt. Im obigen Beispiel gilt
N'(t) = 20t,

d.h., die Geschwindigkeit hangt von der Zeit ab und ist defe Zeitpunkt anders.
Die Wachstumsrateeiner Population zur Zeitist dann definiert als die relative Wachstums-
zunahme:

Wachstumsgeschwindigkeit zur Zeit

Wachstumsrate zur Zeit= . — .
Grosse der Population zur Zeit

In Formeln ausgedriickt, ist diese Grosse gegeben durch:

N'(t)
N(t)-

Fur das Beispiel(211) gilt:

N'(t) 20t

N(t) 100+ 10¢2°
Mit zunehmendemwird die Wachstumsrate immer kleiner, die Population veaeaher trotzdem
stetig.

Im AnhandB geben wir die Ableitungen einiger wichtiger Ftioken an und fassen die wich-
tigsten Ableitungsregeln zusammen.

Ist die Grosse (in Abhangigkeit der Zeit) einer Populatiturch eine FunktiomV (¢) gegeben
und steht deren Ableitungy’(¢) zur Verfugung, so lassen sich damit einige wichtige Aussag
uber die zeitliche Entwicklung der Population machen. MWistrieren dies anhand einer fiktiven
Population; vgl. Abbildung2]2.

e Istdie Ableitung/’ zu einem gewissen Zeitpunkpositiv, so folgt daraus, dass die Wachs-
tumsgeschwindigkeit der Population (die ja gerade durehAdiileitung dargestellt wird)
ebenfalls positiv ist, d.h. zum Zeitpunkivachst die Population. Die Grosse der Ableitung
besagt dann, wie stark die Zunahme ist; die Wachstumsetediese Grosse relativ zur
momentanen Populationsgrosse dar.
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Abbildung 2.2: Diskussion einer Funktion.

e Analog bedeutet eine negative Ableitung zum Zeitpurdinen Riickgang der Population
zum Zeitpunkt.

e Ist die Ableitung zu einem Zeitpunktgleich Null, so kann dies verschiedenes bedeuten:
entweder befindet sich die Population zum Zeitpunguif einem lokalen Minimum oder
Maximum, oder das Wachstum resp. der Ruickgang ruht.

Im Rahmen einer Funktionsdiskussion ist es wichtig, auelVderte am Rand des betrachteten
Intervalls (in unserem Beispiel den Startwiest 1970 und Endwert = 2010) miteinzubeziehen.
In der Tat sehen wir, dass bei= 1970 ein (sogar globales) Minimum und bei= 2010 ein
(globales) Maximum auftritt, obschon dort die Ableitungdi@sen Punkten nicht gleich Null ist.

2.2 Exponentielles Wachstum

Im Folgenden werden wir einige einfache Populationsmedékrleiten und diskutieren.
Zunachst betrachten wir, genau wie in Abschiifl 1.2, eiopufation, die proportional zu ih-

rer Grosse zunimmit. Dies ist eine naheliegende, allesdafgnals nur kurzfristig geltende An-
nahme fir viele Populationen in der Natur. Die Proportiéazwischen der Gross¥ (t) und

ihrer Zunahmegeschwindigkelf’ (¢) (wie oben diskutiert) bedeutet, dass es einen (konstanten)
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2.2 EXPONENTIELLES WACHSTUM

Proportionalitatsfaktor gibt, sodass

(2.3) N'(t) =rN(t).

Wir miissen noch spezifizieren, wie gross die Population afag (zum Beispiel = 0) ist:
(2.4) N(0) = Np.

Eine Gleichung der Form[{2.3) wirdifferentialgleichung genannt, Gleichung[{2.4)
heisstAnfangsbedingung Im Gegensatz zu “herkdmmlichen” Gleichungen, wie zunsBeil,

3 —2r =1,

wird hier nicht nach Werten, sondern nach Funktionen gasdehdie entsprechende Gleichung
erfullen. Eine Differentialgleichung wird ausgedriickirch eine unbekannte Funktion und eine
oder mehrere ihrer Ableitungen.

Eine Losung des obigen Populationsmodells ist eine Fanktdie die Differentialglei-
chung [2Z.B) und die Anfangsbedingurig{2.4) erfullt. Um miefinden, nehmen wir zunachst
vereinfachend an, dass= 1. Dann lautet die Differentialgleichung{2.3)

Wir suchen also eine Funktion, die identisch zu ihrer Abilegt ist. Mit Blick auf Tabelld Bl

im AnhandB sehen wir, dass dies fir die Exponentialfumktfoder Fall ist. Dies ist aber nicht
die einzige Losung. Tatsachlich sind alle FunktionenktEm N (¢) = ce' ebenfalls Losungen,
denn es gilt (siehe Tabelle B.2, Multiplikation mit einerr&anten):

N'(t) = (ce')" = ¢ (e!) = ce! = N(2).
Nun mussen wir noch die Anfangsbedinguingl(2.4) erfuleh,
N() =ce’ =c¢ - Np.

Also,
C = No,

und somit ist die Losung (mit = 1) gegeben durch
N(t) = Noet.

Das Wachstum der Population ist unter den gegeben Annahiseexponentiell.
Fur den allgemeineren Fall=# 1, schliessen wir intuitiv, dass das Wachstum umso schneller
ist, je grosser ist. Das fuhrt uns zum Ansatz

(2.5) N(t) = Noe™,
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2 KONTINUIERLICHE POPULATIONSMODELLE

und dies ist in der Tat die Losung vdn(R.3)=12.4). Die Waainsrate

N'(t)
(2.6) NG r
ist konstant. Dies entspricht genau den Resultaten beiknedén Wachstums in Abschriiff1.2.
Sowohl aus[{Z]5) als auch alis{2.6) sehen wir, dass die Rmpufar » < 0 ricklaufig und
fur r > 0 zunehmend ist. Fir = 0 folgt N’ = 0, d.h. die Grosse der Population ist konstant.
Wie bereits erwahnt, ist exponentielles Wachstum fltevieopulationen der Biologie (und
auch in verschiedensten anderen Anwendungen, wie zumiBleilgy Zinseszinsrechnung) ein,
zumindest naherungsweise, gutes Modell. Allerdings lderrzeitliche Gultigkeitsbereich eines
solchen Modells sehr beschrankt sein. So kann es beiggisks sein, dass eine Tierpopulation,
die ein neues Territorium bevolkert (z.B. eine Insel) exgatiell rasch zunimmt; nach einer ge-
wissen Anfangszeit wird das Wachstum aber, bedingt dundtheedenste Faktoren (beschrank-
ter Platz, beschrankte Nahrungsquellen, etc.), aufrinclté Weise abgebremst werden. Dies ist
im obigen Modell nicht berticksichtigt und bedarf einerigeeten Verfeinerung.

2.3 Logistisches Wachstum

Wir wollen nun eine “Bremse” in das Modell des exponentieN#gachstums einbauen. Genauer
ist es unser Ziel, ein Modell zu definieren, welches eine Rajoun nicht grosser als eine “obere
Schranke”’K werden lasst (d.h., die Population soll nicht grossefalgerden). Intuitiv missen
wir umso starker bremsen, je starker die Population zartidVir machen den folgenden Ansatz,
ausgehend vom exponentiellen Modell,

N(t
(2.7) N'(t) = rN(t) <1 - ﬁ) .
K
Wir sehen, dass der Terrﬂg (oder genauel“v%y) als Gegengewicht zum exponentiellen
Wachstum wirkt, und zwar umso starker, je grosser die Rbjpn wird. Das Modell[(Z]7) heisst
logistisches Wachstumsmodelkiehe [18| 217, 28].

Aus der Differentialgleichung lasst sich bereits folgesdchliessen:

e Am Anfang, wenn die Population noch relativ klein im Verglezur oberen Schrankié
ist, istder Terrrjf%“2 verhaltnismassig klein. Das bedeutet, das Modell isen@gngsweise
das exponentielle Wachstumsmod€&ll[12.3). Wird die Pomragrosser, wird der Term
immer wichtiger und das Wachstum wird abgebremst.

e Die obere Schranke ist tatsachlidi (unter der Voraussetzung, dass der Anfangs-
wert N(0) = N, kleiner alsK ist). Nehmen wir einmal an, es gabe einen Zeitpunkt
an dem die Population Gibéf hinauswachst. Dann gilt doi” () > 0 (positives Wachs-
tum) undN (¢) = K. Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so etbawir

0< N'(f) =rN (1) (1—NT®):7*K<1—%):0,
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2.3 LOGISTISCHES WACHSTUM

also ein Widerspruch. Mit einem ganz ahnlichen Argumesstsich zeigen, dag$(t)
immer positiv ist (wennvV, > 0).

Das Modell hat zwei konstante Losungen. Wir kdnnen sieeimdndem wir in [[Z]7) die
Ableitung N'(t) = 0 setzen:

R0}

Diese Gleichung ist erfullt fur die beiden konstanten Ikionen
N(t)=0 und N(t) =K.

Sind die Anfangswerte also oder K, so wird sich die Population nicht verandern und
bleibt immer gleich. Solche konstante Losungen von Ddffgialgleichungen nennen wir
daher aucltleichgewichtszusnde

Falls der AnfangswerfV(0) = N, zwischen 0 undk (Gleichgewichtszustande) liegt,
0 < Ny < K, dann ist die Population immer wachsend und nie abnehmeimna, s gilt

N(t
N'(t) =rN(t) <1—L) > 0,
~— K
>0 N——
>0,da0 < N(t) < K

wobei wir die oben diskutierte Tatsache verwenden, dass N(¢t) < K. Die Wachs-
tumsgeschwindigkeit ist folglich immer positiv. Eine Pdgition, die nicht abnimmt und
durch eine obere Schranke beschrankt ist, wird sich imnmehrreinem festen Maximal-
wert annahern. Im Fall des logistischen Modells ist diéslert K. Ware er nichtk, so
ware er sicherlich kleiner. Dann wirde aber wiederum reit abigen Ungleichung fol-
gen, dassV'(t) > 0 und die Population ware immer noch wachsend und der magimal
Wert noch nicht erreicht. Das Wachstum wird aber immer lamgs mitN(¢) — K (da
N'(t) — 0). Wir sehen also, dass beim logistischen Wachstum immer destGleichge-
wichtszustandV (t) = K angestrebt wird (fall§ < Ny < K).

Das Modell enthalt zwei Parametemind K. K ist, wie oben gezeigt, die maximal mogli-
che Anzahl Individuen, und steuert, wie schnell die Population gegen diese Anzaltstre
(ist also ein Massstab fir die Dynamik der Population).

Unser Vorgehen hier ist typisch und niitzlich: Anstatt erplizite Losungsformel von Differen-
tialgleichungen zu suchen (die in den meisten Fallen anregtihwierig oder unmoglich zu l6sen
sind), filhren wir einqqualitative Analysigdurch. Mit relativ einfacherUberlegungen kénnen
bereits verschiedene Aussagen Uber gevisgenschaftender Losung gemacht werden.

Im Beispiel der logistischen Gleichun§—(R.7) gibt es alilegd tatsachlich eine explizite
Losungsformel. Fur die AnfangsbedinguiNg0) = N, ist die Losung gegeben durch

N(]Kert
N(t) = .
() K-'-No(eTt—l)
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Abbildung 2.3: Logistisches Wachstum.

Eine grafische Darstellung fil¥, = 10*, K = 105 undr = 0.12 sehen wir in Abbildun§2]3.

Bei der Frage, ob logistisches Wachstum in der Realitatigymuss man ahnlich vorsich-
tig wie bei allen anderen einfachen Wachstumsmodellen &awisse Bevolkerungsstatistiken
belegen, dass in verschiedenen Regionen der Erde tat$aldgistisches Wachstum beobacht-
bar ist oder war; aber auch in solchen Fallen muss der dwtlGeltungsbereich mit Vorsicht
begrenzt werden. Insbesondere kann es zu falschen Vogaimskammen, wenn man annimmt,
dass sich eine momentan logistisch wachsende Populatdniawer Zukunft nach dem glei-
chen Gesetz verhalten wird. Beispielsweise lasst sigfereidass sich das Bevolkerungswachs-
tum in den USA zwischen 1790 bis ungefahr 1910 recht guttdaic logistisches Gesetz mo-
dellieren lasst; siehe Abbilduig2.4. Die echten Daterhrie&10 stimmen aber mit den durch
dieses Modell (mit den gleichen Parametern) vorausgeasagtelen nicht tberein. Vergleichen
wir die heutige Grosse der US-Bevolkerung (Stand 20083@@ Millionen), so sehen wir einen
sehr deutlichen Unterschied zum in Abbildingl 2.4 vorausgen Wert.

2.4 Ernte und Jagd

Wir betrachten eine Populatio¥i(¢), die sich nach dem logistischen Wachstum verhalt. Nehmen
wir an, dass es sich hierbei um Fische in einem abgeschimsgeawasser handelt. Es kann
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Abbildung 2.4: Logistisches Modell und US-BevolkerungeDo" stammen von aufgezeichneten Daten und die
gestrichelte Linie entspricht dem diesen Daten angepaksjestischen Modell.

nun das Interesse aufkommen, die Tiere als Nahrungsquetietzen und in diesem Gewasser

zu fischen. Dabei stellen sich einige wichtige Fragen: VWiedtarf gefischt werden, ohne dass

dadurch die Reproduktion der Art gefahrdet isbérfischen)? Gibt es eine Strategie, die einen
maximalen Gewinn erlaubt und dennoch okologisch verareti?

Nehmen wir an, dass Fische mit einer konstanten “Fanguate’ 0 gefangen werden. Da-
mit ist gemeint, dass die Wachstumsr&té)/~(:) der Fischpopulation um die Rate reduziert
wird. Daraus folgt, dass die Wachstumsgeschwindigkéit) um EN(t) vermindert wird, d.h.,
die Anzahl der Fische, die zu jedem Zeitpunkt gefischt werd¢proportional zur Populations-
grosse. Es ergibt sich das Modell:

(2.9) N'(t) = rN(¥) <1 — %) — EN(t).
Wir formen diese Differentialgleichung etwas um:
() = _E_N®
N'(t)=rN(t) <1 . e )

e (1-E) (%)
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Zwecks besserer Lesbarkeit definieren wir die Parameter

?:r(l—g), Rﬁ:K(l—E),
T T

wobei wir bemerken, dass

r<r, K< K.

Damit erhalten wir: N
N@:mmofﬁg)

Vergleichen wir diese Differentialgleichung mif{P.7), sehen wir, dass auch hier ein logi-
stisches Wachstumsmodell vorliegt, mit verminderter Raties anfanglichen exponentiellen
Wachstums und reduzierter oberer Schraikke

Nun wollen wir auf die Fragen am Anfang dieses Abschnittdiegkikommen. Wie kann
maoglichst ertragreich gefischt werden und die Fischpdmuarotzdem erhalten bleiben? Wir
bemerken:

e Ist die Fangratdy gross, dann ist die obere Schrankeklein. In anderen Worten: Wird
stark gefischt, dann bleibt die Population klein.

e Wird relativ wenig gefischt, so vermehren sich zwar die Fesahan profitiert aber zu
wenig von der grosseren Menge.

Dazwischen scheint es eine gute Strategie zu geben, dieeemGmaximiert: Wir fischen nur
so viel, dass die Population gentigend gross bleibt, untd denug, um moglichst viele Fische
zu fangen.

Aus unserer qualitativen Analysis in Abschriiff]2.3 wissen dass sich die Populations-
grosse N(t) beim logistischen Wachstum immer mehr der oberen Schradkerh Nach
geniigend langer Zeit gilt also:

r

N@wK:KO—E)

Das standige “Fangvolumery” ist dann (nach gentigend langer Zeit nahezu) eine festes@ro

die gegeben ist durch
V~FK <1 — E) )
T

Wie muss nurE gewahlt werden, dadgé maximal wird? Dazu ersetzen wird” durch “=" und
betrachterl” als Funktion vonE. Das Maximum finden wir mittels der Ableitung:

Dies ergibt
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Abbildung 2.5: Erntemodell: Populationsentwicklung ki) und Gewinn (rechts).

Die maximale Fangmenge ist daih(r/2) = £, und die Population behalt eine feste Anzahl

vonK = £ Individuen.

Zusammenfassend ist es also am besten, die Populationreuf@rosse vorfzi zu halten.
Dann ist der Gewinn am grossten und die Population selbgtusnindest in diesem Modell)
nicht gefahrdet.

Wir stellen die Losung des ModellE_(2.9) in Abbildubgl2& f/erschiedene Werte voR
grafisch dar. Als Parameter wahlen wir

(2.10) N(0) =10* K =10° r=0.12.

Es ist klar ersichtlich, dass der Gewinn flir= 5 = 0.06 am hochsten ist. Die Population strebt

dabei eine obere Schranke v§n: 5-10° an.

2.5 Zusammenleben zweier Arten

Wenn zwei oder mehr Arten in einem Lebensraum leben undagteren, beeinflusst dies die
Dynamik aller beteiligten Populationen. In diesem Abstitbeschranken wir uns auf zwei Arten
und unterscheiden fur diesen Fall drei grundlegendedktemsmoglichkeiten:

1. Rauber und Beute: Die eine Population wachst, die anded kleiner.
2. Konkurrenz: Beide Populationen werden kleiner.

3. Symbiose: Beide Population nehmen zu.

In den folgenden zwei Abschnitten wollen wir einfache Maelélir die ersten zwei Situatio-
nen betrachten. Die gewonnenen Kenntnisse konnen damm tmingen beim Modellieren von
Symbiosen angewandt werden.
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2.5.1 Das Rauber-Beute Modell von Lotka-Volterra

Wir betrachten zwei Populationen, die sich als RauBgr und BeuteB(t) in einem Gebiet
gegenuberstehen. Die beiden Populationen beeinflusseigsgenseitig und hangen daher von
der Zeitt ab. Ein einfaches Modell wurde von Volterfa [29] im Zusamimamg mit Fischfang
entwickelt. Ein analoger Ansatz wurde von Lotkal[14, 15]dine chemische Reaktion gemacht.
Das Modell ist daher auch als Lotka-Volterra-Modell bekadus biologischer Sicht basiert es
auf den folgenden Annahmen:

1. Unter der Annahme, dass es keine Rauber gibt, vermeitridse Beute proportional zu
ihrer momentanen Grosse (d.h. exponentiell schnell).

2. Das Bejagen der Beutepopulation durch die Rauber igtgptional zur Rauberpopulation
und der eigenen Population (d.h. die Wirkung der Raubed@uBeute ist umso starker, je
mehr Rauber und Beute es gibt; wenn es viele Rauber gid,wel gejagt und mit mehr
Beute gibt es auch mehr Erfolg).

3. Unter der Annahme, dass es keine Beute gibt, wird die &@aipulation proportional zu
ihrer Grosse kleiner (d.h. geht exponentiell schneluzlgy.

4. Entsprechend der Annahme 2, geht das Modell davon ausgddasVachstum der Rauber-
population ebenfalls proportional zur Beute- und Raubputation ist.

Nun wollen wir diese vier Annahmen in ein mathematisches &loginbauen. Vorausset-
zung 1 besagt, dass
B'(t) = aB(t),

falls keine Rauber vorhanden sind £ 0 ist ein konstanter Proportionalitatsfaktor). In der An-
wesenheit von Raubern sagt Annahme 2, dass die Geschwaiidigs Beutewachtumsums pro-
portional zur Rauber- und Beutepopulation abgebremst, wlih.,

—bB(t)R(1),
mit einem Faktob > 0. Somit erhalten wir
B'(t) = aB(t) — bB(t)R(t) = B(t)(a — bR(t)).
Genau gleich finden wir eine zweite Differentialgleichung &icht der Rauber:
R(t) = R(t)(cB(t) — d),

mit zwei geeigneten Proportionalitatsfaktored > 0.
Zur Untersuchung des Problems machen wir die Vereinfacluagh = ¢ = d = 1. Damit
ergibt sich dasSystem von Differentialgleichungen

(2.11) B'(t)
(2.12) R(t)

B(t)(1 - R(t))
R(t)(B(t) — 1),
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Abbildung 2.6: Losungen zu den Lotka-Volterra Gleichumge

fur die unbekannten Funktionghund R. Im konkreten Beispiel werden zusatzlich noch je eine

Anfangsbedingung fuB und R gestellt.
Wir diskutieren kurz die Gleichgewichtszustande des ebi§ystems. Damit ist wieder eine

Losung(B(t), R(t)) gemeint, die zeitlich konstant ist, d.h. es gibtim Systerdevé/eranderun-
gen in der Beute- noch in der Rauberpopulation. Mathertabedeutet dies, dass die Ableitun-

genB’ und R’ gleich Null sind. Aus den Gleichungen(2111)=1{2.12) folghd:
B(t)(1 - R(t)) =0, R(t)(B(t) —1) = 0.

Diese Gleichungen sind erfullt, falls
B(t)=0 und R(t)=0
oder
B(t)=1 und R(t)=1.
Sind die Anfangswerte fifB, R) also(0,0) oder(1,1), so bleiben beide Populationen immer

gleich.
Was passiert, wenn die Anfangsbedingungen aber andere Wadrén? Wir stellen die Losung
fur verschiedene Paare von Startwerten dar, wobei wirlameea, das#3, = R,. Die Losungen

plotten wir zu jedem Zeitpunkt als Punkte im zweidimensionalen Koordinatensystem, wobei
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wir als erste Komponente jeweil$ und als zweite Komponent® zeichnen. Die so erhaltenen
Graphen heissen audfiajektorienund hangen von den Anfangswerten ab. In Abbildlng 2.6
prasentieren wir einige Trajektorien. Der Pfeil deutebeladie Richtung (d.h. den zeitlichen
Ablauf) der Kurven an.

Auffallend ist, dass die Trajektorien in AbbilduhgP.6 gelessene Kurven sind. Dies bedeu-
tet, dass sie zu ihrem Ausgangspunkt zuriickkehren. Dengehen Losungen, und somit die
Populationen von Rauber und Beute, verhalten sich alsogiech in der Zeit.

Weiter erkennen wir, dass das Modell eine gewisse Instabizeigt: Betrachten wir beispiels-
weise die Kurven zu den relativ nahe beieinander gelegeméangswerten3, = R, = 0.1
und By = Ry = 0.25, so sehen wir, dass die entsprechenden Trajektorien tedwelativ weit
auseinander gehen. In anderen Worten: kleine StorungeenrAnfangsdaten kdnnen grossere
Veranderungen hervorrufen. Ein solches Verhalten igambund im betrachteten biologischen
Zusammenhang ein Hinweis darauf, dass das Modell zu eingaclam Populationen in der
Wirklichkeit zu beschreiben. Trotzdem ist das Lotka-ViolkeModell ein guter Ausgangspunkt
fur komplexere Modelle.

Einer der Nachteile im Lotka-Volterra Mo-
dell ist die etwas unrealistische Annahme,
dass die Beutepopulation fur sich alleine ex-
ponentiell wachst und damit in Abwesen-
heit der Rauber unbeschrankt zunimmt. Hier
kann zum Beispiel Abhilfe geschaffen werden
durch Ansetzen eines logistischen Wachstums
der Art. Ausserdem gibt es natirlich auch vie-
le verschiedene Moglichkeiten, den Effekt der
jeweiligen anderen Art ins Modell einzubau-
en. Wir verweisen auf[17, Abschnitt 3.3] und
die Ubungen fir genauere Betrachtungen.

Lasst sich das Lotka-Volterra Modell den-
noch in der Natur vorfinden? Die kanadi-
sche Hudson Bay Company hat ausfuhrli-
che Daten zwischen 1845 bis 1930 uber ih-
re Fellfange von Schneehasen und Luchsen ’
festgehalten. Dies ist einer der wenigen Auf-
zeichnungen, die sich Uber eine solch lange
Zeit erstreckt. Die Daten kdonnen als Mess-
grundlage fur die Rauber-Beute Wechselwir-
kung zwischen Schneehasen und Luchsen be-
nutzt werden, wobei man von der (moglicher-
weise fraglichen) Annahme ausgeht, dass die
Zahlen von eingefangenen Tieren in festem
Verhaltnis zu den entsprechenden Gesamtp®bildung 2.7: Luchs mit Jungtier (oben), Schneehase
pulationen in der Wildnis stehen. In Abbil- (unten).
dundgZ.8 ist die Anzahl der Felle beider Arten
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Abbildung 2.8: Schwankungen von Luchs- und Schneehadenfel

als Funktion der Jahreszahl als auch als Trajektorie diaidsiehe auch]9]).

Zunachst fallt auf, dass die Populationszahlen, wie inkao/olterra Modell, oszillieren. Al-
lerdings bemerken wir, dass die Richtung der Trajektone(Gegensatz zu Abbildurig 2.6, dem
Uhrzeigersinn folgt. Dies kommt daher, wie im oberen Bilehv&bbildung[Z.8 ersichtlich, dass
die Oszillationen in der Luchspopulation jenen der Haspnfation vorausgehen. Jagen die Ha-
sen also die Luchse? Hier gibt Gilpin [9] zwei mdgliche hpretationen: Man konnte beispiels-
weise vermuten, dass die Hasen eine Krankheit an den Ludkergeben, die dann die Luch-
spopulation dezimiert. Allerdings ist keine solche Kraeithekannt. Eine andere Erklarung, die
schon eher der Wirklichkeit entsprechen konnte, ist, des$-elljager einen Einfluss haben: In
Jahren mit kleineren Populationen konzentrierten sie wieleicht auf andere Tatigkeiten und
fingen erst wieder mit dem Jagen an, als sich die Populatwrexter vergrossert hatten; ausser-
dem waren Luchsfelle lukrativer und somit wurde dem Jagerdehse moglicherweise mehr
Auffand gewidmet.
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Wer Tiergesellschaften und ihr Zusammenleben genau bbtdiaentdeckt eine Vielfalt von
Verhaltensmustern und komplexe Interaktionen: Die Artatetscheiden sich meist schon im
Verhalten innerhalb der eigenen Gruppe, wie sie wandeirddsd-ortpflanzung, in der Art der
bevorzugten Nahrung, in der Anfalligkeit gegen Krankéejtin der Anpassungsfahigkeit an
die Lebensumstande. Diese ganze Vielfalt lasst sich mihematischen Mitteln schwierig oder
uberhaupt nicht erfassen. Kommt dazu, dass jede mathsrhatFormulierung von Ursache und
Wirkung voraussetzt, dass bekannte Gesetzmassigkeiteéegen, die sich messen und quantita-
tiv beschreiben lassen. In der Biologie sind aber die Mpaedmeter kaum je hinreichend genau
bekannt, und es ist keine Theorie des Verhaltens in Siohglthiemein anerkannte Gleichungen
liefern konnte. Mathematische Populationsmodelle segtdnfalls als stark vereinfachende Be-
schreibungen einer komplexen Wirklichkeit zu betracht®er Frage, ob ein mathematisches
Modell tatsachlich einen Ablauf in der Natur, zumindessraichend gut, beschreibt, kann ei-
gentlich nur durch ausfiuihrliche Beobachtungen nachgggamerden. Es geniigt auch nicht,
mathematische Modelle aufzustellen, die gewisse Phanemweerspiegeln kdnnen (wie zum
Beispiel die Oszillationen des Lotka-Volterra Modells3;ist ebenso wichtig solche Beobach-
tungen fundiert biologisch zu erklaren.

2.5.2 Konkurrenz

Seefahrer pflegten jeweils auf einsamen Inseln Schafe wgkAiauszusetzen, um bei spateren
Besuchen eine Quelle von Frischfleisch vorzufinden. Esasigh, dass in der Regel bei einem
Besuch nach etlichen Jahren jeweils nur noch eine Tierahavalen war. Das Verschwinden
einer Art kann mannigfache Grinde haben: Krankheitenn&iaktoren oder die Konkurrenz
durch die schliesslichlberlebenden.

Wir besprechen hier ein einfaches Modell, wie zwei Tierartdbeispielsweise beides Vege-
tarier — in einem Lebensraum zusammenleben. Der Einfachhbder sprechen wir von Scha-
fen S(t) und ZiegenZ(t). Wegen der beschrankten Ressourcen ist es plausibel, @ielMzu
verwenden, bei welchem die Entwicklung jeder Art fur sidkriae nach einem logistischen Ge-
setz erfolgen wirde, also

s =rs) (1-52) . 20 =az00 (1-57),

wobeir, g geeignete positive Faktoren uid L die oberen Schranken fur die Schafs- resp. Zie-
genpopulation sind. Weiter nehmen wir an, ahnlich wie iauBér-Beute Modell, dass das
Wachstum beider Populationen proportional zur Anzahl dérag und Ziegen gehemmt wird.
Damit erhalten wir das Modell

'y _ S(t) aZ(t)
S(t)—rS(t)( -2 - )

Z(1) bS(t))

(2.13)
Z'(t) = qZ(t) (1 T

mit zwei positiven Modellkonstanten b. Wir bemerken, dass die Vorzeichen in diesem System
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anders sind als im Rauber-Beute Modell. Dies fuhrt unteleaem dazu, dass hier keine periodi-
schen Losungen zu erwarten sind.

Wir wollen uns mit den Gleichgewichtszustanden diesessBys befassen. Fur welche Losun-
gen gilt alsoS’(t) = Z'(t) = 0? Offenbar istS(¢) = Z(t) = 0 ein Gleichgewicht. Dies ist aber
aus biologischer Sicht nicht interessant, da hier die Rajmulen immer auf Null bleiben. Ein
weiteres Gleichgewicht kann durch Losen des Gleichurgissys

S(t) aZ(t)
(91) 1-— - Tk = 0

Z(t)  bS(t)
(92) 1-— - T = 0

berechnet werden. Beide Gleichungen stellen Gerad€y'ji)-Koordinatensystem dar.

e Die erste Geradg, geht durch die PunkteS = 0, Z = £)und(S = K,Z = 0). Auf g
gilt S'(t) = 0. Oberhalb vory, haben wirS’(t) < 0 und unterhall®’(¢) > 0 (warum?).

|~

e Die zweite Gerade, enthalt(S = 0,7 = L) und(S =
Oberhalb vory, haben wirZ’(t) < 0 und unterhall¥’ (¢

,Z =0). Aufihrgilt Z'(t) = 0.
> 0.

~—

Nehmen wir einmal an, dass

K L
(2.14) L<—, K< —.

a b
Dann haben die beiden Geraden einen Schnittpinlier das gesuchte Gleichgewicht markiert;
vgl. AbbildunglZ.®. Weiter sehen wir, dass die zwei GeraderEthene in vier Sektoreh— IV

teilen:

e Sektor! liegt oberhalb von beiden Geraden. Dort sind die Ableitum§eund Z’ beide
negativ. Die Populationen werden also kleiner. Sie bewsgdgnRichtung Gleichgewicht,
oder “wechseln” in einen der Sektorén/ oder/V.

e Sektor// liegt unterhalb beider Geraden. Die Ableitung#iit), Z'(¢) sind dort positiv.
Die Populationen wachsen also, und wiederum gibt es eineegemg zum Gleichge-
wichtspunkt hin oder einedbergang in einen der Sektorén/ oder/V .

e Im Sektor/ /1 gilt S > 0undZ’ < 0, d.h. die Schafspopulation wachst und die Ziegenpo-
pulation nimmt ab. Es gibt also auch hier eine Bewegung zuencGdewicht, oder einen
Wechsel in die Sektorehoder/1.

e Ahnliches wie fiir Sektof /1 lasst sich fur SektofV sagen.

Intuitiv folgt: Entweder laufen die Trajektorien auf ditekn Weg zum Gleichgewichtspunkt,
oder sie haben ab einem gewissen Zeitpunkt die Tendenzdeacsie vielleicht einige Male den
Sektor gewechselt haben), das Gleichgewicht anzustrEiese intuitiveriUberlegungen lassen
sich auch mathematisch begriinden. Insbesondere gili: Roulationen, die sich nach dem
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Abbildung 2.9: Beispiel einer grafischen Darstellung im Koemmenzmodell mit Schnittpunkt.

Modell (Z.I3) verhalten und deren Parameter die Bedinguif@d4) erfillen, sind stabil, d.h.,
sie bewegen sich stets gegen ein Gleichgewicht. Beide Arbenleben und die Populationen
konvergieren je gegen einen festen Wert.

Im obigen Bild haben wir die beiden Populationen als Puriktg), Z(¢)) in einem zweidi-
mensionalen Koordinatensystem aufgefasst. Wenn keirl@jewichtszustand((t) = Z’(t) =
0) vorliegt, bewegen sich diese Punkte mit der Zeit und hiassen als Spur eine Trajektorie.
Wie schnell und in welche Richtung sich die Punkte in dieserarllinatensystem fortbewegen,
hangt von der vektoriellen Geschwindigkeit

()

zum Zeitpunkt ab. Die Geschwindigkeitsvektoren definieren eine “Stridgium Koordinaten-
system, welche die Dynamik der Populationen genau erkeldssh Sie lasst sich ganz einfach
zeichnen; mit dem Differentialgleichungssystém (P.18)rgimlich

SN\ o (rS(1-2-142)
z)~\az(1-%-15))
Somit kdnnen wir das Geschwindigkeitsfeld darstellemam wir fur jeden PunktS, Z) mittels

der obigen Formel den Vektt(rs

Z’) berechnen und diesen am Pufkf Z) ansetzen.

Beispiel 2.15Wir stellen die Populationsdynamik einmal fur ein konkseBeispiel dar. Als
Parameter wahlen wir
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Die Bedingunger{Z.14) sind erfilllt. Das Geschwindigifeid und das (auf Lange 1) normierte
Geschwindigkeitsfeld sehen wir in Abbildubg2.10. Es istriérsichtlich, dass das Feld zum
Gleichgewichtspunkt hinfuihrt. Dies bestatigt die obigmlitative Analysis. O

Beispiel 2.16 Betrachten wir die Situation, wo nur eine Bedingundin (B 4dullt ist:

a=1, 6:5, K=1, L=2, r=1, q¢g=1.

Hier qilt

K L
(2.17) L=, K<Z=.
a

Auch hier kann eine qualitative Argumentation wie oben gemaverden; vgl. Abbildunfg2.11.
Aus den gleichen Griunden wie zuvor, sind im obersten undratgn Sektor beide Ableitun-
gens’, Z' negativ resp. positiv. Die Geschwindigkeitsvektoren eeigaher zum mittleren Sek-
tor. Im mittleren Sektor fUhrt das Feld zum Puri@t ). AbbildunglZ. I zeigt dieses Verhalten
grafisch. Es folgt, dass in diesem Modell langfristig nur diegen Uberleben$(¢) strebt ge-
gen 0,Z(t) gegenL. O

Neben [ZI¥) und(Z17) sind noch die folgenden zwei Fatiglioh:
L < 5, K £ ¢
a b
oder % /
L £ —, K &£ —.
a b

Allgemein lasst sich zeigen: falls die Bedingungen (R fdight beide erfillt sind, Uberlebt im
Modell (ZI3) immer nur eine der beiden Spezies. Welche i tht, hangt von den Parametern
und in gewissen Fallen auch von den Anfangspopulationekiiale genauere Diskussion folgt
in denUbungen.
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Abbildung 2.10: Geschwindigkeitsfeld fir das Konkurreradell mit stabilem Gleichgewicht; beide Arten tberle-
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Abbildung 2.11: Beispiel einer grafischen Darstellung innKarrenzmodell ohne Schnittpunktim Bereish” >

0.
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Abbildung 2.12: Geschwindigkeitsfeld fir das Konkurreradell; Ziegen Uiberleben.
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2.6 AUFGABEN

2.6 Aufgaben

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Wir betrachten eine Population, die sich nach dem falge Gesetz verhalt:
N(t) = (1000t + 500)e", t > 0.

a) Zeigen Sie, dass
N'(t) = —=500(2t — 1), t>0.
b) Benutzen Sie a) um zu bestimmen, fur welche Zeitabsehdié Population wachst
bzw. zerfallt.

c) Bestimmen Sie alle Punkte, bei denen die Population nahregsp. maximal ist im
Bereich0 <t < 10.

a) Wir betrachten das Wachstumsmodell

N(t) = (t+ No)?, t>0,

wobeip > 0 eine Konstante ist. Zeigen Sie, dass die Wachstumsrate riposéiv
aber abnehmend ist.
b) Weiter sei
N(t) = sinh(at), t>0,

wobeia > 0 konstant undinh(at) = 1 (e*" — e~*") der “Sinus hyperbolicus” ist.
Wie verhalt sich die Wachstumsrate dieses Modells fusggaZeitent? Was folgt
daraus?

Beschreibt
N(t) = Ny - 2"

ein exponentielles Wachstum? Wenn ja, was ist die Wachsaie®s

Eine Population ernahre sich von einer Ressource onmistinter Gesamtgrosse Ein
Teil A der Ressource sei frei verfugbar. Der restliche Be#: R — A sei bereits im Besitz
von bestimmten Individuen der Population. Wir nehmen as #a@ind somit auchi) von
der Populationsgross€ abhangt. Genauer machen wir den einfachen Ansatz

(2.18) B(N) = 4N,

wobeiv > 0 eine Konstante ist. Wir nehmen an, dass die Wachstumsrateogeilation
von B abhangt, und zwar von der Form

(2.19) = aB(N(t)) — B,

mit Konstanteny, 5.
a) Erklaren Sie die zwei Gleichungdn({2.18) und (2.19).
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2 KONTINUIERLICHE POPULATIONSMODELLE

b) Zeigen Sie, dass hier ein logistisches Wachstumsmodeiéyt.
c) Bestimmen Sie die Werte der Paramdteundr im logistischen Modell[(2]7).

2.5. Leiten Sie mit Hilfe von[{218) eine explizite Losungshel des Ernte-Jagd-Model[s{R.9)
her.

2.6. Wir betrachten das Wachstumsmodell
N'(t) = rN(t)?, N(0) = Ny,

wobeir > 0 eine Konstante ist.

a) Zeigen Sie, dass

1
N(t) =
(®) NLO —rt
eine Losung des Modells ist. Folgern Sie, dass die Populatiendlicher Zeit belie-
big gross wird.
b) Sei
N
N'(t) = rN(t)? (1 - %) . N(0) = N,,

ein verbessertes Modell.

1) Finden Sie die Gleichgewichtszustande (d.h. die kortstaLosungen) des Mo-
dells.

i) Zeigen Sie, dass 0 eine untere uid eine obere Schranke des Modells ist
(falls0 < Ny < K).

i) Fur 0 < Ny < K beweisen Sie, dass

lim N(t) = K.

t—o0
Die exakte Losung soll nicht berechnet werden.

2.7. F. E. Smith[[23] hat die Wachstumsrate von PopulatiaienWasserflohs “Daphnia ma-
gna” abhangig von der Intensitat der Nahrungsaufnahreeleben:

W-r(-8)

¢ r die Rate eines anfanglich exponentiellen Wachstums,

e F' die Intensitat der Nahrungsaufnahme (d.h., die NahrumgNdTiere aufnehmen
ist gegeben durch'V),

e und K eine obere Schranke.

Hier sind
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Abbildung 2.13: Wasserfloh Daphnia magna.

Weiter nahm er an, dass
(2.20) F =cN + N,

mit zwei konstanten Parametaernundc,.

a) Erklaren Sie den Ansatz fiir die Gleichuhg(2.20) degrisitatF'.
b) Leiten Sie die Differentialgleichung

/ L - N(t)
V=0 )

her, wobeiy = "= und L = ~.

c) Betrachten Sie den Falj = 0 und zeigen Sie die Verwandtschaft des Modells zum
logistischen Wachstumsmodell auf.

d) Zeichnen Sie den Graph vgi; in Abhangigkeit vonv.

e) Welches sind die Gleichgewichtszustande des Modells?

f) Wie verhalt sich die Population langfristig?

2.8. Wir betrachten das KonkurrenzmodEI[(2.13). Es wueteits gezeigt, dass die Entwick-
lung der beiden Populationen abhangt von der Wahl der RaesnWir haben die folgen-
den vier Falle unterschieden:

e Falll: L < 2 undK <
e Fall2: L < 2 undK >
e Fall3: L > 2 und K <
e Fall4:L > = undK >

elxeRelxelx
SN o o o

a) Betrachten Sie Fall 2 und 4: Wie verhalten sich die beidgguRtionen langfristig?
Hangt dies von den Ausgangspopulationen ab? Fuhren &gegeafische Analysis
wie beim Konkurrenzmodell durch.

b) Interpretieren Sie die vier Falle aus biologischer SiZiehen Sie dabei die Bedeu-
tung der Parameter mit ein.
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2 KONTINUIERLICHE POPULATIONSMODELLE

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

72

Beddington und May [3] haben die Interaktion zwischant@walen3 und deren Haupt-
nahrungsquelle KrillZ wie folgt mathematisch beschrieben:

B'(t) = rB(t) (1 - lﬁ{—%)

H(t) = gH(#) (1 - bH[T(@ - Cié”) .

Hierbei wird bei der ersten Gleichung (Bartenwale) von mirlegistischen Wachstum
ausgegangen, wobei die obere Schranke von der Grosse ilpopullation abhangt. Die
zweite Gleichung (Krill) ist analog zur “BeutegleichunghiRauber-Beute-Modell von
Lotka-Volterra, allerdings basierend auf einem logigtest Wachstum der Population.

Fuhren Sie eine grafische Analysis wie beim Konkurrenzriholdech.

Wir betrachten einen See, in dem Fischer jagen. Dabsirgwir von den folgenden An-
nahmen aus:
¢ Die Fische vermehren sich in Abwesenheit der Fischer nachagistischen Gesetz.
e Das Jagen durch Fischer reduziert die Fischpopulation imér é&Rate, die sowohl
proportional zu der Anzahl der Fischer als auch proportianaAnzahl der Fische
ist.
e Die Fischer zieht es mit einer Rate zum See, die proportiwmaGrosse der Fisch-
population ist.
e Die Fischer, die an den See zum Fischen kommen, nehmen reit Rate ab, die
proportional zur Anzahl der Fischer ist, die sich bereitsZe® befinden.

Formulieren Sie ein mathematisches Modell fur das obigeHér-Fisch-System.

Wir betrachten das KonkurrenzmodEI[(2.13) mit dégdaden Modifikation fur das in-
dividuelle Wachstum (in Abwesenheit der anderen Art): NmeeArt wachse nach dem
logistischen Modell, die andere aber exponentiell (d.lgilbskeine obere Schranke).

a) Passen Sie das Konkurrenzmodell entsprechend an.

b) Untersuchen Sie das Modell grafisch. Zeigen Sie, dassrhieer nur eine Art Uber-
lebt.

In gewissen Experimenten mit zwei sich konkurreezniden Hydra-Arterd/; und H, wur-
de festgestellt, dass daerleben beider Arten nur dann gewahrleistet werden kaenn
stetig ein bestimmten Anteil jeder Art aus dem System weggenen wird. Ein entspre-
chendes mathematisches Modell konnte wie folgt aussehen:

K K K
Hy, bH
ooty (1= =" 1)
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a) Erklaren Sie diese Gleichungen.

b) Betrachten Sie den Fall = 100, L = 90,a = 1.2,b = 0.8, m = 2, p = 10. Zeigen
Sie grafisch, wie beim Konkurrenzmodell, dass hier beidemitberleben. Erklaren
Sie weiter, dass dies nicht der Fall ist fiir=p = 0.

2.13. Wir betrachten zwei ArteA und B, die in Form einer Symbiose zusammenleben.

a) Erstellen Sie ein Modell nach analogen Prinzipien wie iomkurrenzmodel[{Z.13).
Benutzen Sie die folgenden Annahmen:

— Jede Art fur sich wachst nach dem logistischen Gesetz.

— Das gemeinsame Zusammenleben der zwei Arten beeinfluséfadiestumsra-
ten der beiden Populationen positiv (und zwar jeweils propoal zur Grosse
der eigenen und proportional zur Grosse der anderen Rapla

b) Stellen Sie fur das Modell die Geraden mit = O und B’ = 0 im A — B-
Koordinatensystem dar. Fur welche Wahl der Parametebtesgih ein Schnittpunkt
(was bedeutet dieser?)? Wann ergibt sich kein Schnittfunkt

c) Betrachten Sie die Falle in (b) (mit/ohne Schnittpurgdparat und untersuchen Sie
jeweils, wie sich die beiden Populationdrund B langfristig verhalten.
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3 Numerische Berechnungen

Der Nordamerikanische Fichtentriebwickler (Choristaeiumiferana oder auch “Spruce Bud-
worm” in Englisch) ist ein Waldschadling, der vorallem im#ada wohlbekannt ist.

Ludwig et al. [16] haben das folgende Wachstumsmodell fir
die Entwicklung dieser Art vorgeschlagen:

(3.1) N'(t)=W — R.

Hier bezeichnetV(t) die Anzahl der Tiere zur Zeit Weiter ist

(3.2) W = rN() < - %)

ein Wachstumsterm (logistisches Wachstum) und
( )2 Abbildung 3.1: Spruce budworm.
BN(t
3.3 R=——"—""—.
(3.3) A% 4+ N(t)?

ein Rauberterm, der beispielsweise den Einfluss inseleesénder Vogel darstellt. Die Konstan-
ten A, B, r, K sind Parameter, die geeignet gewahlt werden missen.

In diesem Abschnitt wollen wir anhand des obigen Modellg(apkeigneten Vereinfachungen
davon) zeigen, dass und wie numerische Berechnungen uritbl¥t auf dem Taschenrechner
oder Computer ein wichtiges Werkzeug beim Untersuchen wompkizierteren Modellen sind.

3.1 Von kontinuierlich zu diskret: Numerische
Approximation von Differentialgleichungen

Obschon die Losung voh(2.7) bekannt ist (siéhéd (2.83%tlgie sich nicht mehr so einfach intui-
tiv herleiten, wie wir dies fur das exponentielle Wachssamodell tun konnten. Zur Losung von
Differentialgleichungen gibt es eine Reihe von Technildia,sich in manchen Beispielen als
natzlich erweisen. Dennoch sind viele Differentialghaiogen in der Praxis nicht explizit Iosbar,
das heisst, es gibt keine Moglichkeit, die Losung als Fyausgedrickt durch Elementarfunk-
tionen, darzustellen. Trotzdem mochte man in vielen Ardueigen eine konkrete Losung zur
Hand haben, beispielsweise um ein Modell simulieren unégenuntersuchen zu konnen. In
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3 NUMERISCHE BERECHNUNGEN

Abbildung 3.2: Diskretisierung der Zeitvariable.

der Praxis genuigt es dabei oftmals, eine ausreichend galterbing der (unbekannten) exakten
Losung zu finden.

Um Naherungslosungen von Differentialgleichungen zetlenen, gibt es viele verschiedene
Methoden. Oftmals basieren sie auf der Idee, die Diffeadgigichung in ein diskretes Problem
umzuwandeln. Dieser Vorgang heigsskretisierung. Im Zusammenhang mit Populationsmo-
dellen bedeutet dies, dass wir ein kontinuierliches Modetth ein diskretes Modell ersetzen.
Dabei sollen die Losungen der beiden Modelle moglichah®&t beieinander liegen. Die diskrete
Losung wird oftmals auchumerische Losunggenannt.

T Diskretisierung .
kontinuierliches Modell > diskretes Modell

Numerische
Lésung

3.1.1 Explizite Euler-Methode

Wir wollen hier eine einfache, in der Praxis haufig verwdadéethode betrachten. Als Beispiel
nehmen wir die Differentialgleichun@(3.1) E{B.3), zuh&cmit B = 0, d.h., die logistische
Gleichung [ZJ7). Wir wollen sie durch ein diskretes Modgipeoximieren. Zu diesem Zweck
fuhren wir zunachst eine Zeiteinheit ein, die dem zditic Unterschied zweier aufeinanderfol-
gender Zeitpunkte im diskreten Modell entspricht. Wir belaeen diese Grosse niit> 0. Die
entsprechenden Zeitpunkte (Diskretisierungspunkt@)sim0 (n = 0), A (n = 1), 2h (n = 2),

3h (n = 3), etc.; vgl. Abbildund3R. Unser Ziel ist es, die Losungf@. 1) naherungsweise an
diesen Diskretisierungspunkten zu bestimmen. Wir bereicldie Naherungswerte der exakten
Losung amn-ten Zeitpunkizh mit V,,. Es soll also gelten

N, = N(t = nh),

wo N (t = nh) der Wert der exakten Losung vdn_(R.7) zur Zeit nh ist. Nun ersetzen wir die
Ableitung N’ in (24) durch eine Naherung wie in{2.2). Hier verwendenAvi = h:

(3.4) N (b ~ Yt h})L —Nwh) N w1 No
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3.1 NUMERISCHE APPROXIMATION VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1. Eingaber, K (Modellparameterly0o (Anfangpopulation)h Zeiteinheit (Diskretisierungs-
parameter).

2. DefiniereN_old = NO.

3. Berechne
N_new = N_old + h * r * N_old * ( 1 - N_old / K ).

4. UpdateN_old = N_new.

5. Gehe zu 3 und iteriere solang wie gefragt.

Algorithmus 3.1: Diskrete Losung der logistischen Gleiaf mittels explizitem Eulerverfahren.

Wenn wir nun die Gleichund{(2.7) am Zeitpurtk nh auswerten und den obigen naherungs-
weisen Ausdruck fur die Ableitung einsetzen, folgt:

Nn+1 _Nn Nn
——~7rN,[1—-— .

Um unser diskretes Modell zu finden, ersetzenawdurch= und lésen naclv,, ., ; auf:

N,
(3.5) N1 = N, + hrN, (1 - ?”) .

Dies ist eine Rekursionsvorschrift, die, ausgehend voemistartwertV, (den wir gleich
wahlen wie im kontinuierlichen Modell), das Berechnen @deiteren WerteV;, N5, N3, ... an
den diskreten Zeitpunktem = 1,2, 3, ... erlaubt. Fiur die spezielle Wahl = 1 der diskreten
Schrittweite, heisst das Mod€ll (B.8jskrete logistische Gleichung

Die hier verwendete Diskretisierungsmethode wird haexigjizites Eulerverfahrengenannt.
Algorithmus[31 zeigt, wie sich dies fur die logistischee8hung in der Sprache eines Compu-
terprogramms implementieren lasst.

Wir testen dieses Verfahren anhand des Beispiels in Abbg@i3 (v, = 10%, K = 106,
r = 0.12) fur verschiedene Werte van Die Werte der diskreten Naherungslosung an den Zeit-
punkten werden durch gerade Linien (sogenannte lineaggooiation) verbunden; die Funktion,
die zum jeweiligen Graphen gehodrt nennen Wik, .criseh- 1IN Abbildungl[3:B zeigen wir die dis-
krete LOSUNGV,umeriseh fUr b = 20, 10, 5, 1, und in Abbildund34 vergleichen wir die numerische
Losung mit der exakten Losung(¢) durch Plotten des absoluten Fehlers

|N(t) - Nnumerisch (t)|
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12 T T T T T T T T T

-+ —h=20
- A —h=10
— % —h=5
-6 —h=1 B
exakte Loesung &5 & Y ;

90 100

Abbildung 3.3: Numerische Losung mittels explizitem Butgfahren und exakte Losung der logistischen Glei-
chung.

und des relativen Fehlers,
‘N(t> - Nnumerisch@)‘
[N ()]
Wie intuitiv erwartet, sehen wir, dass die diskrete Appnoaiion die kontinuierliche Losung
umso naher approximiert, je kleiner der Schiifst.
Wir wollen nun das explizite Eulerverfahren fir eine altggne Klasse von Differentialglei-
chungen

(3.6) N'(t) = F(N(t)),
herleiten. Hier istF’ eine gegebene Funktion. Zum Beispiel ist fur das logikesdodell
N
F(N)=rN <1 — E) .

Wiederum fuhren wir diskrete Zeitpunkte mit Abstalad> 0 ein und approximieren die exakte
Losung in jedem Zeitpunkt durch einen Naherungswertassd

N,, = N(nh).
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Abbildung 3.4: Fehler zwischen numerischer und exaktesung der logistischen Gleichung. Absoluter Fehler
(oben) und relativer Fehler (unten).
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1. Eingabeh Zeiteinheit (Diskretisierungsparameter).
2. DefiniereN_old = NO.

3. Berechne
N_new = N_old + h * F( N_old ).

4. UpdateN_old = N_new.

5. Gehe zu 3 und iteriere solang wie gefragt.

Algorithmus 3.2: Naherungslosung vdn{3.6) mit dem ezifgn Eulerverfahren.

Weiter ersetzen wir die Ableitunly’ durch die Naherund (3.4). Einsetzen[in{3.6) ergibt:

NnJrl - Nn

~ F(N,).
- N)

Dies fuhrt zum expliziten Eulerverfahren fur die approative Losung vori(316):
Als Programmiercode lasst sich dies wie in Algorithriuss:Breiben.

Beispiel 3.8 Wir betrachten jetzt die Gleichung (B.1)=1{3.3) it~ 0. Es werden die folgenden
(biologisch eher unrealistischen) Werte gewahlt:

(3.9) A=+2, B=1, r=1 K-=1.

Dies ergibt die Differentialgleichung

N0 = N(B)(1 - N ) - 57
d.h. BB) mit 2
ﬂM:Nﬂ—M—ggﬁ.

Die Diskretisierung mit Hilfe der expliziten Eulermetho@1) lautet dann

N2
2+ N2

n

Noyy1=N,+h|N,(1-N,)—
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Abbildung 3.5: Berechnungen zum Spruce-Budworm-Modell.

Mit & = 55 und Ny = 0.1 erhalten wir

_ 5 -
N1:N0+ﬁ N0(1—N0)—2f(}v2 ~ 0.100850 . . .
100 2+ N? |
100 | 2+ Nz |

Dies sind die diskreten Naherungen der exakten W&fte.01) ~ N;, N(0.02) ~ N,
N(0.03) ~ Ns, .... Allgemein haben witN(nh) ~ N,. In Abbildung[Z% sehen wir eine
grafische Darstellung der numerischen Losung (wobei dikrelien Werte durch gerade Linien
verbunden sind). Wir sehen, dass die Losung einem Glewdgeszustand von naherungswei-
se 0.72 entgegengeht. O

Beispiel 3.10Die Berechnungen fur Abbildung—2.5 (Ernte/Jagd-Modelt P@arametern wie
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in @.10)) wurden mit der expliziten Euler-Methode gemacht

N,
Npi1 =N, +h {an (1 - 7”) - ENn} :

wobeih = 0.01 gewahlt wurde. O

Beispiel 3.11 Das Verfahren[(317) lasst sich auf Systeme von Differégide&chungen verallge-

meinern. Hier wird jede Gleichung einzeln mit der numerestMethode diskretisiert. Dies ist
typischerweise auch fur andere Diskretisierungsveeialmnoglich. Als Beispiel betrachten wir
das Rauber-Beute-Model[{Z]111) uhhd(2.12) von Lotka-&oh. Die Diskretisierung mit der ex-
pliziten Eulermethode lautet hier:

Bps1 = By + hB,(1 = R,)
Rps1 = Ry + hRy(B, = 1),

mit AnfangswertenB,, R,. Um die Periodizitat der Losungen erkennen zu kdnnerssrai
ne geniugend genaue numerische Losung berechnet werden.nuss der diskrete Zeitschritt
klein sein. Wir wahlem: in der Grossenordnung var)—*. Dies fuhrt zu den Trajektorien in
AbbildunglZ®, die mit Hilfe der expliziten Eulermethoded®ehnet wurden. OJ

3.1.2 Weitere Verfahren

Es gibt eine grosse Zahl von Naherungsverfahren fur dmeemische Losung von Differential-
gleichungen. Viele wurden sowohl numerisch als auch maditisoh grindlich untersucht und
dienen als Standardwerkzeug in modernen Computercodesingrscheiden sich durch vie-
lerlei Faktoren wie zum Beispiel: Genauigkeit, Geschwghkeit, Stabilitat, Problemklassen fir
die sie besonders geeignet sind, etc. Eines der sehr bekaeviatfahren ist das explizite Euler-
verfahren, das wir hier diskutiert haben; es ist einfachnzplémentieren, funktioniert fur eine
grosse Anzahl von Differentialgleichungen, benotigealings oft sehr kleine Schrittweitén
fur prazise Approximationen (was relativ viel Rechehzsgfordern kann) und bringt (wie alle
expliziten Verfahren) gewisse Stabilitatsbedingungeh mit sich (d.h.2 muss klein genug sein,
um Stabilitat des Verfahrens zu gewahrleisten; wir werdies in derlJbungen etwas genauer
untersuchen).

4-stufiges Runge-Kutta-Verfahren

Ein Beispiel eines Verfahrens, das hohere Genauigkeiteed®xplizite Eulerverfahren hat, ist die
klassische 4-Schritt Runge-Kutta-Methode, die in der Brsethr haufig eingesetzt wird. Wie die
Eulermethode ist sie ein explizites Verfahren, und dersgéititt 2 muss aus Stabilitatsgriinden
klein genug sein. Die Methode angewandt aufl(3.6) ist wigtfdefiniert: Ausgehend vorv,,
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berechne

Ky=F <Nn + gKl)

Ky=F (Nn + gKQ)
Ki=F (N, + hK3),

und anschliessend h
Nn+1 == Nn + 6 (Kl +2K2 —|—2K3 +K4) .

Implizite Methoden

Explizite Verfahren zeichnen sich dadurch aus, dass 8i¢h; direkt ausnN,, berechnen lasst.
Das ist bei sogenanminpliziten Verfahren typischerweise anders. Als Beispiel betrachien
dasimplizite Euler-Verfahren :

(312) Nn+1 =N, + hF<Nn+1>

Wir sehen, dassv,,,; implizit gegeben ist (via die Funktiof’) und die Losung einer mogli-
cherweise komplizierten Gleichung in jedem Zeitschritbegtert. Mit der numerischen Losung
solcher Gleichungen werden wir uns in Abschiniff 3.3.4 etaeschaftigen.

Es gibt die folgende wichtige Verallgemeinerung der exdizund impliziten Eulermethode:

Hier ist # ein zu wahlender, fester Parameter. Das Verfahren heisgerfahren. Man sieht
sofort, dass[(313) mi# = 0 das explizite Eulerverfahref (B.7) und féir= 1 die implizite
Eulermethode[{3.12) ergibt. Eine wichtige Wahl fst= 1, die sogenannt@rapezmethode
(implizit), welche eine hdhere Genauigkeit als dagerfahren fur andere Werte veh d.h.0 #
5, hat.

Weiterflihnrende Literatur

Fur weitere numerische Losungsmethoden von Differggldechungen und Informationen ver-
weisen wir auf([6} 10, 11, 19].

3.2 Bifurkationen H

Wir betrachten erneut die diskrete logistische Gleich@f)(mit Schrittweiteh = 1:

N,
(3.14) Nn+1:Nn+an<1—?), n=01,2,....

Die folgenden Ausfithrungen folgeii [2, Abschnitt 3.6].
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Abbildung 3.6: Diskretes logistisches Wachstums Ait= 1000, Ny = 100, undr = 0.2 (links) undr = 0.8
(rechts).

Nehmen wir an, das& = 1000 und N, = 100. Ziel der folgenden Beobachtungen ist die
numerische Untersuchung der Rechenvorsclirifi{3.14)dischiedene Werte von

Logistisches Wachstum: Der linke Graph in Abbildun@—3l6 zeigt das Verhalten der obi-
gen Rekursion furr = 0.2. Wir stellen fest, dass das Wachstum sehr ahnlich ist wim be
kontinuierlichen logistischen Wachstumsmodell (siehesdimitt[Z.B): Nach einer anfanglich
exponentiellen Wachstumsphase flacht der Graph ab und stneter mehr gegen die obere
SchrankeK = 1000. Erhohen wirr auf den Wertr = 0.8, erkennen wir, dass die Kurve am
Anfang wesentlich steiler anwachst und schneller abflagibhe Abbildund_316, rechtes Bild.
Das Grundverhalten bleibt aber gleich (namlich logistjgth., exponentieller Anstieg und Ab-
flachung gegen eine obere Schranke).

Oszillatorisches Verhalten: Wird » > 1, so ist es moglich, dass die Populationsgrosse
die obere Schrank& Uibersteigt. Anschliessend, d.h., in der nachsten leratallt sie wieder
unter die Schranké. Danach wird sie wieder grosser diSusw. Es entsteht eingecampfte
Oszillation die mit wachsenden Zeitschrittenimmer schwacher wird; siehe Abbildubg13.7
(links) fur » = 1.9. Erhdhen wir- weiter, dann wird die Amplitude der gedampften Oszillatio
ebenfalls starker.

Dieses Verhalten ist deutlich anders als bei der kontitiakesn logistischen Gleichung und
hebt den Unterschied zwischen kontinuierlichen und diskr& odellen hervor. Im kontinuierli-
chen Modell nimmt der Terrh — % mit wachsender Populationsgrosgé) stetig ab gege®.
Die AbleitungN’(¢) wird dann immer kleiner und der Graph vof(t) flacht ab, wennV(t¢) ge-
genK strebt. Anders gesagt: Da das kontinuierliche MogelenZeitpunktt betrachtet, werden
auch kleinstéAnderungen in der Populationsgrosse, die sich in belikldimen Zeitabstanden
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Abbildung 3.7: Diskretes logistisches Wachstums Ait= 1000, Ny = 100, undr = 1.9 (links) undr = 2.2
(rechts).

ereignen konnen, sofort bemerkt, und die Ableituvigt) und damit das Wachstum direkt ange-
passt. Dieser kontinuierliche “Kontrollmechanismus’hiadert eindJberschreitung der oberen
GrenzeK.

Im diskreten Modell ist die Situation anders: Hier schreiter in voneinandeigetrennten
Zeitabstanden vorwarts, ohne die Dynamik der Populawaschen den Zeitschritten zu bertick-
sichtigen (also nicht wie im kontinuierlichen Kontext, war\alle Zeitpunktet betrachten). Das
diskrete Wachstumsmodell ist deshalb in einem gewisseneSiveniger “fein” als das kon-
tinuierliche, und der oben erwahnte “Kontrollmechanisinkann weniger schnell reagieren.
Deshalb kann es vorkommen, dass die obere Schrankerzfristig iberschritten wird. Dieser
“Irrtum” wird dann mit einer leichten Verspatung im natds Schritt wieder korrigiert. Damit
kann ein oszillatorischen Verhalten entstehen.

Wird r erneut grosser, beispielsweise- 2.2, so ist die Populatiotv,, nach wie vor oszillie-
rend, aber die Amplitude bleibt konstant und es gibt keimepfung mehr; vgl. Abbildung3.7
(rechts). Wir nennen dies ein@er-Zyklus da sich die Population (nach anfanglichem Wachs-
tum) immer zwischen zwei Grossen hin und her bewegt. B $ash beweisen, dass fir jedes
im Bereich2.0 < r < 2.4 ein 2er-Zyklen entsteht, mit wachsender Amplitude fur hssndes.

Periodenvervielfachung und Chaos: Irgendwann zwischen = 2.4 undr = 2.5 werden
die 2er-Zyklen instabil. Beim Wert = 2.5 ist ein 4er-Zyklus entstanden; siehe Abbildding 3.8
(links). Erhohen wir- leicht, so entsteht ein 8er-Zyklus, dann ein 16er-Zyklug. us

Furr > 2.6 beobachten wir ein komplett neues Verhalten. Anstatt regssiger Zyklen andert
sich die Populationsgrosse wie “zufallig” in jedem Zeftstt; siehe Abbildund=318 (rechts)
fur r = 2.7. Dieses Verhalten kann athaotischbezeichnet werden.

Etwas nuchterner ausgedriickt, bedeutet “Chaos” aucttadinlitat”. Es ist charakteristisch
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Abbildung 3.8: Diskretes logistisches Wachstums Ait= 1000, Ny = 100, undr = 2.5 (links) undr = 2.7
(rechts).

fir chaotische Systeme, dass sie sehr instabil beziiglthen Anderungen sind. Wir kdnnen
dies hier sehr anschaulich demonstrieren: In Abbildungo@teachten wir die Entwicklung der
diskreten logistischen Gleichung mit= 2.7 fur die Werte N, = 100 und N, = 101 von An-
fangspopulationen. Schon nach wenigen ZeitschrittenrsdleeGraphen stark unterschiedlich
aus! Also hat eine kleine Abweichung in den Anfangsdatemsctach kurzer Zeit grosse Aus-
wirkungen. Dies ein typisches Merkmal von chaotischem &kem. Wirden wir das gleiche
Experiment fur den nicht-chaotischen Bereieh< 2.6 durchfihren, so wirden die Graphen
auch trotz verschiedener Anfangswerte sehr bald unuiteidizar aussehen.

Die Entdeckung, dass einfache Populationsmodelle wie digate logistische Gleichung
chaotisches Verhalten zeigen kdnnen, hat wichtige Adswigen. Einerseits kbnnte man ver-
muten, dass Aufzeichnungen von Populationen, deren &rtsgallig” zu variieren scheint,
durch schwer zu quantifizierende Effekte wie Klima oder Unteieflisse erklarbar sind. An-
dererseits liegt die Vermutung nahe, dass “zufalligeghs#en in einer Populationsgrosse auch
durch eine nichtlineare Antwort auf gewisse Kontrollmeubkmen fur die maximale Kapazitat
einer Population entstehen kann.

Bifurkationen:  Fassen wir die obigen Beobachtungen zusammen, so steltefesti Fur
verschiedene Bereiche verweist das diskrete logistische Wachstumsmodell sehr kimdene
Verhaltensweisen auf. Wenn immer sich daslitative Verhaltereines Modells fur einen oder
mehrere Parameter andert, so nennen wir dies Rifugkation Dieser Begriff wird auch bei
kontinuierlichen Modellen verwendet, wo er sich auf qaivte Veranderungen im Losungsver-
halten von Differentialgleichungen in Abhangigkeit vanem oder von mehreren Modellpara-
metern bezieht.

Die Bifurkationen in unserem Beispiel lassen sich gut gehfdarstellen. Dazu zeichnen wir in
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Abbildung 3.9: Diskretes logistisches Wachstums kiit="1000, » = 2.7, und AnfangspopulationeiNy, = 100
und Ny = 101.

einem Koordinatensystem fir verschiedene Wertewvdie moglichen Gleichgewichtszustande
auf. Im Bereich0 < r < 2 ist dies genau die obere Schranke Beim 2er-Zyklus im Be-
reich2 < r < 2.4 gibt es zwei feste Werte, beim 4er-Zyklus gibt es vier, etab& entsteht
das beriihmte Feigenbaumdiagramm; siehe Abbildung 34 @ekgt, wie sich die verschiede-
nen Bereiche von auf das Verhalten der Populationsgrosse auswirken. sostakere wird auch
sichtbar, bei welchen Werten vonsich das Verhalten der Populationsgrossen andert,widh.,

Bifurkationen auftreten.

3.3 Numerisches Gleichungsl §sen

Wir wollen die Gleichgewichtszustande vdn{3.1) bestimm&obei wir nun den FalB # 0
zulassen wollen. Wir sind also an den konstanten Losungén) = 0, der Differentialgleichung

interessiert. Fur sie gilt
W = R.

Einsetzen der obigen Terme filf und R ergibt:

N(t) BN (t)?
N (1_ K ): AN
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Abbildung 3.10: Bifurkationsdiagramm fiir das diskretgigtische Wachstumsmodell mif = 1000 und Ny =
100.

Umformen fuihrt zu

o -5 o

Diese Gleichung ist genau dann erfullt, falls
N(t)=0

oder

" (1 - Nf((t)> - AQB+NJ£;()t)2 B

Der erste Gleichgewichtszustand¢) = 0 ist aus biologischer Sicht weniger interessant (kein
Wachstum, keine Jagd). Befassen wir uns mit der zweiterckleig und formen sie noch etwas
um:

N(t)? — KN(t)? + <A2 + ?) N(t) — KA* = 0.

Weitere Gleichgewichtszustande kdnnen nun gefundedemeiindem wir die Losungen dieser
Gleichung finden. Zur Vereinfachung wahlen wir die Paranetie in [3.9). Damit erhalten wir

(3.15) N3 - N?4+3N -2=0,
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Abbildung 3.11: Grafisches Gleichungslosen.

wobei wir die Abhangigkeit von weglassen; Gleichgewichtszustande sind ja sowieso &otest
und somit zeitunabhangige Losungen.

Die Gleichung[[3.5) ishichtlinear. Das explizite Losen von nichtlinearen Gleichungen ist
oft schwierig oder sogar unmoglich. Dennoch gibt es eired2dihl von Methoden, die eine (oft
beliebig genaue) Berechnung einer Naherungslosunglesta In den folgenden Abschnitten
wollen wir einige bekannte Naherungsverfahren bespreche

3.3.1 Grafische L 6sung

Die Gleichung[(3.15) lasst sich grafisch in einem Koordinat/stem darstellen. Dazu plotten wir
fur einen gewissen Bereich von Wertdheweils den Punkt mit erster Koordinate(horizontale
Achse) und zweiter Koordinat®¥® — N2 + 3N — 2 (vertikale Achse) im Koordinatensystem. In
anderen Worten: Wir zeichnen den Graph der Funktion

f(N)=N?*— N?+3N —2.

Die gesuchten Losungen sind dann die Schnitte (dldlstellen von f genannt) dieses Graphen
mit der horizontalen Koordinatenachse; siehe Abbildudd 8inks). Wir erkennen, dass es eine
Losung im BereicH0.6, 0.8] gibt. Begrenzen wir die Darstellung auf diesen Bereich,rgibe
sich, wie durch Anwenden einer Lupe, ein wesentlich geresu&ild; siehe Abbildun§—3.11
(rechts). Die betrachtete Losung befindet sich in der Naime).715. Wer eine genauere Nahe-
rungslosung braucht, kann nun einfach dieses Verfahredexinolen und den Darstellungsbe-
reich in der Nahe der gesuchten Losung immer enger machen.
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3.3.2 Bisektionsverfahren

Die grafische Losungsmethode lasst sich einfach in FormaseAlgorithmus automatisieren.
Wiederum starten wir ausgehend von einem Bereich, in delmesine Losung befindet. In unse-
rem Beispiel konnen wir, wie oben, das Intervall

I =10.6,0.8]

wahlen. Wie lasst sich dieser Bereich verkleinern? Eileetiegende Methode ist die Aufspal-
tung in zwei halb so grosse Teilbereiche:

I, =[06,07], I,=[0.7,08].

In welchem der beiden Teilbereiche befindet sich nun dieihg8 Hierzu erinnern wir uns, dass
Losungen von[(3.15) Punkte sind, an denen der Graph dertibank die horizontale Achse
schneidet. Insbesondere hatinks und rechts eines solchen Punktes wechselndes Voegeic
(wir nehmen hier an, dass der Graph vprmie horizontale Achse nicht nur beriihrt, sondern
vollstandig schneidet). Wir miissen also jenen Teillwérdinden, in dem sich das Vorzeichen
von f andert. Dies konnen wir beispielsweise durch Auswerteden Intervallenden herausfin-
den. Fur den ersten Teilberei¢hgilt

£(0.6) =—0.344,  f(0.7) = —0.047.

FUrfz erhalten wir
f(0.7) = —0.047, £(0.8) = 0.272.

Das Vorzeichen wechselt im zweiten Teilintervall. Dort hd®t sich also sicherlich eine Losung
von (3.15%). Damit ist ein neuer, halb so grosser Bereich

I=10.7,0.8]
bestimmt. Wir engen diesen Bereich weiter ein durch errseddbieren:
I, =[0.7,0.75], I, =[0.75,0.8].
Auswerten an den Intervallgrenzen ergibt

£(0.7) ==0.047,  f(0.75) =0.109375,  f(0.8) = 0.272.

Somit enthéltfl eine Losung. Auch hier konnen wir durch Halbieren diesesei8hes wei-
terfahren und eine noch genauere Losung ermitteln. Diesthhddle wirdBisektionsverfahren
genannt.

In Algorithmus[3.8B ist das Bisektionsverfahren fur einlgeneine Gleichung der Form

(3.16) f(N)=0

dargestellt.
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1. Bestimme einen Bereich= [a, b], in dem sich eine Losung voh(3116) befindet. Wir neh-
men an, dass ihgenau eine Losung vorkommt und dass die Funkfidort verschiedenes
Vorzeichen hat.

2. Halbierel in zwei Teilbereiche:

i {QGT“?} i [a_“?b}

3. Bestimme

4. Wenn

Vorzeichen vonf(a) # Vorzeichen vonf (GTM) ,

dann befindet sich eine Losung im ersten Intengllln diesem Fall, ersetzé durch 11
und starte wieder bei 2. Ansonsten enthT@IEme Losung; dann ersetZedurch IQ und
starte ebenfalls wieder bei 2.

Iteriere so lange, bis die gewunschte Genauigkeit errésth

Algorithmus 3.3: Bisektionsverfahren.

Angewandt auf[(3.35) (mit Startbereidh.6, 0.8]) erhalten wir die folgende Sequenz von
Naherungswerten (jeweils die Mitte des momentanen |atks)

0.70000000000000
0.75000000000000
0.72500000000000
0.71250000000000
0.71875000000000
0.71562500000000
0.71406250000000
0.71484375000000
0.71523437500000
0.71503906250000
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Die exakte Losung i€1.71522523843510 . . .. Dies ist der Gleichgewichtszustand des Modells in
Beispiel 3.8, den wir bereits in AbbilduigB.5 erkennen kenn

Wie lange soll iteriert werden? Nehmen wir an, dass der Agghareich eine Langé hat
(im obigen BeispielL = 0.8 — 0.6 = 0.2). Wir mochten die Losung auf eine vorgegebene
Genauigkeit vorr (“Fehlertoleranz”) berechnen, d.h. es soll gelten

(3.17) ’N—N’ <7

Hier ist N die exakte Losung vori (3.1.6) urd die numerische Losung aus dem Bisektionsver-
fahren. Der WertV berechnet sich als Mitte des momentan betrachteten Ifiefwab], also

Foott
2
Damit haben wir ; ;
)N—N’ < 'N_CL+ < ;a’
daa < N < b. Die Fehlerabschatzung{3117) ist also sicherlich #rfidlls
b—a
<T.
5= S

Nachm Schritten mit dem Bisektionsverfahren wurde der ursplichg Bereich (Langd.) m-

mal halbiert. Deshalb gilt
L
b—a=—.
2m
Daraus folgt
b—a 1L L

2 22m  Qmtl’

Somit soll gelten

L <
om+1 — T

Auflosen dieser Ungleichung naelhzeigt, dass wir hochstens

(3
~ In2

Schritte (n aufrunden auf die nachste ganze Zahl) des Bisektionsweria durchzufiihren brau-
chen, um[(3.17) zu erfullen, d.h., die numerische Losus@bf eine Toleranz von berechnen
zu konnen.
Fur L = 0.2 reichen daher
In (22

m = 107'0201) — 1~ 6.64385619,
n

aufgerundet also 7, Schritte des Bisektionsverfahrenglisrhdsung einer Gleichung auf einen
Fehler vonr = 0.001 genau zu finden.
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3.3.3 Newton-Methode und Varianten

Die dritte Methode, die wir besprechen wollen, ist in dend®&&ehr beliebt. Die Grundidee ist
hierbei, die Funktiory in Gleichung[3.16) durch eine “einfachere” Funktion zum@pgmieren,
sodass die Gleichung einfach losbar wird.

Nehmen wir an, eine grobe Naherungslosidg von (3I6) sei bekannt. Wir wollen nun die
Funktion f in der Nahe vonV(® durch eine Funktion der Form

{(N)=aN+p
annahern, wobet, 5 zu bestimmende Konstanten sind. Es soll gelten
FINOY=¢N®)y  und  f/(NO)=¢(NO).

Aus der ersten Bedingung folgt
FINOY=aNO 4 5.

Die zweite Bedingung impliziert
F(NO) = q,

Somit folgt
a=f(NO) und 5= fNO) —aN©O = f(NO) - (NN,
Wir erhalten
UN) = P (NOIN 4 F(NO) = FINO)NO = f(NO) 4 F(NO)N = NO),

Die Naherungsfunktior wird auchTaylorapproximation erster Ordnung oder Linearisie-
rung von f an der StelleV(® genannt. Geometrisch ist der Graph voeine Gerade, die den
Graph vonf an der StelleV(® als Tangente beruihrt; vgl. Abbildubg3112.

Anstelle von Gleichund{3.16) losen wir nun die Gleichung

(3.18) (N) =0,
d.h. f(NO) + f(NO)YN —NO) = 0. Diese Gleichung hat die Lésung

FIN©)
(N

N©O

Dies ist eine Naherungslosung v@n(3.16), die typisceewbesser ist al¥(?). Das sehen wir
auch in Abbildund=312 (hier wurd®’(®) = 1 gesetzt): Die Losung vorl (3.118) ist der Schnitt
des Graphen voii mit der horizontalen Achse; der Schnittpunkt liegt naheinbSchnitt des
Graphen vory mit der horizontalen Achse als(©).

Wir bezeichnen die obige NaherungslosungWiit'. Nun konnen wir eine verbesserte Losung
finden, indem wir diese Methode wiederholen: Bestimmen deedrisierung vonf beim
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Abbildung 3.12: Taylorpolynom erster Ordnung an der Stall& = 1 fiir Gleichung [315).

Punkt (N f(N®M)) und Berechnung des Schnittpunkts der Tangenten mit dezdwdglen
Achse. Wir erhalten, genau wie oben,

0 _ o _ JAVY)
N® = NU FNDY

Der Wert N® liegt nun wiederum naher bei der exakten Losungals. Wiederholung dieses
Verfahrens entspricht der Iteration

(m)
) _ nemy S NT™) B
(3.19) N = N AN’ m=0,1,2,...,

mit StartwertNV(©); siehe AlgorithmuBE3]4. Sie wird so lange ausgefiihrt, inis gewiinschte Ge-
nauigkeit erreicht ist. Diese Methode heislgwton-Raphson-Methodgoder oftmaldNewton-
Methode).

Beispiel 3.20 Anwenden des Verfahrens auf Gleichuhg (B.15) bedeutet

(NP — (N2 4 3N — 2

N+ — pr(m) _
3(Nm)? — 2N 43

. om=0,1,2,....
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1. Wahle eine Naherungslosung von (3.16).

N

. Berechne eine verbesserte Losung
N1 = NO - £(NO) / £’ (NO)

w

. UpdateN0O = N1

N

. Gehe zu 2, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist.

Algorithmus 3.4: Newton-Raphson-Methode fiir GleichuBd#8).

Mit N(© = 1 erhalten wir die Folge von Naherungswerten:

1.00000000000000
0.75000000000000
0.71568627450980
(3.21) 0.71522531691972
0.71522523843509

Wir sehen, dass die Methode sehr schnell konvergiert. Biesimer der Griinde, weshalb das
Verfahren sehr beliebt ist. OJ

Praktische Aspekte und Varianten

e Das Newton-Raphson-Verfahren setzt voraus, dass dietAbeionf, zumindest an ge-
wissen Stellen, berechenbar ist. Dies ist nicht immer ddt RHerdings lasst sich die
Ableitung durch eine Naherung, wie In_(2.2), ersetzen:

FIN +A) — f(N™)

Fvm) ~ X

Wir wahlenA = N(=1) _ N(m) Somit,

fINCD) — F(NO)
N1 — N

Daraus folgt das folgende numerische Verfahren fur digung von[(3.16):

FNe) =

f(N(m))(N(m) — N(m—l))

Nm+) — pp(m)
FING) = f(NO=D)
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Diese Methode heisSekantenverfahren Wir bemerken, dass diese Methode zwei Start-
werte N(© und NV benotigt.

e Die Newton-Raphson-Methode und das Sekantenverfahreanasch auf Systeme von
nichtlinearen Gleichungen erweitern. Ausserdem werdenV@rfahren auch oft in der
Optimierung eingesetzt, wo nach Nullstellen von Ableitengur Auffindung von Minima
oder Maxima gesucht wird.

¢ In der Praxis kann es sein, dass die Berechnung der Ablegufwgendig ist (besonders
bei Systemen). Dann wird manchmal Uber mehrere Schridleiinteration[(3.119) die Ab-
leitung nicht neu berechnet, sondern derselbe Wert bdieah&olche Verfahren heis-
senQuasi-Newtonverfahren Sie benotigen oftmals mehr Schritte fur eine gewurescht
Genauigkeit der numerischen Losung, haben aber einegkéeBerechnungszeit in jedem
Schritt.

e Das Newton-Raphson-Verfahren kann gewisse Instalahtaufweisen. Beispielsweise
kann es vorkommen, dass die Methode nicht gegen die naelegeme Losung (falls es
mehrere gibt) oder Gberhaupt nicht konvergiert. Hier drelbft sogenanntgedampfte
Newtonmethoden Die Idee ist, die Differenz zwischen zwei Iterationen zuklgnern.
Man betrachtet zum Beispiel

FNC)

(m+1) _ ar(m) _
N =N %f’(N(m))’

mit einem Parametek, der typischerweise (aber nicht immer) kleiner als 1 gdtwaind.
Solche Methoden konvergieren ublicherweise langsangmgdie exakte Losung, liefern
aber robustere Resultate.

e Wann soll die Iteration gestoppt werden? Ein moglichesefium besteht darin, die Dif-
ferenz zweier aufeinanderfolgender Iterationswerte zgleehen,

’N(m) _ N(mfl)’ )
Wenn dieser Wert kleiner ist, als eine vorgeschriebenerdonlg dann wird die Losungy,,

als genugend genau akzeptiert.

3.3.4 Anwendung auf implizite Verfahren flr die numerisch e
L6sung von Differentialgleichungen

Betrachten wir nochmals das Populationsmodell (3.1) [m#)(@nd [3:B), d.h.

(3.22) w2 v (1- M) - BN

K ) AZ+NOE
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Als Anfangswert seiV(0) = N, gegeben. Zur numerischen Losung solcher Probleme halven wi
bereits die explizite Eulermethode(3.7) kennengeleriérAativ wollen wir nun die Trapezregel
anwenden. Sie entspricht deterfahren [318) mit = 1:

(3.23) Npp1 = N, + g (F(Nn) + F(Npy1)),

wobei in unserem Beispiel

N BN?
F(Ny=rN(1-=) - ——.
(N)=r ( K) A2 N
Betrachten wir die Berechnung vavy ausN,. Hier gilt

Ny = N+ S(F(No) + F(N).

Dies ist eine nichtlineare Gleichung fi;, die gelost werden muss, um den Wait zu be-

rechnen. Wir konnen dies beispielsweise mit dem Newtorfia¥ieen tun. Dazu bringen wir die
Gleichung in die Forn{3.16), d.h.,

FIND) = No + g(F(NO) + F(N)) = Ny = 0.

Zur Anwendung des Newton-Verfahrens brauchen wir die Aintegj vonj:

ron = S - (s Bepoi + vy - )
e
_@( C2rN 24BN )_1
A TNk

Nun berechnen wir eine Folge von Naherungswenéff, N\V, N

Newton-Verfahren,

,... von N; mit dem

(i)

bis die numerische Naherung voi geniigend genau bestimmt ist; eine Iterationszahbkxca
15 ist in der Praxis ublich, d.h. wir akzeptieré«‘f15) als gute Naherung der exakten LOsu¥g
(wir bemerken allerdings, dass die Iterationszahl auclebiehd hoher sein kann, je nach Bei-
spiel). Als Startschatzung nehmen wif” = N,.

Mit dem Wert N; nach dem ersten Zeitschritt, lasst sich nun der W&rgenau gleich be-
stimmen: Einsetzen voN; in (8:23) und numerisches Losen naghmit der Newton-Raphson-
Methode. Danach, analoge Berechnung »gnetc.

N = N m=0,1,2,...,
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3 NUMERISCHE BERECHNUNGEN

T
—*— N(t)
— — —0.715225

0.9

0.85

0.8

0.75

07 I I I I I I I I I
0

Abbildung 3.13: Numerische Berechnung v@n{B.22) mit demp&zverfahreni = 0.1); die gestrichelte Linie
zeigt den Gleichgewichstzustald (3.21).

Wir fuhren die numerische Simulation von(3.22) mit0) = N, = 1 und Parametern
wie in (3.9) durch. Wir berechnen 50 Zeitschritte mit jewg®in Abstandh = 0.1. Abbil-
dung[31 zeigt die numerische Losung. Wir sehen, dass giengden in[(3.21) berechneten
Gleichgewichstzustand konvergiert. In jedem Zeitschwitd, wie oben besprochen, mit Hil-
fe des Newton-Verfahrens eine nichtlineare GleichunggfeDie entsprechenden Folgen von
Naherungslosungen sind fiir die ersten 4 Zeitschritiealrelld 3.3 ersichtlich (hier ist = 10
genugend).

Weiterflihnrende Literatur

Siehe zum Beispiel %, 19].
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3.3 NUMERISCHES GLEICHUNGSLOSEN

1. Zeitschritt

\ 2. Zeitschritt

\ 3. Zeitschritt

\ 4. Zeitschritt

1.0000000000000
0.9689119170984
0.9688699313495
0.9688699312723
0.9688699312723
0.9688699312723
0.9688699312723
0.9688699312723
0.9688699312723
0.9688699312723
0.9688699312723

D0.9688699312723
50.9418184671703
?0.9417862698014
0.9417862697555
0.9417862697555
0.9417862697555
0.9417862697555
0.9417862697555
D 0.9417862697555
0.9417862697555
0.9417862697555

D 0.9417862697555
7 0.9181257574724
70.9181008311522
50.9181008311244
50.9181008311244
50.9181008311244
50.9181008311244
50.9181008311244
50.9181008311244
50.9181008311244
50.9181008311244

50.9181008311244
50.8973119649116
50.8972925079663
10.8972925079491
10.8972925079491
10.8972925079491
10.8972925079491
10.8972925079491
10.8972925079491
10.8972925079491
10.8972925079491

OOy Oy Oy Oy Oy OyOyO 1IN

thode.

Tabelle 3.1: Resultate der Newtoniteration fiir die ergtéitschritte in der Losung voli(3122) mit der Trapezme-
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3 NUMERISCHE BERECHNUNGEN

3.4 Aufgaben

3.1. Wir betrachten die Differentialgleichung fur das empntielle Wachstumsmodell mit
Wachstumsrate = 2:
N'(t) = 2N(t), N(0) = 1.
Wir fuhren eine diskrete Zeiteinhéit> 0 ein und diskretisieren das Modell mit verschie-
denen Methoden.
a) Schreiben Sie die explizite Eulermethode fir dieseblPno auf und berechnen Sie
eine Naherung votV (1) mit b = 1.
b) Wiederholen Sie (a) fur die implizite Eulermethode uaddas Trapezverfahren.
c) Berechnen Sie den exakten WAfTt1) und vergleichen Sie ihn mit den drei verschie-
denen Naherungslosungen in (a) und (b).
d) Wir betrachten nochmals die explizite Eulermethoderdihgs mit beliebigem Zeit-
schritth > 0.
(i) Schreiben Sie das Verfahren auf.
(i) Drucken Sie die diskrete Losuny,, beit = nh durchN,,_; aus.
(i) Finden Sie eine explizite Formel fuy,,.
(iv) Wieviele Iterationen der diskreten Methode sind gptim beit = 1 anzugelan-
gen?
(v) Kombinieren Sie (iii) und (iv), um die Approximation degakten WertsV (1)
zu finden, der durch das explizite Eulerverfahren berechiret Was geschieht
mit h — 0? Benutzen Sie, dass

lim (1 - g)n = ¢!
n—00 n
gilt fur alle Zahleng.

3.2. Betrachten Sie die Differentialgleichung
N'(t) =rN(t), N(0) = Ny,
mitr < 0 und Ny > 0.

a) Zeigen Sie, dass die exakte Losung gegen 0 geht, wenno.

b) Diskretisieren Sie das obige Problem mit der expliziteteEnmethode. Fur welchen
Bereich von Schrittweiteh > 0 gilt V,, — oo, wennn — co0?

c) Wiederholen Sie b) fur die implizite Eulermethode.

3.3. Wir betrachten drei Chemikalien, die miteinander rex@g. Die jeweiligen Konzentratio-
nen (in %) seien zeitabhangig und gegeben durch die Furedid (t), B(t), C(t). Wir
nehmen an, dass sie das folgende Differentialgleichuisggsyerfillen

A'=—4A+10BC
B'=4A - 10BC — 3B?
C' =3B
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3.4 AUFGABEN

Die Anfangskonzentrationen sind gegeben dutghB,, C, wobei gilt, dass
Ao+ By + Co =1 =100%.
a) Zeigen Sie mittels ein@infacherRechnung, dass hier immer gilt
A(t)+ B(t)+ C(t) =1 =100%

fur alle Zeitent > 0 (Konzentrationserhaltung).

b) Formulieren Sie die explizite Euler-Methode fir dasgebBystem durch separate
Diskretisierung der einzelnen Differentialgleichungen.

c) Fuhren Sie einen Schritt mit der expliziten Euler-Metedmit~, = 1, Startwer-
te Ay = By = Cy = %) durch und finden Sie somit eine Approximation vafl),
B(1), C(1). Zeigen Sie, dass die Konzentrationserhaltung auch férdiskrete
Losung gilt. Stimmt dies auch fur allgemeine Startwerte?

d) Hat das System einen GleichgewichtszustandAtiij + B(t) + C(t) = 1?
3.4. Berechnen Sie eine Naherung wgR. Betrachten Sie dazu die Gleichung
2? —2=0.

a) Verwenden Sie das Bisektionsverfahren, um die obigecteig zu l16sen. Der An-
fangsbereich istl, 2]. Wie viele Iterationen sind ndtig, um die Losung bis aurfesi
Fehler von 0.1 zu berechnen? Fuhren Sie diese Iteratiaren a

b) Losen Sie die Gleichung mit der Newton-Raphson-Methoakeinem Anfangswert
vonz(®) = 2. Filhren Sie 5 Schritte durch.

c) Vergleichen Sie die Lésungen in a) und b) mit dem exaktentWbn/2.

3.5. Ausgehend von einer Anfangspopulation van= 1000 Individuen wachse eine Popula-
tion nach dem Gesetz

N(t) = 1000 - 2°.

Eine zweite Population mit dreimal so grosser Anfangspaan nehme linear zu mit
einer Geschwindigkeit von 1000 Individuen pro Zeiteinheit

M (t) = 1000t + 3000.

Zu welchem Zeitpunkt “Uberholt” die erste Population drgete Population? Stellen Sie
eine Gleichung auf und bringen Sie sie in die Foffh) = 0. Losen Sie die Gleichung mit

a) dem Bisektionsverfahren (Anfangsberejgh3]). Fihren Sie 3 Schritte durch. Be-
nutzen Sie die Fehlerabschatzung aus der Vorlesung, umAgissage Uber die Ge-
nauigkeit der Losung zu machen.

b) dem Newtonverfahren (Startwertschatzufiy= 2). Fuhren Sie 3 Schritte aus.

c) Die einzigepositiveLosung (es gibt noch eine negative) ist 2.44490755. . . ckidel
der Losungen in (a) und (b) ist genauer?
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3 NUMERISCHE BERECHNUNGEN

3.6. Betrachten Sie die Funktion

g(z) = 2% — 2.

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen vagn
b) Schreiben Sie die Newton-Methode fur dieses Problem auf
c) Fuhren Sie die Newton-Methode mit dem Startwétt = % durch. Was geschieht?

d) Fihren Sie zwei Schritte der Newton-Methode mit Startwe) = = durch. Was
fallt lhnen auf?

e) Beheben Sie die Schwierigkeiten in (a) und (b) durch Wildlssbesseren Startwerts
und fuhren Sie drei Iterationen durch. Gegen welche Nllisstrebt die Naherungs-
folge (dies hangt vom Startwert ab)?

3.7. Betrachten Sie die Funktion

g(z) = 2% — 2.

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen vagn

b) Schreiben Sie die Newton-Methode fir dieses Problem auf
c) Fuhren Sie die Newton-Methode mit dem Startwétt = % durch. Was geschieht?

d) Fihren Sie zwei Schritte der Newton-Methode mit Startwe) = % durch. Was
fallt lhnen auf?

e) Beheben Sie die Schwierigkeiten in (a) und (b) durch Waldlebesseren Startwerts
und fuhren Sie drei Iterationen durch. Gegen welche Nallisstrebt die Naherungs-
folge (dies hangt vom Startwert ab)?

3.8. Wir betrachten nochmals Abbilduingl3.9, wo wir das ditkfogistische Wachstum fiar=

2.7 und zwei verschiedene Anfangspopulatiomgn = 100 und Ny = 101 betrachtet
haben. Wiederholen Sie dieses Experimentfer 2.5 undr = 1.9. Was stellen Sie fest?
Fur gegebenes untersuchen Sie die Differenz zwischen den beiden Graghezu den
verschiedenen Anfangspopulationen gehoren.

3.9. Wir betrachten die diskrete logistische Gleichung it 1:
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Nui1 =N, +rNo(1 = N,).

a) Drucken SieV,,,, durchN,, aus.

b) Angenommen, es gibt eine Losung mit 2er-Zyklus. Danndggwsich/V,, zwischen
zwel WertenS; und S, fur genug grosse. Fur diese Werte muss (naherungsweise)
gelten:

S1=X, = Xn+27 und Sy = Xn+1 = Xn+3-
Bestimmen Sie aus diesen Gleichungen die WerteSiaimd S, (beachten Sie, dass
eine Gleichung vom Grad 4 fiff entsteht; sie hat die zwei Losungen 0 und 1; zwei
weitere Losungen, namlich die gesuchten Weitaund S,, ergeben sich dann aus
einer quadratischen Gleichung).



4 Stochastische Modelle

In Kapitel haben wir unter anderem das (diskrete) lineawe exponentielle Wachstum ken-
nengelernt. In diesen Modellen wird davon ausgegangers, diasindividuenzahlV,,.; zum
Zeitpunktn + 1 durch die AnzahlV,, von Individuen zum Zeitpunkt genau bestimmt und
berechenbar ist. Ein solches Wachstumsmodell heetstministisch

Ein typischer Merkmal deterministischer Modelle bestednird dass zufallige Effekte nicht
miteinbezogen werden. Wahrend dies fur viele Naturgesgium Beispiel in der Physik) durch-
aus realistisch ist, kann das Zufallsprinzip in der Natdoh sicherlich nicht generell ausge-
schlossen werden. Dazu gehoren auch Effekte, die vibtldeterministischen Charakter haben,
sich aber nicht oder nur sehr schwer quantitativ speziériéassen. Beispielsweise ist es bei vie-
len Arten in einem gewissen Sinne zufallig, eimzelneNachkommen mannlich oder weiblich
sind. Statistisch gesehen, kann es aber durchwegs semsidasn deilGesamtmengeer Indi-
viduen, insbesondere in einer grossen Bevolkerung, eoeeptuale Verteilung zwischen weib-
lichen und mannlichen Mitgliedern herausstellt, die ribiele Zeitschritte hinweg fest bleibt.
Daraus lasst sich dann die Chance (Wahrscheinlichkeggtaen, mit der ein Nachkomme weib-
lich oder mannlich sein wird. Eine ahnliche Idee haben véreits bei den Leslie-Modellen
(AbschnitTI$) gesehen: Wahrend daiserleben eines einzelnen Individuums moglicherweise
schwer vorauszusagen ist und Effekten unterliegt, die micht alle quantifizieren lassen, lasst
sich dennoch eindurchschnittlicheUberlebenswahrscheinlichkeit einer Generation angeben,
die sich auf Messungen innerhalb einer grossen Indivicaldrstiitzt.

Wachstumsmodelle, die zufallige Effekte miteinbezighwrisserstochastischSie sind Ge-
genstand der folgenden Abschnitte.

4.1 Markov-Prozesse

Wir betrachten ein sich zeitlich entwickelndes System,des#n es verschiedene Zustande gibt,
die zufallig angenommen werden konnen. Hier gehen wiodaus, dass die Wahrscheinlichkeit
fur den Zustand, in dem sich das System zum Zeitpunkt1 befindet,nur vom Zustand zum
Zeitpunktn abhangt. Solche Vorgange nennt n{diskrete) Markov-Prozesseoder Markov-
Ketten.
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0.8

A

sonnig

0.2 0.1
0.1 0.3

0.3

bewolkt regnerisch
-
0.5 Q 0.5 ( ) 0.2

Abbildung 4.1: Gerichteter Graph fur das Wettermodell.

4.1.1 Gerichtete Graphen und Ubergangsmatrizen

Nehmen wir an, das Wetter in einem Gebiet werde beschrialeh drei verschiedene Zustande

Zustand 1. sonnig
Zustand 2:  bewolkt
Zustand 3: regnerisch

Wenn das Wetterverhalten im gegebenen System einem M&haress unterliegt, so bedeutet
dies nun: Abhangig vom momentanen Zustand (zum Beispoelriig”) treten die drei moglichen
Zustande “sonnig”, “bewolkt” oder “regnerisch” im nathn Zeitschritt mit gewissen bekannten
Wahrscheinlichkeiten ein. Die Dynamik des Systems ldsktainfach durch einegerichteten
Graphen darstellen; siehe Abbildurig4.1. Hier illustrieren die iRfelen Wechsel von einem
Zustand (zum Zeitpunkt) in einen anderen oder denselben Zustand (zum Zeitpunktl).
Die entsprechenden Zahlen zeigen, mit welcher Wahrsablekdit dies geschieht. Damit ist der
Markov-Prozess vollstandig beschrieben. Beispiel:tdstzs gerade bewolkt, dann wird zum
nachsten Zeitpunkt das Wetter mit Wahrscheinlichbgit= 20% sonnig sein, mit Wahrschein-
lichkeit 0.3 = 30% regnerisch sein, und mit Wahrscheinlichkeii% gleich bleiben.

Diese Wahrscheinlichkeiten lassen sich auch tabellapsa$entieren:

Zeitpunktn
| Zustande || sonnig| bewdlkt | regnerisch
sonnig 0.8 0.2 0.3
Zeitpunktn +1 | bewolkt 0.1 0.5 0.5
regnerisch| 0.1 0.3 0.2
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Die Zahlen in der Tabelle konnen auch als Eintrage einstimenten Matrix geschrieben

werden:
0.8 0.2 0.3

P=101 05 05
0.1 03 0.2

Diese Matrix heisst die zum Markovprozess zugehodgergangsmatrix oderSystemmatrix.
Wie der gerichtete Graph, bestimmt auch sie den Markovgsoemdeutig. Wir beachten, dass
die Eintrage vorP sich in jeder Spalte zu 1 addieren; dies liegt daran, dasgedend vom ak-
tuellen Zustand, die Summe der Wahrscheinlichkeiten igntglichen Zustande im folgenden
Zeitpunkt zusammeh = 100% ergeben missen.

Allgemeiner betrachten wir nun einen Markov-Prozess, h&lé verschiedene mogliche
Zustande hat. Dann bezeichnen wir mif (Reihenfolge der Indizes beachten!) die Wahrschein-
lichkeit, mit der das entsprechende System vom (momenjahestand; wahrend des nachsten
Zeitschritts in den Zustangwechselt:

Wahrscheinlichkeip; ; .
(41) ahrscheinlichkeip;, Zustandj

1 Zeitschrittn — n + 1

Auch hier betrachten wir digbergangsmatrix:

P11 Pi2 ' Pik

P21 P22 . P2k
po | e

Pe1 Pk2 " DPkk

Wie oben gilt, dass die Summe der Eintrage in jeder Spalt&ldérix P gleich 1 ist.

4.1.2 Ein Drei-Baum- Okosystem-Modell

Wir betrachten ein grosses Waldgebiet, in dem es drei viedehe Klassen, 2, 3 von Baum-
en gibt (hier kann eine Klasse auch mehrere Baumarten denhaWir nehmen an, dass alle
Baume etwa gleich alt werden. Ausserdem erneuere sich diek $8étig, d.h., an die Stelle eines
alten Baums tritt ohne Unterbruch ein neuer Baum. Wir gelaouwl aus, dass der Wechsel der
Baumgenerationen mfestenWahrscheinlichkeiten erfolgt. Wird also beispielsweige ater
Baum der Klasse 2 ersetzt durch einen neuen Baum der Klasseg&schieht dies immer mit
derselben Wahrscheinlichkeit. Wir bezeichnen diese Zahpm. Ganz allgemein folgen wir
der Notation[[411): wird ein alter Baum einer Klassévo i gleich 1, 2 oder 3 sein kann) er-
setzt durch einen jungen Baum einer Klaggaier darf; ebenfalls gleich 1, 2 oder 3 sein), so
geschieht dies immer mit genau der gleichen Wahrschekdittdie wir mitp;; bezeichnen.

Es liegt hier erneut ein Markov-Prozess vor. Dieergangsmatrix lautet:

P11 P12 P13

P = P21 P22 P23
P31 P32 P33
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Abbildung 4.2: Gerichteter Graph fur das Baummodell.

Betrachten wir ein konkretes Beispiel:

0.1 0.3 02
(4.2) P=104 03 0.7
0.5 0.4 0.1

Dies bedeutet beispielsweise, dass auf einen alten Baumeaddasse 2 mit den Wahrschein-
lichkeitenp; » = 0.3, pa» = 0.3, p3 2 = 0.4 ein Baum aus der Klasse 1, 2 bzw. 3 folgt. Der zum
Modell zugehorige gerichtete Graph ist in Abbildung 4.2gdastellt.

Nun wollen wir die langfristige Entwicklung eines Waldestmér obigen Systemmatrix be-
trachten. Dazu bezeichnen wir mit, b, undc, die (prozentualen) Anteile der Baumklassen 1,
2, und 3 zum Zeitpunkt. Hier deutet der Index, den Iterationsschritt an, d.l,= 0 entspricht
der anfanglichen Verteilung der Klassen= 1 der Verteilung nach einem Zeitschritt, etc. Es

gilt:
a, = (Anteil a,,_; der Klasse 1- (Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum der Klasse 1
durch einen Baum der Klasse 1 ersetzt Wird
+ (Anteil b,,_, der Klasse 2- ( Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum der Klasse 2
durch einen Baum der Klasse 1 ersetzt Wird
+ (Anteil ¢,,_; der Klasse 3- ( Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum der Klasse 3
durch einen Baum der Klasse 1 ersetzt wird

Daher
ap = Ap_1P11 + bp_1D12 + Cho1p1 3.
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Genau gleich erhalten wir

by, = ap_1p2.1 + bp_1p22 + Cp_1D23

Cn = Qp_1P3,1 + bp_1P32 + Ch_1P33.

Die drei Gleichungen lassen sich schreiben in Form einerik4stektoriteration,

Qp, Gp—1
(4.3) b, | =P | b, ],
Cn Cn—1

wobei P die Matrix in (£.2) ist.

Am Anfang mussi + by + ¢o = 100% = 1 gelten, denn die einzelnen prozentualen Anteile
von Baumklassen ergeben zusammen 1. Es lasst sich eindatinechnen, dass dies fur alle
Iterationen so bleibt, d.h., wir haben immeyr + b,, + ¢, = 1. Weiter lasst sich zeigen, dass
der betragsmassig grosste Eigenwert ¥@mgleich 1 ist, und dass es genau einen zugehorigen
Eigenvektor gibt, dessen Komponenten alle positiv sind diedSumme 1 haben (es lasst sich
zeigen, dass dies bei Systemmatrizen immer der Fall is3etém friheren Ausfuhrungen zu
Folge, ist dies auch der Vektor entlang dem sich die Veldmtton [4.B) stabilisiert.

Als Beispiel berechnen wir die Eigenwerte und Eigenvekiater Matrix P in (£.2) mit Oc-
TAVE:

octave:1> P = [ 0.1 0.3 0.2
0.4 0.30.7
0.50.4 0.1 1;
octave:2> [EV, EW] = eig(P)
ev =
0.3717 0.3873 + 0.22361 0.3873 - 0.22361
0.7540 -0.7746 -0.7746
0.5416 0.3873 - 0.22361 0.3873 + 0.22361
ew =
1.0000 0 0
0 -0.2500 + 0.0866i 0
0 0 -0.2500 - 0.08661

Wir erhalten einen Eigenwel; = 1 mit zugehorigem Eigenvektor

0.3717
v, = | 0.7540 | ;
0.5416
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die anderen beiden Eigenwerte sind hier komplexwertigBaiitag kleiner als 1. Um die langfri-
stige Verteilung der Baumklassen zu berechnen, dividiatieden Vektorv, durch die Summe
seiner Komponenten, sodass die Summe der Komponentenuss Viektors genau gleich 1 ist:

octave:3> vl = ev(:,1)
vl =
0.3717
0.7540
0.5416
octave:4> wl = v1/sum(vl)
wl =
0.2229
0.4522
0.3248

Der berechnete Vektaw; zeigt uns nun die langfristige Verteilung der Baume: et@a8%
Baumen der Klasse 1, 45.2% Baume der Klasse 2 und 32.5%ldesdK3. Allerdings sei hier
die wichtige Bemerkung gemacht, dass die einzelnen Wadirdathkeitszahlen in der Matri®
typischerweise mit der Zeit variieren und das obige ModeBlb eine klare Vereinfachung
der Wirklichkeit darstellt und — wenn tberhaupt — nur irreb eines beschrankten zeitlichen
Rahmens giiltig sein kann.

4.2 Genetik

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit der Vererbumg Genen bei Lebewesen. Betrach-
ten wir ein Gen einer gewissen Spezies, welches durch zueeA unda bestimmt ist. Hierbei
sind die PaarungeA A, Aa (gleichbedeutend mitA) und aa moglich (Genotypen), und diese
bestimmen, wie das einem Gen entsprechende Merkmal auBeit Menschen wird beispiels-
weise die Augenfarbe auf diese Weise bestimmt. Ebensceistatbe bei Lowenmaulchen durch
zwei Gene festgelegt.

Nehmen wir weiter an, dass jedes Individuum von beiden ikitefillig je ein Allel A odera
erhalt. Wenn also ein Elternteil vom Genotyja und der andere vom Genotyja ist, so wird
das Junge mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder dasl Mloder das Allela vom ersten
Elternteil erhalten, und mit Sicherheit ein Alleom zweiten Elternteil bekommen. Das Junge
wird also Genotypda oderaa haben. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten berachole
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Genotyp Genotypen der Eltern
des Jungen) AA— AA| AA—Aa | AA—aa | Aa — Aa | Aa—aa | aa —aa
AA 1 /o 0 1/4 0 0
Aa 0 /2 1 /2 1/2 0
aa 0 0 0 1/4 /2 1
Tabelle 4.1: Vererbungswahrscheinlichkeiten.
wie folgt:

Wahrscheinlichkeit furda (resp. fura A)
= (Wahrscheinlichkeit furA vom Elternteil 1 - (Wahrscheinlichkeit fur vom Elternteil 2

' '
=1

+ (Wahrscheinlichkeit fur, vom Elternteil 1 - (Wahrscheinlichkeit furd vom Elternteil 2

v~
_1

~
=1 =0
2

1 Hl 0_1
2 2 =2

und

Wahrscheinlichkeit fura
= (Wahrscheinlichkeit fur. vom Elternteil 3 - (Wahrscheinlichkeit fii, vom Elternteil 2
1

1
N ——
2 2

Also wird das Junge mit gleicher Wahrscheinlichkeit (jd&/&0%) entweder den Genotyjx:
oderaa haben. Die Menge aller moglichen Falle von “Elternkonationen” und die Wabhr-
scheinlichkeiten der Genotypen fur die Jungen sind in T@adel zusammengefasst.

4.2.1 Anwendung: Pflanzenzuchtprogramm

Ein Gartner hat eine grosse Population von Pflanzen mit geeissen Verteilung aller mogli-
chen Genotyper A, Aa undaa. Er mochte nun ein Zuchtprogramm durchfiihren, bei dera jed
Pflanze jeweils mit dem GenotypA gepaart wird. Die Pflanze wird dann geerntet und ersetzt
durch die Jungpflanze. Wie sieht das langfristige Ergeliesed Zuchtprogramms aus?

Wir bezeichnen mip,,, q,, r,, die Anteile (als Bruchteil der Gesamtpopulation) der Pftsnz
vom GenotypA A, Aa bzw. aa zum Zeitpunkin:

Typ H AA ‘ Aa ‘ aa
Anteil H DPn ‘ qn ‘ Ty o
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Es muss gelten
Pn+ Gn+1, =1 und Pn > 0,q, > 0,1, >0.

Die Anfangsverteilung ist gegeben durch Zahbeny, ro. Mit Hilfe von Tabelle[4.] kdbnnen wir
die folgende Beziehung herleiten fur den Anteil ded-Individuen nach Zeitschritten:

p, = alle Genotypen, die mit A kombiniert zuA A fuhren kdnnen
multipliziert mit deren Wahrscheinlichkeit fur die Eragung vonA A

1
=AA- -1+ Aa- 3
1
= Pn-1+ §Qn
Genauso gilt

1 1
qn:Aa-i—i—awl:éqn,lern_l.

Bei einer Paarung mit A kann der Genotypa nicht entstehen, alsg, = 0. Zusammengefasst
erhalten wir

1
DPn = Pn—-1 + §Qn
Sy
n — F4n— Tn—
q 2(] 1 1
Tn = 07
oder in Matrix-Vektor-Form:
P 1 120 Prn—1
dn =10 1/2 1 | dn—1
Tn 0 0 O Tr_1

Um die langfristige Entwicklung der Population vorhersage konnen, berechnen wir die Ei-
genwerte und zugehorigen (normierten) Eigenvektorerntdetionsmatrix:

1
)\1:1 v = 0
0
1
1 1
Ao = = v, = — [ -1
2 9 2 \/§ 0
A 0 ! 12
e Vo = — _
3 3 \/6 )
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Tabelle 4.2: Resultate fur die Entwicklung einer Pflanzgmpation bei anfanglich gleicher Verteilung aller Geno-

typen.

Pn

an

T'n

©Woo~NoOUurWNPE OIS

0.33333
0.50000
0.75000
0.87500
0.93750
0.96875
0.98438
0.99219
0.99609
0.99805
0.99902
0.99951
0.99976
0.99988
0.99994
0.99997

0.33333
0.50000
0.25000
0.12500
0.06250
0.03125
0.01562
0.00781
0.00391
0.00195
0.00098
0.00049
0.00024
0.00012
0.00006
0.00003

0.33333
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

4.2 GENETIK

Der Eigenwert\; = 1 ist dominant. Wir erwarten eine langfristige Annaherueg ¥erteilungs-

vektors gegemw, d.h.

siehe auch TabelleZ4.2. Dies bedeutet, dass es nach langemuZeoch Pflanzen vom Geno-

Pn 1
g | — (0], furn — oo;
Tn 0

typ AA in der Population geben wird.

4.2.2 Hardy-Weinberg-Gleichgewicht

Wir betrachten eine Anfangsverteilung der Genotydeh Aa, aa im Verhaltnis

Po:dqo:To (Po+qo +710 =1, po,qo, 70 > 0).

Wie sieht die Verteilung, nach einem Zeitschritt aus? DetefAp; wird gebildet aus den Paa-
rungenAA — AA, AA — Aa, Aa — AA und Aa — Aa. Die PaarungdA — AA entsteht mit
Wahrscheinlichkeip? und erzeugt immer eid A-Junges. Die Chance fir eind — Aa-Paarung
betragtpoqo und sie hat mit Wahrscheinlichkeyteinen Nachkommen vom Genotyd. Genau
dasselbe gilt furda — AA. Schliesslich erzeugt die Paarudg — Aa, die mit Wahrscheinlich-
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keit g2 auftritt, ein A A-Junges mit einer Chance vénSomit folgt

2 1 2 1 ?
p1=p0+poqo+1qo= pO+§QO .

Analog erhalten wir:

1 1 1
1 = 2poTo + poqo + 5@3 + qoro = 2 (po + 5@0) (5(10 + 7’0)

2
1, 9 1
T1=Zqo+qm“o+7“o = <§€IO+T0) :

Auch hier gilt

1 \? 1 1 1 2
p1+q1+7’1:(p0+§q0) +2 pO+§QO) <§(JO+7’0)+(§QO‘|‘7’0)

= (po+qo+r0)* = 1.
Wir sagen, dass sich eine PopulationHardy-Weinberg-Gleichgewicht befindet, falls
(4.4) Po:qo:To=P1:q1:7T1.
Dies bedeutet, dass die Verhaltnisse in der Verteilungsdgrotypen Uber alle Zeitschritte gleich

bleiben (denn, wenii.(4.4) gilt, dann gilt mit den gleichegémenten auch; : ¢» : 75 USW.).
Fur welche Wahl vomy, g, ro liegt ein Hardy-Weinberg-Gleichgewicht vor? Es muss gelte

P _ P
qo Ch’
d.h.
Po _ (Po + %%)2
q 2 (po + %QO) (%QO + 7’0) ’
oder

1 1
2po {59+ 70 ) =q (Po+ 5% |-
2 2
Dies ist genau dann erfullt, wenn

5 = 4poro.

Ein langzeitiges Hardy-Weinberg-Gleichgewicht ist in &éirklichkeit eher nicht zu erwar-
ten, auch wenn eine Population sich momentan in diesert®itubefindet. Grund dafir sind
beispielsweise aussere Faktoren, die das stabile \arhlkeintrachtigen konnen.
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4.3 0-1-Versuche

Wir stellen uns ein Experiment vor, das genau zwei mogliEngebnisse hat: zum Beispiel
“1” und “0”, “Erfolg” oder “Fehlschlag”, “Sonntag” oder “Wtag”, “Kopf” oder “Zahl” beim
Munzwurf. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten isbren wir mitp undg. Es gilt immer
p + q = 1, da sich die Wahrscheinlichkeiten fur die beiden Ergedmizu 100% addieren. Ein
solches Experiment heisgtl-VersuchoderBernoulli-Versuch.

4.3.1 Binomialverteilung

Nehmen wir an, dass wir einen 0-1-Versuch 5-mal durchfihmat Wahrscheinlichkeip fur 1
undgq fur 0. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei deregsiMchen genau 3-mal eine 1
auftritt?

Betrachten wir als Beispiel einmal das mogliche Ergebnis

1-0—-0—1-1,

welches genau 3-mal eine 1 hat. Wie gross ist die Wahrsatiekeit, dass der Versuch dieses
Resultat ergibt? Die Antwort ergibt sich als das Produktadezelnen Wahrscheinlichkeiten:
pq-q-pp=pq.

Wir bemerken, dass die Potenzen yound ¢ genau den Haufigkeiten entsprechen, mit welchen
die Einsen und Nullen in der Folge auftreten. Die Reihergfdly nicht entscheidend fur die
Wahrscheinlichkeit. Wie viele Folgen mit dreimal 1 gibt €§fe kombinatorisch&berlegung

zeigt: es gibt
5 5!
= —— = 1
<3) D

Folgen mit 3 Einsen und 2 Nullen. Die Wahrscheinlichkeiieesolche Folge zu erhalten ist
also10p3¢>.

Nun stellen wir die allgemeinere Frage: Der Versuch winehal durchgefuhrt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erhalten wir-mal eine 1? Jede Folge, diemal eine 1 hat, erscheint mit
Wahrscheinlichkeit

p$q8—1‘.

Wie viele solcher Folgen gibt es? Antwort:

)5

Wir haben also gezeigt:
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Bei einem 0-1-Experiment, mit Wahrscheinlichkefiir 1 undg = 1 — p fur 0, wel-
chess-mal durchgefuhrt wird, ist die Wahrscheinlichkeitmal eine 1 zu erzielen
gegeben durch

(4.5) B(z) = (S)pxqs’m = (;) pr(L—p)* "

T

Die FunktionB heisstBinomialverteilung mit Parameterp unss.

Beispiel 4.6 Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zarefunf Kindern in ei-
ner Familie Madchen sind (wenn Madchen und Jungen mit idéclgen Wahrscheinlichkeit ge-
boren werden)? Es empfiehlt sich, zunachst das Gegergegidirrage zu betrachten: Wie gross
ist die Wahrscheinlichkeit, dass keines oder eines der 8éfiain Madchen ist? Die Wahrschein-
lichkeit fur ein Madchen resp. einen Jungen betgagt 1 — p = 0.5. Somit tritt das Gegenteil
der urspringlichen Frage mit einer Wahrscheinlichkeit vo

B(0) + B(1) = <g> p’(1—p)°+ (?) p(1—p)t =05"+5-0.5 ~ 18.7%.

TV TV
Wahrscheinlichkeit, Wahrscheinlichkeit,
dass kein Kind ein Madchen ist dass ein Kind ein Madchen ist

Daher lautet die Antwort auf die Frage: 81.3%. O

Beispiel 4.7 Durch einen Nachrichtenkanal werden Zeichen 0 und 1 idggstr. Wegen Storun-
gen (Blitze,Offnen und Schliessen von Schaltern, etc.) wird manchnra gesendete 0 als
1 empfangen oder umgekehrt. Wir nehmen an, dass jedes Aemlieder Wahrscheinlich-
keit ¢ = 0.2 geandert wird. Es soll die Botschaft “1” ubermittelt werd Um die Nachricht vor
Storungen zu schiitzen wird “11111” gesendet. Der Engd#akann als@® = 32 verschiedene
Nachrichten empfangen. Bei der Interpretation der Botaadlt die Mehrheit der gesendeten
Zeichen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird die Nachticichtig entschlisselt?

Die Nachricht wird richtig gelesen, wenn 3-mal, 4-mal odené8l eine “1” gesendet wird. Die
Wahrscheinlichkeit dafur ist

s+ sw+s6) - (J)o + (§)ee + (D)re

Wabhrscheinlichkeit, Wahrscheinlichkeit, Wahrscheinlichkeit,
dass 3-mal 1 gesendet wird  dass 4-mal 1 gesendet wird dass 5-mal 1 gesendet wird

= 10p*¢* + 5p'q + p° ~ 94.2%.

Wir erwarten also eine richtiggbermittiung in ca. 94.2% aller Falle. O

4.3.2 Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist grob gesprochen eine Naherendgohomialverteilung, mit der sich
etwas einfacher rechnen lasst. Wir nehmen dazu an:

o die Versuchsanzahlist sehr grossind
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e die Wahrscheinlichkeijt, bei einem einzelnen Versuch eine 1 zu erzielersasir klein

Wir fihren einen neuen Parameter ein
A= sp.

Nun sind wir wiederum daran interessiert, wie gross die &eteinlichkeit ist, bei einem sol-
chen 0-1-Versuch-mal eine 1 zu erhalten. Das Resultat wird durch die Binoveiaéilung [4.5)
berechnet.

Nun wollen wir eine Approximation vo® () finden, die leicht berechenbar ist. Dazu halten
wir A fest und berechnen fur ein gegebenes

s! 1

Bz +1) _ L)Pe™ ot _s—a p_ sp—ap

B(x) (2)pr¢ — Ta+1l g (z+1)g

ool
e D e (49

Nun kénnen wir fur grosse die Naherung

verwenden. Ausserdem gilt fur kleipe
g=1—p=1.

Daher folgt
Blz+1) A
B(z) — x+41
woraus sich die Rekursionsvorschrift

A
r+1

(4.8) Bz +1)~ B(z)

ergibt. Wir haben
S

BO)= (5)r0—pr = - = (1- 5)

Fur grosse Werte vongilt naherungsweise

(1 — é) ~e
S
wobeie die Eulerzahl[[B11) ist, und daher

B(0) =~ e
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Mit der naherungsweisen Rekursionsforniell(4.8) erhaidtien

B(z) = gB(a: - 1)

:é( A B(;z:—Q)) :LB(LL’—Q)

r\z—1 x(r —1)
A2 A A3
= B(r — — Blr —
x(z —1) (:c -2 (w 3)) z(z —1)(z — 2) - 3)
)\1‘
Zusammenfassend folgt
B(z) ~ )\—e*’\

Fur grosse Versuchzaklund kleine Wahrscheinlichkejt in jedem einzelnen Ver
such, wird die Binomialverteilun@ in (A.3) angenahert durch

(4.9) P(z) = > e

al

wobei\ = sp. Die FunktionP heisstPoissonverteilung

Diese berihmte Naherung stammt von Siméon-Denis Pai&ie ist viel besser als man ei-

1

gentlich erwarten wirde. In der Tat ist sie gut brauchbadf< p < ==, und durch Umbenen-

10’

nung von “Erfolg” und “Fehlschlag” ist sie genauso gut %II’< p <1l

Beispiel 4.10

a) In 100 cm? einer Flussigkeit befinden sich 100 Viren. Damit werden Y@@suchstiere

116

geimpft, indem jedem Tier cm® der Fliissigkeit verabreicht wird. Wie viele Tiere werden
nicht infiziert?

Losung: Auch hier ist eine Umformulierung natzlich. Wengeilen 100 Viren auf 100 Tie-
re. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dassle@stimmtes Tiefsagen wir, das Tier mit
der Nummer 17) keinen Virus bekommt? Wir verteilen den erstieus. Die Wahrschein-
lichkeit, dass er in Tier Nr. 17 gerat ist= Wlo (denn es gibt 100 Tiere). Beim zweiten
Virus ist die Wahrscheinlichkeit wiederum= ﬁ dass er in Tier Nr. 17 gerat, etc. Dies
wird s = 100-mal durchgefiuihrt und daher= sp = 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass Tier

Nr. 17 kein Virus befallt, ist mit der Poissonverteilungvat
P(0) = e ! =0.368 = 36.8%.

Von 100 Tieren werden also durchschnittlich 37 Tiere niofiziert.
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b) Dieses Skript hat etwa 140 Seiten. Nehmen wir an, es gibst 8@ Druckfehler. Wie gross
ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich auf dieser Seitet¢3€i6)

() genau ein Druckfehler befindet,
(i) mindestens zwei Druckfehler befinden?

Losung fur (i): Wir formulieren die Aufgabe etwas um. 20uokfehler sollen auf 140 Sei-

ten zufallig verteilt werden. Wie gross ist die Wahrscliehkeit, dass genau einer davon
auf dieser Seite steht? Wir interpretieren dieses Proble@0afachen Versuch: Jedes Ver-
teilen eines Druckfehlers ist ein Versuch. Im ersten Vdrsuicd also der erste Druckfehler

verteilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass er auf die aktuSkgte zu liegen kommt, igt = m
(da es 140 Seiten zur Auswahl gibt). Auch beim 2. Druckfe{feMersuch) ist die Wahr-
scheinlichkeitp = 140, dass er auf diese Seite fallt, etc. Dies wdre= 20 gemacht, also
gilt A\ = sp = % Mit der Poissonverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsslauf dieser Seite

genau ein Fehler auftritt naherungsweise

=
I

P(1) = %e_ =

Losung fur (ii): Das Gegenteil von “mindestens zwei Drigtker” ist “kein oder ein
Druckfehler”. Die Wahrscheinlichkeit dieses Resultats is

7 =0.124 = 12.4%.

1
P(0)+P(1)=e 77+ =€77 = 0867+ 0124 = 0.991 = 99.1%.
Die Wahrscheinlich fur mindestens zwei Druckfehler agfsdir Seite ist somit
1—P(0)— P(1) = 0.9%.

c) Folgendes beruht auf einer wahren Begebenheit (mit Maahten Zahlen): Genau ein
Jahr vor dem 100. Geburtstag einer Firma kuindigte die Borekan: “Fur alle Kinder von
Mitarbeitern, die am Jubeltag geboren werden, wird ein&p#o von 5000 Fr. eingerich-
tet”. Es werden rund 730 Kinder von Mitarbeitern pro Jahrayeh, d.h. durchschnittlich
2 pro Tag. Man hat also etwa 10000 Fr. Auslagen zu erwarten.Sdhwankungen zu
beriicksichtigen, werden 25000 Fr. eingeplant. Wie grsisdie Wahrscheinlichkeit, dass
das Geld nicht reicht?

Losung: Wir verteilen 730 Geburten auf 365 Tage und stallerFrage: Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass keine, 1, 2, 3, 4 oder 5 GeburtédewJubilaumstag fallen (in
diesen Fallen wirde das Geld reichen)? Jede der 730 @elhatrachten wir als Versuch,
und jede Geburt kommt mit Wahrscheinlichkeit auf den Jubilaumstag zu liegen. Also

gilt A = ps = £32 = 2. Das Geld reicht somit mit Wahrscheinlichkeit

P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + Z —, = 98.3%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Geld nicht reicht, isb aehr klein, namlich 1.7%.
In- Wirklichkeit wurden Obrigens viel mehr als nur zwei Kexdam Jubeltag gebo-
n...(wieso)?
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1. Fang 2. Fang

Markieren

m Individuen gefangen n Individuen gefangen
davonm markiert

Abbildung 4.4: Capture-Recapture-Methode

4.3.3 Capture-Recapture Methode

Die Capture-Recapture Methode wird gerne in @&plogie eingesetzt, um Populationsgrossen
zu schatzen. Ein weiteres Anwendungsgebiet ist die Epmlegie, wo man sich unter anderem
fur den Gesundheitszustand (z.B. Verbreitung von Ratr@lindheit, HIV-Infektionen, etc.)
einer Bevolkerung interessiert.

Wir betrachten hier als Beispiel die Schat-
zung der Grosse einer Forellenpopulation in

einem abgeschlossenen Gewasser. Wie geht Feuerwehr pumpt
man vor, ohne dabei der Umwelt zu schaden? Krokodil-Teich leer '
Anger!ommen im Gewa;ser g|b} AéFo‘reI- Die Feucrwehr bt das
len. Diese Zahl wollen wir, zumindest in gu- rysterigse Krokodil in einem
ter Naherung, bestimmen. Wir fihren unsere Dorfteichim Nordosten . -

Frankreichs (NEWS berichte-

Zahlqu in zwei Etappen durch. Zunaghst _fan- t6) noch nicht gefasst ~ob- - -
gen wir eine Anzahin von Forellen, die wir schon sie das Gewésser per.
jeweils markiert und sofort wieder freilassen. EChfé[Ot abgeﬁuc'gbhatfi“‘?ﬁ??‘_
H H wrGe Zwar ein «Ugjets o
Nun warten wir ein paar Tage und hoffen, dass geortet, es konnte aber auh
sich die markierten und unmarkierten Tiere ein Fischschwarm gewesen.
moglichst gut und gleichmassig vermischen. sein. U jeden Zweifel aus:.

zurdumen, soll der Teich nun. -

Dann machen wir einen zweiten Fang ven leergepumpt werden.

Forellen und zahlen die Anzahl der markierten
Tierem in diesem Fang; vgl. Abbildurig4.4.
Bei guter Vermischung liegt es nun nahe,
dass das Verhaltnis zwischen den markiertRP/!dung 4.3: Aus NEWS-Ausgabe vom 22.6.2009.
Tierenm und der Gesamtzahl der gefange-
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nen Tiere im zweiten Fang etwa dem Verhaltnis zwischematlarkierten Tierem im Gewasser
und der gesuchten Gesamtzahder Forellen entspricht. D.h.,

m_m
n N’
Auflosen dieser Gleichung nact ergibt
(4.11) N=""
m

Diese sehr einfache Capture-Recapture Methode wird Bundoln-Petersen Methodgenannt.
Sie wird dann verwendet, wenn man sich auf zwei Fange bésken mochte und wenn man
davon ausgehen kann, dass sich an der zu zahlenden Popuwlgthrend den beiden Fangen
nichts éndgﬂi

Es stellt sich die Frage: Wie zuverlassig ist die durch 8ige Methode gefundene Schatzung?
Diese muss namlich, beispielsweise bei schlechter Misghnicht unbedingt sehr genau sein.
Solche Fragen kdnnen mit statistischen Methoden beatgtvaverden. Hier wollen wir eine
etwas andere Frage stellen: Wie gross ist die Chance aufutes dresultat, verglichen zur
Maoglichkeit, ein schlechtes Ergebnis zu ermitteln?

Betrachten wir ein konkretes Beispiel: Wir nehmen an, es$ gib= 5000 Forellen. Davon
werden beispielsweise = 100 gefangen, markiert und wieder freigelassen. Nach eineth#@/oc
werdenn = 200 Tiere gefangen. Wir erwarten, dass davon etwa

100

m = 5000-200—4
markiert sind. In der Wirklichkeit muss dies aber natirligcht der Fall sein. Tatsachlich ist ein
Fang von 0 bis 100 markierten Tieren moglich. Die Schagzdie sich aus Formel{4111) ergibt,
ist nur furm = 4 ganz genau und wird immer ungenauer je mehr die Anzahl dekiengn
Tiere m beim zweiten Fang von 4 abweicht. Bei 7 markierten Tieren \weiien Fang, zum
Beispiel, wirden wir die Gesamtzahl aller Forellen auf

9
NQMZQ&W

schatzen, was einem relativen Fehler von

5000 — 2857

=43
5000 %

entspricht und schon relativ stark von der Wirklichkeit &eint. Allerdings liegt die Vermutung
nahe, dass es unwahrscheinlicher ist, 7 markierte Tierd atarkierte Tiere zu fangen. Wir

IManchmal wird auch die Formel

N (m+173~1(n+1)71

gebraucht, die unter Umstanden etwas robuster sein kann.

119



4 STOCHASTISCHE MODELLE

wollen untersuchen, wie gross unsere Chancen sind, migdi€apture-Recapture” Methode
richtig zu liegen.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkett = 0,1,2,3,4,...,100 markierte Fische zu fangen?
Es werdem = 200 Fische beim zweiten Fang gefangen. Bei jedem Fisch ist de&$ dass
er markiert ispp = % = X0 — - (wobei wir hier annehmen, dass ein gefangener Fisch sofort
wieder freigelassen wird, sodass es immer gleichviele iradekFische im See gibt). Bei der

Poissonverteilung gilt also

m
Ao 2y
"N

Daher ist die Wahrscheinlichkeity markierte Fische zu erhalten naherungsweise gegebehn durc
~ 4m
Allgemein erhalten wir die Formel

o (%)m AT
Pim) ==l = 7mr
wobei wir hier zur Gultigkeit der Poissonverteilung anmeim, dass; < 0.1. Die Wahrschein-
lichkeit, genau richtig zu liegen, betragt naherungseéi(\).
FurA =4undm =0, 1,...10 fuhren wir die entsprechenden Zahlen in der folgendenll@abe
auf:

m |0]1| 2|3 |4|5]|6]|7]8]9]|10
P(m)(in%)|[2]7[15]/20[ 2016|1063 [1] 1

Wir erkennen, dass die Chancen, einigermassen richtigegeni, grosser sind als das Risiko,
ein falsches Resultat zu erhalten. Dies sehen wir auchideuivenn wir die FunktionP gra-
fisch aufzeichnen; vgl. Abbildungdn#.9=14.6. So ist die Waheinlichkeit, dass wir richtig
liegen oder nur um eins daneben liegen, bereits 56%. Bei Riengn Tieren im zweiten Fang,
ware unsere Schatzung der Gesamtzahi®® = 6667 und bei 5 markierten Tieren ist diese
Zahl % = 4000. Das entspricht einem relativen Fehler von maxié%% = 33%.

Wie man vorgehen muss, um das Risiko einer grosseren B@smg unter einer vorgege-
benen Toleranz zu halten, ist eine Kernfrage der Statidlikbegrenzen unsere Betrachtungen
hier auf die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der imobhgh Ergebnisse und benutzen diese
als einen einfachen Indikator fur die Gute der Methode.

4.4 Ein Ansatz aus der Spieltheorie

Unterhaltungsspiele basieren typischerweise auf einaAinRegeln (“Spielregeln”) und ge-
wissen Moglichkeiten, Punkte zu gewinnen. Zum Beispigfeli sich bei vielen Brettspielen die
Figuren nach festgelegten Regeln bewegen; Spieler kodumean bestimmte Zuge die eigenen
Figuren in eine vorteilhafte Position bringen oder die Fggudes Gegners schlagen. Wie kdnnen
die Moglichkeiten des Spiels eingesetzt werden, um eigbsingende Strategie zu entwickeln?
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20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 4.5: Poissonverteilung fir= 4.

Abbildung 4.6: Semilogarithmische Darstellung der Paissoteilung fUr\ = 4.

Das Konzept des gesellschaftlichen Spiels lasst sich authndere, teilweise sehr komple-
xe, Systeme ubertragen. So kann man beispielsweise hersudorgange und Strategien in der
Wirtschaft durch Regeln zu beschreiben und zu untersuéherh in der Biologie werden solche
Ansatze gemacht. Wie verhalten und entwickeln sich Paojouml@n von Individuen oder deren
Eigenheiten, wenn sie durch gewisse Verhaltensweiserhbeben werden konnen? Sind ge-
wisse Verhaltensweisen erfolgreicher als andere, gibtadsles Zustande, oder stellen sich neue
Verhaltensweisen ein? Solche und ahnliche Fragen sirgpie¢ésweise fur Evolutionsbiologen
interessant.

In diesem Abschnitt diskutieren wir einen sehr einfacheeldpeoretischen Ansatz fur das
Verhalten zweier Rauber-Beute-Arten.

121



4 STOCHASTISCHE MODELLE

B(l,-)] F T
F J(G-V) G
T 0 G

Tabelle 4.3: Ertragstabelle fur Falken und Tauben.

4.4.1 Falken und Tauben

Stellen wir uns ein Territorium vor, in dem zwei verschiedémten, die sich durch unterschiedli-
che Verhaltensmuster (“Strategien”) auszeichnen, lebedlitionell wird in der Spieltheorie oft
das Beispiel von Falken und Tauben verwendet. Wir nehmedaas, sich die beiden Tierarten
wie folgt verhalten:

e Falken (F): Die Strategie des Falken besteht darin, alles mit Gewaltrezioben. Er
kampft, bis der Gegner Schaden erleidet oder sich fregalirickzieht.

e Taube (T):Die Taube ist defensiv. Sie zieht sich zuriick, wenn sie vargr@r angegriffen
wird.

Beim Zusammentreffen zweier Tiere geht es darum, etwasrzeidigen oder sogar etwas zu ge-
winnen. Dabei kann es sich um eine Futterquelle, ein Rexiler, eine andere Ressource handeln.
Wir nehmen an, dass bei einem Kampf sowohl ein Gewinals auch ein Verlust” entstehen
kann (oder weder noch) und legen die “Regeln” beim Aufeiramdffen zweier Individuen wie

folgt fest:

o Falke gegen Falke: Jeder hat eine 50%-Chance entweder ssettee zu gewinnen, oder
beispielsweise mit einer Verletzung als mogliche Schafitgm aus dem Kampf herauszu-
gehen. Der durchschnittliche Ertrag betragt ai§d", F) = G — 1V..

e Falke gegen Taube: Die Taube zieht sich sofort zuriick uné&al&e gewinnt die Ressour-
ce. Ertrag fur den Falken ist somfit(F,7") = G, die Taube geht leer aber ohne Schaden
aus,B(T, F) = 0.

e Taube gegen Taube: Jeder zieht sich zuriick mit der Haft&dssource. Ertrag fur jeden:
E(T,T) = ia.

Hier benutzen wir die Notatio(A, B), um den Ertrag einer Begegnung von zwei Tieren
und B, aus der Sicht vonl, auszudriicken. Wir fassen die obigen Regeln in Tabelle4sam-
men.

Nun wollen wir versuchen, Aussagen uber eine Falken-Tampulation, die nach obigen
“Spielregeln spielt”, herzuleiten. Nehmen wir dazu an,sdas Anfang (Zeitpunkt = 0) die
Falken einen Anteip, (0 < py < 1) der Gesamtpopulation ausmachen (der Anteil der Tauben an
der Gesamtpopulation ist folglich— py). Zudem gehen wir fur jedes Tier von einer anfanglich
gleichen Grundressourde, im betrachteten Gebiet aus. Wie verhalt sich nun die Pdipalam
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ersten Zeitschritt? Wir machen die Annahme, dass jedesyéeau in einen Kampf verwickelt
ist. Dann gilt: Die durchschnittliche Ressource pro Falaelm = 1 Zeiteinheit betragt

Ry (F) = Grundressource&,
(4.12) + (Ertrag eines Falken im Kampf gegen einen Fajkgrnteil der Falken
+ (Ertrag eines Falken im Kampf gegen eine Taul@nteil der Tauben

In Formeln:

Analog erhalten wir fur die durchschnittliche RessourceeTaube nach dem ersten Zeitschritt:
Ri(T) = Ro + po E(T, F) + (1 = po) E(T, T).
Der durchschnittliche Ressource pro Tier im ersten Zeitkést dann
Ry = poRy(F) + (1= po)Ri(T).

Nun machen wir weiter die Annahme, dass die Reproduktaimigkeit einer Art proportional
von ihren Ressourcen abhangt. Nach dem ersten Zeitsebtitigt also der Anteil der nachsten
Falkengeneration

Ry(F)

P1 = Po E1 .

Der entsprechende Anteil Tauben ist

m(T) Ry — poRi(F) ~7// Pl (F) 1—p
R, R, R, v

(1 —po)

Damit bleibt die Summe der Anteile von Falken und Taubercpléi Diese Formeln lassen sich
nun fur jeden Zeitschritt iterieren, so dass wir, beisgmaise mit numerischen Hilfsmitteln, die
Entwicklung der Falken- bzw. Taubenpopulation in den wen&eitschritten berechnen konnen.

Der obige Ansatz fur eine Population zweier Arten lassh sinfach abstrahieren. Beispiels-
weise konnen wir an Stelle von Falken und Tauben auch ar®lesteme (Biologie, Wirtschatft,
etc.) betrachten, die nach den obigen Falken- und Taula¢egien funktioniert. Selbstverstand-
lich kbnnen auch mehr als zwei Arten und komplexere “Spggin” betrachtet werden.

4.4.2 Stabilit at

Definieren wir zunachst den Begriff der Stabilitat eines@mmenlebens verschiedener Verhal-
tensweisen: Eine VerhaltensweiSgStrategie) heissitabil, falls sie die folgende Eigenschaft
besitzt: Angenommen, fast alle Individuen einer Populatierhalten sich nach der Strategie
dann sollen die Ressourcen dieser Individuen immer grésse (und bleiben) als die Ressour-
cen jeder anderen Verhaltensweise, d.h. keine andere [ierbaeise kann tiberhand nehmen.
Etwas anders ausgedriickt konnte man sagen: Auch wengias Kusreisser in der Verhaltens-
weise gibt, wirdS die dominante Verhaltensweise bleiben.
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Wir wollen diese Definition nun quantifizieren, d.h. math&seh ausdriicken. Betrachten wir
dazu eine Population mit zwei Verhaltensweisen, die hawgptsh aus Individuen bestehen, die
sich nach einer Strategig verhalten, sowie einer kleinen Gruppe mit einer Haufigkeiitp, die
nach einer anderen Stratedig handelt. Die erste Strategig ist dann nach obiger Definition
stabil, falls ihre Ressource

(413) R1 = Ro + (1 — p)E(Sl, Sl) +pE(Sl, Sg)
grosser als die Ressource
(414) R2 = R0+(1 —p)E(SQ,Sl)+pE(SQ,SQ)

der PopulationS; ist. Dann wird die zweite Strategie nicht dominant werdetab#itat von .S,
erfordert also

(4.15) Ry > R,

Da die Haufigkeit der Strategi®, klein ist (d.h.p =~ 0), kbnnen wir die letzten Terme ih{4113)
— (4.13) vernachlassigen. Daher benotigen wir

Ry + (1 —p)E(Sl, Sl) > Ry + (1 —p)E(SQ, Sl),
oder
E(Sl,Sl) > E(SQ,Sl).

Nun kann es sein, dass
E(S1,81) = E(Ss,51).

In diesem Fall mussen wir die letzten Terme [In(#.13] = (¥ itberiicksichtigen. Unglei-
chung [4.1b) gilt dann, falls
E(S1,8) > E(Ss,55).

Zusammenfassend sind folgende Bedingungen fir die 8&lvbn Strategies; Uber Strate-
gie S, notwendig:

entweder
E(Sy,51) > E(Ss,S1)
oder
E(S1,S1) = E(Ss, 1) und E(Sy, Sa) > E(Ss, Ss).

(4.16)

Diese Bedingungen wurden eingefuihrt im Artikell[25]. EBteategieS;, die diese Bedingun-
gen erfullt heissevolutiorar stabile Strategie (ESSWir bemerken, dass die Bedingungen nur
von den Strategief; und.S, abhangen und nicht von den einzelnen Zeitschritten.

Als Beispiel untersuchen wir nun die Stabilitat der Fald@uben-Population in Ab-
schnit{t44.1L. Wir betrachten zunachst eine Taubenptipalalie von einer kleinen Falkeneinheit
gestort wird. Wir betrachten als®y = 7" (Taube) unds, = F' (Falke). Es gilt

1
G <G
27 =
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und daher®(T,T) < E(F,T). Somit ist weder die erste noch die zweite Bedingundin {4.16
erfullt. Die Strategie “Taube” also ist instabil, d.h. eikleine Falkenpopulation kann in eine
Taubenpopulation wesentlich eingreifen und dominant eerd
Wie steht es um eine Population, die sich wie Falken verhétteinigen wenigen Tauben?
Wir brauchen
E(F,F)> E(T,F).

Dies ist dann der Fall, wenn (vgl. Tabellel4.3)
1

also fur
G>V.

Wenn wir uns die zweite Bedingung in-(4116) betrachten, faréert diese
E(F,F)= E(T,F)undE(F,T) > E(T,T),

oder aquivalent
G=V.

Mindestens eine dieser Bedingungen ist erfullt, falls 1. Dies bedeutet, dass die Falkenstrate-
gie stabil ist, falls der Gewinn mindestens so gross ist weSchadensrisiko. Eine dominierende
Falkenstrategie wird dann dominierend bleiben.

Was geschieht, weniw > G, d.h. falls das Risiko, zu schaden zu kommen, grosserlsst, a
die Chance, Gewinn zu machen? Unserer obigen Analysisgauisi eine solche Situation nicht
stabil. Intuitiv lasst sich dies wie folgt erklaren: Belst eine Population weitgehend aus Falken,
werden die Tauben (oder die Taubenstrategie) starken dmer solchen Population mehrheit-
lich Falken auf andere Falken treffen und sich so gegegsaitieblich schaden (da > G); die
Tauben kdnnen sich dann ungehindert vermehren. WerdeFadigen jedoch zu haufig, erweist
sich deren Strategie als insgesamt nachteilig, denn Fatk#en in diesem Fall hauptsachlich
auf Tauben und gewinnen Ressourcen, ohne dabei kampfefiggem Daraus folgt: Weder die
Falkenstrategie allein noch die Taubenstrategie all@ad stabil furl” > G. Sobald die Haufig-
keit einer der beiden Arten (Strategien) in einer Poputatio stark zunimmt, erweist sich die
Alternative als erfolgreicher. Man kann daher vermutessdiie naturliche Auslese moglicher-
weise ein Gleichgewicht herstellt, d.h., eikkschstrategiedie zu einem gewissen Anteil wie
ein Falke und zu einem anderen Anteil wie eine Taube reagiert

Betrachten wir deshalb ein System, in dem sich Individuahtnnur als Falke oder Taube
verhalten, sondern auch nach eigemischterFalken-Tauben-Verhaltensweise, die wir mit
bezeichnen, handeln kdnnen. Dabei gehen wir davon ausdiaStrategid zufallig zu einem
Anteil ¢ als Falke und zu einem Anteil— ¢ als Taube aulftritt:

[“=" qF + (1= ¢)T.

Kann eine solche Strategie fGr < V' stabil sein? Fur welchegist dies so?
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FallsI eine ESS ist, so gilt
(4.17) E(FI)=E(T,I)=E(I,I).

Wir zeigenE(F, 1) = E(I,I); die GleichheitF (7', I) = E(I, I) folgt aus demselben Argument.
Sicherlich gilt

(4.18) E(F,I) < E(I,1),
sonst ward nach [4.1b) keine ESS. Nehmen wir einmal an, da&5s, I) < E(I,I). Dann gilt

E(I,I)=qE(F,I)+ (1 —qE(T,I)
< qE(I,I)+ (1 —q)E(T,1).
Daraus folgt
E(I,I) < E(T,1).

Das ist aber nicht moglich, daeine ESS ist (vgl.[{416)). Also kann ii{4118) nur Gleictthei
gelten,E(F,I) = E(I,1).

Die Gleichheit [4.1]7) gilt auch dann, wenn es mehr als zweut@-Strategien” gibt (sie-
he [4]).

Wir wollen nun untersuchen, fur welche Wahl vondie Strategiel eine ESS ist. Dazu be-
rechnen wir zunachst

E(F,1)=qE(F,F)+ (1 —q)E(F,T)=q (%G - %V) +(1-¢)G

1 1
1 1 1
B(T.1) = qE(I,F)+ (1 - )E(IT) = (1 - q)5G = —5G + 5G.

Die erste Gleichung if.{Z:17) impliziert

1 1 1 1

Auflosen fuhrt zu
G
q= v
Ist die gemischte Strategiemit obigemg stabil? Um dies klarzumachen, missen wir die Bedin-
gungen[(4.16) prufen fitT, I') und (F, I'). Wegen der Gleichheil{4.1.7) ist die erste Bedingung

in der zweiten Linie von{4.16) erfullt. Wir missen alsogam, dass die zweite Bedingung eben-
falls gilt:

E(IF)> E(F,F),  E(I,T)> E(T,T).
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Wir haben mitG < V

E(I,F)=qE(F,F)+(1 - q) E(T, F) = \(]/_/%(G — V) > E(F, F).

——

—_li_ =0 <1
=3(G=V) =E(F,F)<0

Ausserdem,

E(I,T)=qE(F,T)+(1—q) E(T,T) = (1+q) %G > E(T,T).

_ _1 1
“ =3¢ . —E(TT)

Somit ist gezeigt, dass die Strategimit ¢ = ¢/v eine ESS ist. Biologisch bedeutet dies, dass in
einem Zusammenleben zweier Arten, bei dem das Schad&osretativ hoch ist im Vergleich
zum Gewinn, gemischte Strategien erwartet werden konnen.

Die Theorie der ESS ist hilfreich, wenn der Vorteil eineraBtgie von ihrer Haufigkeit in einer
Population abhangt. Im obigen Falken-Tauben-BeispibEhavir gesehen, dass eine Strategie
von Vorteil ist, solange sie selten ist, jedoch von Nachtednn sie haufig ist. Allgemein be-
deutet dies: Eine ESS ist dann von Nutzen, wenn die bestee@®alavon abhangt, wie sich
die Umgebung verhalt. Kampfen ist nur eines der Beispi€operation statt Egoismus oder
Ehrlichkeit statt Tauschung sind zwei weitere. Das Gestttbrverhaltnis in einer Population
ist ebenfalls eine ESS. Es ist von Vorteil, zum selteneresc@lecht zu gehoren, was in den
meisten Fallen zu einem Gleichgewicht von 50:50 fuhrt.

Weiterfiihrende Literatur

Eine Einfuhrung in Wahrscheinlichkeitstheorie und St#timit vielen Beispielen gibt beispiels-
weise das Buch [8]. Einige interessante Anwendungen, ausder Biologie, sind ir]1] enthal-
ten. Fur spieltheoretische Betrachtungen in der Biolsgideispielsweisé [24] genannt.
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40%

Abbildung 4.7: Dynamik einer Blauwalpopulation.

4.5 Aufgaben

4.1. (Populationsdynamik) Wir betrachten eine Populatmmweiblichen Blauwalen. Die Po-
pulation wird in die folgenden Altersgruppen eingeteilt:

I: 0 bis 3 Jahre

lI: 4 bis 7 Jahre

[1l: 8 bis 11 Jahre

IV: mindestens 12 Jahre.

Die Populationsdynamik wird durch den gerichteten Graphekbbildung[4.Y beschrie-
ben.
a) Begriinden oder widerlegen Sie die Aussage: Das latig&idberleben der Popula-
tion ist sichergestellt.
b) Angenommen, die Population hat schon lange unter glei@®zingungen gelebt.
Welche prozentuale Verteilung der Tiere auf die Altersidamsist zu erwarten?
c) Angenommen, das mittlere Alter in den Altersklassen wehdrch folgende Tabelle

beschrieben:
Altersklasse || I [ Il |1l | IV

mittleres Alter|| 1| 5| 9 | 14
Welches ist das mittlere Alter der ganzen Population, tilsAltersverteilung stabil
ist?

4.2. (Wetter) In einer Region verlaufe das Wetter durchggioh nach der folgenden Beob-
achtung:
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e Ist es heute Uberwiegend sonnig, so ist es mit einer Wadirdathkeit vong auch
morgen Uberwiegend sonnig.

e Wenn es heute eher regnerisch ist, so ist es auch morgemmitwahrscheinlichkeit
von 2 regnerisch.

a) Erklaren Sie, dass hier ein Markov-Prozess vorliegictfeen Sie den gerichteten
Graphen und bestimmen Sie die Systemmatrix.

b) Heute ist ein sonniger Montag. Erstellen Sie eine Wettgnpose fur Dienstag und
Mittwoch.

c) Wie verhalt sich das Wetter im langfristigen Schnitt?

4.3. (DNA) Chemisch gesehenist die DNA eine Nukleinsagirelanges Kettenmolekil (Poly-
mer) aus Einzelsticken, den sogenannten NukleotideasNukleotid besteht aus einem
Phosphat-Rest, einem Zucker und einer von vier organisBasen mit den Kirzeln A
(Adenin), T (Thymin), G (Guanin) und C (Cytosin). Innerhalbr Protein-codierenden
Gene legt die Abfolge der Basen die Abfolge der Aminosauwes jeweiligen Proteins
fest: Im genetischen Code stehen jeweils drei Basen figrleastimmte Aminosaure.

a) Wie viele geordnete Reihen der vier Basen sind auf einagk'von 1000 Nukleoti-
den moglich?

b) Wie viele geordnete Reihen der vier Basen sind auf eiaege’von 1000 Nukleoti-
den moglich, wenn alle 4 Basen gleich haufig auftreten?

4.4. (Genetik) Berechnen Sie die einzelnen Eintrage irelTel.].

4.5. (Genetik)

a) Ein Gen habe ein dominantes Allélund ein rezessives Allel. Die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Jungtier eines der beiden Allele von einemrigkil erhalt ist je50%.
Ein Mannchen mit Phanotyg (d.h., es ist entweder homozygdtd oder heterozy-
got Aa) wird mit einem Weibchen mit Phanotyp(alsoaa) gekreuzt. Das Jungtier
hat den Phanotypl. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Mannclen h
terozygot ist?

b) Von einem Gen existieren drei Allelg, B undC. Wir nehmen an, das4 sowohlB
als auchC’ dominiert, und das€’ von B dominiert wird. In einer Population gebe es
36% Individuen vom Phanotyp, 39% vom Phanoty@ und 25% vom Phanoty('.
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Junges aues di B-Phanotyppaa-

rung den Phanotyp' hat?

4.6. (Rot-Grun-Blindheit) Eine Population bestehe au8%gFrauen und 53.1% Mannern. Bei
den Mannern trete die “Rot-Grun-Blindheit” mit 8% auf. &Wiele von 1000 Mannern

sind durchschnittlich rot-gran blind?

4.7. (Blutgruppen) In einer Population seien die Blutgrappvie folgt verteilt:
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4.8.

4.9.

4.10.

130

Blutgruppe|| 0 | A | B | AB
Anteill | 50% | 20% | 25% | 5%

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichproba 20 Personen

a) wederA noch AB vorzufinden?
b) nur0 vorzufinden?
c) gleich viele Personen von jeder Blutgruppe vorzufinden?

4% aller Fluggaste, die ein Ticket kaufen, erschemeint. Fluggesellschaften wissen dies
und verkaufen deshalb mehr Tickets als es Platze gibt. Mahmir an, eine Fluggesell-
schaft verkauft fur einen Flug 150 Tickets fur 146 velfage Platze. Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass alle Fluggaste einen Platdterif2aLosen Sie die Aufgabe exakt
mit der Binomialverteilung und naherungsweise mit deisBonverteilung.

(Capture-Recapture) In einem Naturpark soll die Ahzn dort lebenden Wildhasen
geschatzt werden. Dazu werden 1100 Hasen gefangen, amakienhund sofort wieder
freigelassen. Kurze Zeit spater werden im gleichen GeélfiétHasen eingefangen. Man
stellt fest, dass im zweiten Fang 99 Hasen markiert sindeheSie daraus eine Schatzung
fur die Grosse der Hasenpopulation her.

Wir betrachten das 3-Strategien-Spiel “ScherenSRapier”: Schere schlagt Papier, Papier
schlagt Stein, und Stein schlagt Schere. Dabei erhatt bea einem Gewinn 1 Fr.; bei
einer Niederlage miissen 1 Fr. an den Gegner bezahlt wekdeserdem fulhren wir noch
die zusatzliche Regel ein, dass bei einem Gleichstancelg&tyner eine kleine Strafe
einzahlen mussen. Wir haben also das folgende TableadidliErtrage der moglichen
Begegnungen:

E(],—) || Schere| Stein| Papier

Schere —c -1 1
Stein 1 —& -1
Papier <1 1 —

a) Zeigen Sie, dass keine der Strategien “Schere”, “Stendr “Papier” ein ESS ist.
b) Fur welche: ist die Mischstrategié = %(Schere} + %(Stein)+ %(Papier) ein ESS?



Diskrete
Fourier-Transformation
und Analyse von
5 periodischen Daten

Der Brunstzyklus von Saugetieren wird hormonell gestel®im Hausrind dauert ein Zyklus
etwa 21 Tage. Tabel[e5.1 enthalt die Uber 103 Rinder deltaih Progesteronwerte(t) (in ng
pro ml Blutplasma) in Abhangigkeit der Z¢iseit Beginn der Brunst.

Wir stellen diese Daten grafisch dar; siehe Abbilding 5.1.nWeir davon ausgehen, dass
sich diese Werte immer nach 21 Tagen wiederholen, so koninetie Progesteronwert®(t) als
eineperiodische Funktioder Zeitt (gemessen in Tagen) auffassen. Es ist naheliegend, dass ein
periodische Funktion (zumindest in guter Naherung)Hsrlagerung von Sinus- und Kosinus-
funktionen, die ja ihrerseits ebenfalls periodisch sinelhie Anhan@A fur eine kurze Repetition),
geschrieben werden kann. Wir machen daher den Ansatz, @eBsidn in TabellE5l1 zu einer
Funktion P(t) gehoren, die wie folgt aussieht:

)

N 4 ~
(5.1) + @y cos (ﬁt) + by sin < 1t>

~ 6 ~ . (b7
+ a3 cos Et + b3 sin ﬁt + ...

Hier sinday, ay, . . . unle,Ez, ....unbekannte Koeffizienten, die so gewahlt werden solless da

Do
3

=N
N =

PO 2 ~ .
P(t) =~ @y + a; cos (2—71Tt) + by sin <

Zeitt [Tage] |
|

0 3 6 9 12 15 18
ProgesteronwerP(t) [r&/mi] 1

7 094 408 6.35 731 792 134

Tabelle 5.1: Progesteronwerte beim Hausrind wahrendd&nenstzyklus.
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Progesteronwert
N
T
c]
|

Tage
Abbildung 5.1: Progesteronwerte beim Hausrind wahrerscBienstzyklus.

die Approximation %" moglichst gut ist. Da die Funktionen
2 2 2
cos 1-—7Tt , COS 2-—7Tt , COS 3-—7Tt Y ey
21 21 21
2 2 2
sin 1-—7Tt , sin 2-—7Tt , sin 3-—7Tt S e
21 21 21

periodisch sind (mit Periodenlange21 (Tage)) und sich deren Werte alle nach einer Zeitdauer
von 21 (Tagen) wiederholen, besteht die angesetzte Funf@id) aus Funktionen, welche dem
21-tagigen Brunstzyklﬂ$ntsprechen.

5.1 Bestimmung der Koeffizienten

Die Berechnung der Koeffizientaiy, a, ... und@l@, ... folgt einer systematischen Regel.
Dazu mussen zunachst zwei Parameter bestimmt werden:

Periodenlangé.: 21 Tage
Abstand der Datenpunki&t: 3 Tage

YIn der Auswertung der Funktionems undsin verwenden wir hier die Winkelmessung im Bogenmass in
dem der Vollwinkel 860° [deg] im Gradmass) gleicBr [rad] ist.
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Dann definieren wir die Folge von Vektoren (mit jeweifa: Eintragen)

1 cos (0) cos (0)
1 cos (1 - 2mAt/r) cos (1 - 4mAt/r)
B 1 cos (2 - 2rAt/) B cos (2 - 4mAt/)
=11 7 cos (3 - 2rAt/r) 27 cos (3 - 4mAt/) o
1 cos ((L/at — 1) - 2mAt/r) cos ((L/ar— 1) - 4mAt/r)

und ganz allgemein

cos (0)
cos (1 - 2mmAt/r)

(5.2) Con = cos (3. 2nmAt)) . m=0,1,2,....
cos ((L/At - ]_) . QmNAt/L)
Genauso
sin (0) sin (0)
sin (1 - 27Ai/1) sin (1 - 4wAt/r)
sin (2 - 27t/ ) sin (2 - 47At/L)
S1= sin (3 - 27At/p) v S22 = sin (3 - 47411 7
sin ((L/at — 1)~ 2rAt/) sin ((L/at — 1) - 4mAt/p)

Allgemein,

sin (0)
sin (1 / 2m7TAt/L)
Sln (2 . 2m7TAt/L)

(5.3) S = Gin (3 - 2me/y) , m=1,2,....

sin ((E/at — 1) - 2mmAi/p)
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Ausserdem definieren wir den Vektor der Daten:

P(0)
P(1-At)
P(2- At)
(5.4) v = P(3- At

P((5/at . 1) - At)

Dannist die (in einem gewissen Sinne) beste Wahl der gesntdeffizienten gegeben durch
die Formeln:

N At
ag = T <607 'U> ;
~ 2At ~ 2A¢t
G1ZT<01,’U>7 1:T<31,’U>7
N 2At ~ 2At

(55) Qa9 = T <C2, 'U) s bg = T <32, 'U) s
N 2At ~ 2At
am—T<cm,v>, bm—T<sm,'v>.

Hier ist (-, -) das Skalarprodulitvon zwei Vektoren. Diese Zahlen nennen wiskrete Fou-
rierkoeffizienten. Alle Koeffizienten zusammen heissdiskrete Fouriertransformierte der
gegebenen Daten. Die Funktion

a4a 27rt i a 47rt i a 67rt
ao + a1 cos 7 Qs COS 7 a3 COS 7
(5.6)
~ 2w ~ . 47 ~ 61
+ by sin ft + by sin ft + b3 sin ft + ...

bezeichnen wir alsliskrete Fourierreihe. Sie ist einekontinuierlicheAnnaherung an didis-
kreten Daten

In der Praxis werden in der Funktidn {b.6) oftmals nur erdliele Terme aufsummiert (d.h.
die Summe wird nicht unendlich lange fortgefiihrt, sondatrgeschnitten”). Dazu verwenden

2F{ir zwei Vektoren

Z1 Y1

X2 Y2
U1 = . ) V2 = .

Tn Yn

mit gleich vielen Eintragen, namlich, ist das Skalarprodukt vomy, undv, (geschrieben al&;, v2)) gegeben
durch
(v1,v2) = T1y1 + Toy2 + ... + TpYn.
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wir die Notation

(5.7)

~ o~ 2w - 47 - s .
P,(t) = ap + a; cos ft + @9 cos ft + g cos ft +...+a,cos

+ by si 21t+3' 4—7Tt+3' 6—7Tt+ + D, si
1 sin 7 o SN 7 3 Sin 7 n, SIN 7

2nm

5.1 BESTIMMUNG DER KOEFFIZIENTEN

)

).

Hier deutet der Index die Anzahl dercos undsin Funktionen an, die verwendet werden. Die
“abgeschnittene” Funktion heisBburierreihe n-ter Ordnung. Die Wahl der Anzahl Terme
hangt vorallem ab von den Daten und der gewiinschten Ggheatibei deren Approximation

durch die FunktiorP, ().

Wir wollen nun die obigen Formeln auf unser konkretes Beispiem Brunstzyklus des Haus-
rinds (Tabell€5]1), anwenden. Wir machen hier eine Annatgemit wenig Termen il{5l7) und
wahlenn = 2; in unserem Beispiel reicht dies fur eine verninftige Apgmation aus (in an-
deren Anwendungen kann es aber durchaus notig sein, mgheT verwenden). Mit. = 21
und At = 3 erhalten wir aud(bl2):

Cy —

Weiter gilt mit (5.3):

S1 =

sin(0)
sin (67/21)

— = = = e e

0.00000. ..
0.78183...
0.97493 ...
0.43388 ...
—0.43388.. ..
—0.97493 . ..

cos(0)
cos (67/21)

—0.78183...

1.00000. ..
0.62349. ..
—0.22252 . ..
—0.90097. ..
—0.90097 . ..
—0.22252 . ..
0.62349. ..

1.00000. ..
—0.22252 . ..
—0.90097 . ..

0.62349. ..

0.62349. ..
—0.90097. ..
—0.22252 . ..

0.00000. ..
0.97493 . ..
—0.43388...
—0.78183. ..
0.78183. ..
0.43388. ..
—0.97493 . ..
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5 DISKRETE FOURIER-TRANSFORMATION UND ANALYSE VON PERIODISCHEN DATEN

Schliesslich bekommen wir mii{5.4) und den Daten aus Tafell:

Daraus berechnen wir nun mit den FornielX5.5):

ag =

~

a
[

1

2

~

-~

P(0) 0.17
P(3) 0.94
P(6) 4.08
v=| PO | =635
P(12) 7.31
P(15) 7.92
P(18) 1.34
At {co,v)  28.110
_ = 4.0157
L 7 ’
20t (e, v) _ 20 (Z13.386) o0
I 7
2A . — 4.
t(ca,v) _ 2-(=2.6321 = —0.75203,
J7 7
2A . -
t(s1,v) _ 2 - (—4.4730) = —1.2780,
I 7
2A -2.02
t<]~;92a’v> _2 270 5T _ 57906,

Nun konnen wir die “abgeschnittene” FourierreiRg(t) zu den Daten in Tabelle 5.1 auf-

schreiben:

2 4
Py(t) = 4.0157 — 3.8246 cos (2—71Tt) — 0.75203 cos <2—71Tt>

2 4
—1.2780sin [ 25t ) + 0.57906 sin [ —~¢ ) .
21 21

Zeichnen wir diese Funktion auf, so ergibt sich tatsathdime recht gute Approximation zu
den gemessenen Daten; siehe Abbilduny 5.2.

Bemerkung 5.8 In der Praxis gibt es eine sehr effiziente Methoden, die soy#e “Fast Fourier
Transform (FFT)”, um die diskreten Fourierkoeffizientenomsechnen.

Weiterfihrende Literatur

Eine ausfuhrliche Besprechung zum Thema bietet der Tékt §&r auf

http://www.swisseduc.ch/mathematik/schwingungen/

frei verfugbar ist.
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5.1 BESTIMMUNG DER KOEFFIZIENTEN

T T
8 gemessene Daten  ©

Funktion P,

Progesteronwert

Tage

Abbildung 5.2: Progesteronwerte beim Hausrind: VergleiehDaten mit der Naherungsfunktiéh(t).
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5 DISKRETE FOURIER-TRANSFORMATION UND ANALYSE VON PERIODISCHEN DATEN

5.2 Aufgaben

5.1. Die folgende Tabelle enthalt die Monats-Mittelwetéz in Zurich in der 30-Jahre-Periode
1961-1990 gemessenen Temperaturen.

t[Monate]] J F M A M J J A S O N D
T [°C] |05 0.9 42 79 122 154 177 16.8 139 92 39 0.6

a) Bestimmen Sie die Koeffizienten, a; undb, der zuT'(t) gehorigen diskrete Fou-

rierreihe A
Ti(t) = Go + @y cos (22t) + by sin (32¢t).

b) Gleiche Aufgabe wie a) fur die diskrete Fourierreihe 8diung
T5(t) = ag + a cos (%t) + @y cos (%t) -+ a3 cos (%t)
+/Z;1 sin (%t) +/Z;2 sin (%t) +33 sin (%t) .
5.2. Von einer zunachst unbekannten Funktfgh) sind folgende Paare von Argument und
Funktionswert bekannt.

t jo 1 2 3 4 5
f(t) ‘ 0 3\/5/8 3\/3/8 0 _3\/5/8 _3\/5/8

Bestimmen Sie die diskrete Fourierreihe 3. Ordnyifn@) fur f(¢), wie in Aufgabd 511 b)
und interpretieren Sie das Resultat.
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A sin- und cos-Funktionen

Die Sinus- und Kosinusfunktionen sind definiert durch diendiichen Reihen

3 5 7
sin(:p)::p—x—+x——x—:i:
31 57!
(A1) s . .
o
cos(z) = TR T AR

Hier ist, fur jede beliebige naturliche Zah|
nl=1-2:3-4-5-...

die Fakultat vom, d.h. das Produkt der ersterZahlen. Eine bekannte geometrische Interpreta-
tion fur die obigen Funktionen lasst sich am Einheitskesigen; vgl. AbbildungAll.

Wir fassen einige wichtige Eigenschaften der Funktioedlf&Zusammen, die fur unsere
Betrachtungen in Kapit€l 5 wichtig sind:

e Die sin- undcos-Funktionen sin@r-periodisch, d.h., es gilt fur alle:
sin(x) = sin(z + 27), cos(z) = cos(x + 2m).

Dies bedeutet, dass sich die Werte dieser Funktionen ndemjéntervall der Langer ~
6.2832 wiederholen; vgl. die Graphen in AbbildubgA.2. Hier benmarkvir: In der Aus-
wertung der Funktionenos undsin verwenden wir hier die Winkelmessung im Bogen-
massrad, in dem der Vollwinkel 860° [deg] im Gradmass) gleicBr [rad] ist.

e Aus den obigen Bemerkungen folgt, dass die Funktionen
sin(27z), cos(2mx)
eine Periode der Lange 1 haben, denn

sin(2mz) = sin(27z + 27) = sin(27(z + 1)),
cos(2mx) = cos(2mx + 2m) = cos(2m(x + 1));

vgl. AbbildungA3.
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A sin- UND cos-FUNKTIONEN

cos(x)

Winke! 1

Abbildung A.1: Sinus- und Kosinuswerte am Einheitskreis.

— sin(x)
€0S(x)

Abbildung A.2: Graphen der Sinus- und Kosinusfunktioneie. &ertikalen Linien zeigen die-Werte2r und4r.
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— sin(2 tx)
cos(2 1x)

Abbildung A.3: Graphen vogin(27z) undcos(2mx).

e Ahnlich folgt, dass die Funktionen

. 2rx 2mx
sin [ — cos | —
L )’ L

fur eine beliebige ZahL Periodenlangé. haben. Daraus folgt, dass die Graphen der obi-
gen Funktionen in einem Intervall der Langegenau einmal “hin- und herschwingen”;
vgl. Abbildung[A3.

o Weiter gilt fur jede Zahk, dass die Graphen von

) 2kmx < 2kmx
sin co
L ’ L

auf einer Lange vorl, genauk-mal hin- und herschwingen; vgl. Abbilduig"A.5. Die
Zahl*/1. heisstFrequenzund besagt, wie oft die entsprechendan und cos-Funktionen
auf einer Lange von 1 hin- und herschwingen.

e Die Werte der obigegin- undcos-Funktionen bewegen sich zwischen und1. Multipli-
zieren wir diese Funktionen mit einer Zatl] dann bewegen sich die Graphen von

2
Asin (2]{Zm) , Acos( ]{Zm)

im Bereich zwischer-A und A; vgl. Abbildungl/A.®. Die ZahlA wird Amplitudegenannt.
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A sin- UND cos-FUNKTIONEN

— sin(2 tx/5)
cos(2 tx/5)

_2 - -
-3
0 5 10 15
x
Abbildung A.4: Graphen vogin(27#/5) undcos(27/5) (d.h.L = 5).
— sin(6 tx/5)
cos(6 tx/5)
3
2 - —

Abbildung A.5: Graphen vogin(67z/5) undcos(67=/5) (d.h.L = 5 undk = 3).
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— 2.5*sin(6 tx/5)
2.5*cos(6 tx / 5)

Abbildung A.6: Graphen vo# sin(67¢/5) und 2 cos(67/5) (d.h.L = 5, k = 3und A = 3).
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Ableitungsregeln

In den Tabellef’Bl1 unB.2 fuhren wir die Ableitungen e@rigelementarfunktionen auf und
geben die wichtigsten Ableitungsregeln an. Hier sind 0, » # 0 undc Konstanten. Weiter ist
1 1 1

B.1 —1 = 2.718281 . ..
(8.1) c=ltT o1 2371 234" {878

die Eulerzahl, die auch als Basis des naturlichen Logartthdient. Die zugehorige Exponen-
tialfunktion e wird oft auch (zum Beispiel auf vielen Taschenrechnern addé?rogrammier-
sprachen) miexp(t) bezeichnet. Die Exponentialfunktion hat die wichtige Highaft, dass sie
identisch mit ihrer eigenen Ableitung ist.

| FunktionN(¢) | AbleitungN'(t) |

Konstante Funktion c 0
t 1
t? 2t
Potenzfunktionen t3 3t?
t" (r#0) rtr—t
Exponentialfunktionen et et
und Logarithmusfunktionen at (a>0) In(a)a’
1
e =2.718281 ... (Eulerzahl) In(t) n
/ / 1
log, (t) = Logarithmus vort zur Basisa log,,(t) (a > 0) n(a)l
nia
In(t) = log, (¢) = natlirlicher Logarithmus
vont (Basise), In(e) = 1
sin(t) cos(t)
) ] ) cos(t) — sin(t)
Trigonometrische Funktionen
sin(t) 9
tan(t) = tan(? 1
an(t) cos(t) an()” +

Tabelle B.1: Ableitung einiger wichtiger Funktionen.
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B ABLEITUNGSREGELN
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| Funktion ] Ableitung
Additions-/Subtraktionsregel M(t)+ N(t) M'(t)+ N'(¢)
M(t) — N(t) M'(t) — N'(t)

Multiplikation mit einer Konstanter cN(t) eN'(t)
Produktregel M()-N(t) | M'(t)-N()+ M(t) - N'(¢)

. M(t) M'(t)- N(t)— M(t)- N'(¢)
Quotientenregel N N2
Kettenregel M(N(t)) M'(N(t)) - N'(t)

Tabelle B.2: Ableitungsregein.




Kurzeinfihrung
INn MATLAB und OCTAVE

Im folgenden geben wir eingehr kurzeEinfuhrung in die ProgrammierspracheAMABE und
ocTavEd. Die beiden Programme sind in vielen Teilen in ihrer Benotgsehr ahnlich oder sogar
identisch. MATLAB ist kommerziell erhaltlich und bietet dem Benutzer eiresige Palette von
Maoglichkeiten fir wissenschaftliche Berechnungen. Bagebot inOCTAVE ist beschrankter,
dafur ist das Programm frei erhaltlich.

Grundoperationen

OCTAVE bietet die klassischen Grundoperationen

+ Addition

- Subtraktion

*  Multiplikation
/- Division

Potenzieren

octave:1> 3+2

ans = 5

octave:2> 5-2

ans = 3

octave:3> 6%x4

ans = 24

IMATLAB is a trademark of The MathWork¥
2© John W. Eaton and others, siehetp://www.gnu.org/software/octave/index.html
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C KURZEINFUHRUNG IN MATLAB UND OCTAVE

octave:4> 18/3

octave:5> 475

ans = 1024

octave:6> 4*(5-3)"3-4
ans = 28
Durch Anfiigen von, am Ende einer Eingabezeile, wird die Ausgabe unterdrickt:

octave:6> 4x*4;

keine Ausgabe

Variablen

Objekte (d.h., Zahlen, Vektoren, etc.) konneroiaTAVE in Form von Variablen abgespeichert
werden (die beispielsweise als Buchstaben geschriebetewkrdie dann in nachfolgenden Be-
fehlszeilen wieder aufgerufen werden konnen.

octave:1> a = 5;
octave:2> b = 2;
octave:3> a + b

octave:4> ¢ = a/b

c = 2.5000

Vektoren und Matrizen

Eine wichtige Eigenschaft voOCTAVE ist seine Fahigkeit, mit Vektoren und Matrizen rech-
nen zu konnen. Vektoren und Matrizen werden mit .] geschrieben. Hierbei wird zwischen
“Zeilen-" und “Spaltenvektoren” unterschieden. Durch @asfiigen von; konnen Zeilen ge-
trennt werden.
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octave:1> v =[1 -3 4]

octave:2> w = [ 1; 5; -3 ]

octave:3> A= [ 3455; 32-31]

Auf einen einzelnen Eintrag einer Matrix kann mit Hilfe detgprechenden Zeilen- und Spal-
tennummer zugegriffen werden. Um beispielsweise den &jritr Zeile 2 und Spalte 3 der Ma-
trix A auszugeben, schreiben wir:

octave:4> A(2,3)
ans = -3

Die erste Zahlin( , ) istimmer die Zeilennummer, die zweite Zahl stets die Spaltienmer.
Ganze Zeilen und Spalten konnen mit dem Doppelpurdgdbgefragt werden. Beispiel erhalten
wir wie folgt die dritte Spalte und die erste Zeile der Matkix

octave:5> A(:,3)

ans =

octave:6> A(1,:)
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C KURZEINFUHRUNG IN MATLAB UND OCTAVE

ans =

3 4 5 b

Auch bei Matrizen und Vektoren lassen sich die Grundopamat + und- (Summe resp. Dif-
ferenz der jeweiligen Eintrage von zwei Matrizen) anwend#/ichtig ist allerdings, dass die
entsprechenden Vektoren oder Matrizen das gleiche Forafeh

octave:7> B =[42-21; 032 4]

octave:8> A+B

ans

octave:9> A-B

3 -1 -5 -3

octave:10> z = [ 3 -2 1]

octave:11> v+z

ans =
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octave:12> w+z

error: operator +: nonconformant arguments (opl is 3x1, op2 is 1x3)

Im letzten Beispiel addieren wir einen Spalten- und eindtedeektor. Da dies zwei verschie-
dene Formate sind (namliéhx 1 und1 x 3) und diese Rechnung deshalb nicht definiert ist, liefert
OCTAVE eine Fehlermeldung.

Die Multiplikation mit einer Zahl erfolgt mit der Operation Das gleiche Symbol wird fur
die Matrix-Vektor- oder Matrix-Matrix-Multiplikation gleraucht (unter der Voraussetzung, dass
die entsprechenden Matrizen oder Vektoren das richtigem&binaben).

octave:10> C=[ 31 -2; 001; 325; 7 -1-21]

C =
3 1 -2
0 o0 1
3 2 b
7T -1 -2

ans =
6 2 -4
0 0 2
6 4 10
14 -2 -4

octave:12> (-1)x*C

ans =
-3 -1 2
-0 -0 -1
-3 -2 -5
=7 1 2
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C KURZEINFUHRUNG IN MATLAB UND OCTAVE

octave:13> Cx*w

octave: 14> AxC
ans =

59 8 13
7T -4 -21

octave:15> Cx*A

error: operator *: nonconformant arguments (opl is 4x3, op2 is 2x4)

Im letzten Beispiel entsteht ein Fehler, weil die Formatelsgden Matrizen bei der Multipli-
kationCxA nicht kompatibel sind.

Eintragsweise Operationen erfolgen mit den normalen Befetnit einem vorgeschobenen
Punkt. Beispielsweise:

octave:1> v = [ 4 -6 ]
v =

4 -6
octave:2> w=[2 1]

octave:3> v.*w

ans =
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octave:4> v./w

Eigenwerte von Matrizen werden mit dem Befehf berechnet:

octave:1> A = [ 1 -1; 2 5]

octave:2> [V,D] = eig(A)
V:

-0.86286  0.28108
0.50545 -0.95968

1.58579  0.00000
0.00000 4.41421

Wir bemerken, dassig zwei Ausgabematrizer undD liefert. Die Diagonaleintrage von
sind die Eigenwerte voa und die Spalten vokli sind zugehorige Eigenvektoren.
Grafische Darstellung

Einfache Graphen kdnnen npitot erzeugt werden. Betrachten wir beispielsweise die Exponen
tialfunktion

F(t)y=e""

Zunachst zeichnen wir sie an den diskreten Zeitpunkten0, 1,2, ...10. Diese Punkte lassen
sich inoCTAVE einfach erzeugen:

octave:1> t=0:1:10
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C KURZEINFUHRUNG IN MATLAB UND OCTAVE

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Der Graph wird dann gezeichnet mit dem Befehl
octave:2> plot(t,exp(-0.5%t),’*’)
Die Koordinatenachsen beschriften wir mit den Befehlen

octave:3> xlabel(’t’)
octave:4> ylabel("f(t)’)

Das Ergebnis sieht wie folgt aus:

1

0.8 -

06

04

02

Alternativ lassen sich die Datenpunkte auch verbinden:
octave:5> plot(t,exp(-0.5%t),’*-’)

Dies ergibt:

08

0.6 -

0.4 -

0.2 -

0 L L L T

0 2 4 6 8 10

Wir konnen auch kleinere horizontale Abstande wahleB, mit Abstand).1 anstattl:
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octave:6> t=0:0.1:10;
octave:7> plot(t,exp(-0.5%t),’*-")

Hier ist die Zahl zwischen den beiden Doppelpunkten der &stzwischen zwei aufeinan-
derfolgenderi-Werten. Wir erhalten:

1

0.8 -

0.6 -

04 -

02

for-Schleifen

Um einen Befehl wiederholt auszufuhren, kbnnen wir urisgpelsweise einefor-Schleife be-
dienen. Als Beispiel berechnen wir die Summaller Zahlenk von 1 bis 10. Dies funktioniert
wie folgt:

octave:1> s = 0;

octave:2> for k=1:10
> s = s + k;
> end;

octave:3> s

s = bb

Funktionen

Neue Funktionen kdnnen inCTAVE mit der function-Umgebung definiert werden. Als Bei-
spiel schreiben wir eine Funktion, die die Summer aller £aion1 bis N berechnet:

function s = summe(N)

s = 0;
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C KURZEINFUHRUNG IN MATLAB UND OCTAVE

for k=1:N
s = s + k;
end;

return;

Hier istN der Eingabe- und der Ausgabewert. Eine Funktion wird nfitnction begonnen
und kann mitreturn abgeschlossen werden. Der Funktionstext muss in einenaigBatei
“summe .m” abgespeichert werden (Format: “Funktionsnamig In OCTAVE wird die Funktion
summe folgendermassen aufgerufen:

octave:1> summe(10)
ans =
55

OCTAVE-Hilfe

Eine Erklarung fur einerocTAvE-Befehl kann mit dehelp-Funktion erhalten werden. Zum
Beispiel lieferthelp sqrt Informationen zur Quadratwurzelfunktieqrt:

octave:1> help sqrt

—-- Mapping Function: sqrt (X)
Compute the square root of X. If X is negative, a complex result
is returned. To compute the matrix square root, see *note Linear
Algebra::.

sqrt is a built-in mapper function

Additional help for built-in functions and operators is
available in the on-line version of the manual. Use the command
‘doc <topic>’ to search the manual index.

Help and information about Octave is also available on the WWW

at http://www.octave.org and via the help@octave.org
mailing list.
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