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3 EINLEITUNG

Zusammenfassung

Im ersten Teil der Arbeit untersuchen wir eines der dltesten Optimierungsprobleme der Mathe-

matik, die isoperimetrische Ungleichung, von einem differentialgeometrischen Standpunkt aus. Ein
Grossteil der Arbeit besteht darin zu zeigen, dass das isoperimetrische Probelm iiberhaupt eine Lo-
sung besitzt. In Abschnitt 1.2 wird das Problem vom Standpunkt der ebenen Polygone aus betrachtet.
Daraus folgt bereits die isoperimetrische Ungleichung, jedoch ohne Charakterisierung der Gleichheits-
félle. Um den Beweis zu vollenden, werden in Abschnitt 1.3 Maximierungskurven in Normalenrichtung
variiert.
Der zweite Teil befasst sich mit Minimalflachen. Diese werden in Kapitel 3 sauber eingefiihrt. Ein Ziel
in den Kapiteln 4 und 5 ist es, in zwei Klassen von Fléchen, den sogenannten Rotations- und Tunnel-
flachen, alle zu bestimmen, die zugleich Minimalflichen sind. Wahrend bei den Rotationsflichen eine
genaue Charakterisierung gelingt, bleibt bei den Tunnelflichen noch Raum fiir weitere Untersuchun-
gen. Weiter liefert Satz 4.4 eine nicht offensichtliche Antwort auf die Frage, wieviele Rotationsflichen,
die zugleich Minimalflichen sind, mit gegebenem Rand existieren.

Einleitung

Die erste Hélfte meiner Maturaarbeit befasst sich mit der isoperimetrischen Ungleichung. Obwohl die
meisten Leute in ihrem Leben den Namen dieses Satzes, und schon gar nicht seine genaue Formulierung,
jemals gehort haben, kennt ihn ein Grossteil von ihnen ganz intuitiv. Die isoperimetrische Ungleichung
besagt folgendes: Unter allen ebenen Figuren mit gleichem Umfang besitzt der Kreis die grosste Fliche
und keine andere Figur hat die gleiche Flache wie der Kreis. «Diese Tatsache ist doch offensichtlichy konnte
man meinen und sich fragen, warum sich jemand im Rahmen einer Maturaarbeit damit beschéftigen soll-
te. Es liegt jedoch in der Natur der Mathematiker, eine scheinbar «offensichtliches Tatsache nicht einfach
so als wahr zu akzeptieren. Sie wollen es ganz genau wissen. Sie wollen einen Beweis. Und im Fall der
isoperimetrischen Ungleichung liess dieser Beweis sehr lange auf sich warten. Obwohl bereits die alten
Griechen den Satz kannten, war es erst kurz vor der Hélfte des 19. Jahrhunderts, als ein Schweizer Ma-
thematiker namens Jakob Steiner zeigen konnte, dass aus der Existenz einer Losung die Eindeutigkeit
des Kreises als Losung folgt. Die Existenz der Losung ist jedoch ein iiberhaupt nicht trivialer Punkt, wie
wir in dieser Arbeit ebenfalls sehen werden. Der erste vollstéindige Beweis kam von Karl Weierstrass.

In dieser Arbeit benutzen wir Werkzeuge der Differentialgeometrie, einem Teilgebiet der Mathematik,
um die isoperimetrische Ungleichung zu beweisen. Die klassische Differentialgeometrie beschéftigt sich
mit der Untersuchung von Kurven und Flichen unter Zuhilfenahme der Differentialrechnung. Dies bringt
jedoch mit sich, dass wir nur «schone»Figuren betrachten kénnen. Allerdings haben diese Figuren die
Eigenschaft, dass man sie beliebig gut durch Polygone approximieren kann. Diese Tatsache wird uns dabei
helfen, die Existenz einer Losung zu zeigen. Der einzige Punkt, an welchem wir wirklich Werkzeuge der
Differentialgeometrie bendtigen, ist beim Beweis der Eindeutigkeitsaussage.

In Kapitel 1 beschéftigen wir uns lediglich mit der isoperimetrischen Ungleichung in der Ebene. Wir
konnen uns aber denken, dass eine analoge Aussage auch in hoheren Dimensionen gilt, d.h. dass das
Verhiltnis von n-dimensionalem Volumen zur n — 1-dimensionalen Oberfliche eines n-dimensionalen Ob-
jektes nach oben durch dieses Verhéltnis der n-dimensionalen Kugel beschrinkt ist. In Kapitel 2 suchen
wir die Dimension, in welcher diese obere Schranke am grossten ist. Dabei werden wir sehen, dass sich
die Vorstellung «in hoheren Dimension ist mehr Platzyin dieser Situation nicht anwenden l&sst.

In der zweiten Hélfte der Arbeit beschéftigen wir uns mit sogenannten «Minimalflicheny. Das sind Fli-
chen mit der folgenden Eigenschaft: Jede andere Fléche, die den gleichen Rand besitzt und die ohne zu
viel Bewegung des Inneren aus der Minimalfliche hervorgeht, hat eine gréssere Fliche als die Minimal-
flache. Diese intuitive Erklarung werden wir in Kapitel 3 noch préazisieren. Auch wenn sich die meisten
Leute noch nie Gedanken iiber Minimalflichen gemacht haben, war schon fast jeder mal mit ihnen in
Kontakt. Taucht man n&mlich geschlossene Drahte in Seifenwasser und zieht diese wieder heraus, spannt
sich zwischen den Dréhten eine sogenannte Seifenhaut. Diese Seifenhaut besitzt die Drihte als Rand und
nimmt aus physikalischen Griinden eine Form an, die ihre Oberfliche minimiert. In vielen Féllen kann es
helfen, sich Minimalflichen als Seifenhdute vorzustellen.

In Kapitel 3 geben wir eine Art Herleitung fiir die Definition einer Minimalfliche an. Danach fithren wir
in Kapitel 4 den Begriff der Rotationsfliche ein. Dies ist eine Flache, welche man erhilt, wenn man eine
Kurve in der xz-Ebene um die z-Achse rotieren ldsst. Ausserdem bestimmen wir alle Rotationsflichen,
welche zugleich Minimalflichen sind. Weiterhin beantworten wir in einer nicht offensichtlichen Weise die
Frage, wieviele Rotationsflichen bei gegebenem Rand existieren, die ebenfalls Minimalflichen sind. Im



FINLEITUNG 4

letzten Kapitel filhren wir Tunnelflichen ein. Diese sind eine Verallgemeinerung der Rotationsfléchen.
Auch hier wird es unser Ziel sein, alle Tunnelflichen zu bestimmen, die ebenfalls Minimalflichen sind.
Dies wird uns jedoch nur ansatzweise gelingen, sodass weitere Untersuchungen in diese Richtung moglich
sind.

Ab Abschnitt 1.3 werden viele Begriffe und Resultate verwendet, mit denen der durchschnittliche Gym-
nasialschiiler nicht vertraut ist. Da sich die Arbeit aber auch an interessierte Gymnasiasten, d.h. v.a.
an interessierte PAM-Primaner, richtet, ist im Anhang eine kleine Einfithrung in die mehrdimensionale
Differentialrechung und in die Differentialgeometrie von Kurven und Fldchen gegeben. Alle wichtigen
Definitionen und Sétze, die in der Arbeit verwendet werden, sind dort vorzufinden. Ich mochte jedoch
anmerken, dass die getroffene Auswahl sehr minimalistisch ist. Das soll heissen: Wer mit dem Anhang
vetraut ist, sollte der Arbeit folgen konnen. Der Anhang bietet aber keine Gelegenheit, ein tieferes Ver-
stidndnis der eingefiithrten Begriffe zu entwickeln.

Ich mdochte mir nun Zeit nehmen und mich bei folgenden Personen bedanken, die am Gelingen dieser
Arbeit beteiligt waren:

Bei meinem Betreuer Heiner Rohner fiir seine stets kompetente Beratung.

Bei Sebastian Baader, der stets ein offenes Ohr fiir und eine ehrliche Antwort auf meine Ideen hatte.
Bei meinem Freund Linus Résler fiir seine sehr hilfreichen Denkanstdsse.

Und zuletzt bei meiner Mutter, die mich immer unterstiitzte, wo und wann sie konnte.



Teil 1
Die isoperimetrische Ungleichung

1 Die isoperimetrische Ungleichung in der Ebene

1.1 Problemstellung

Wir wollen in diesem Kapitel das folgende Resultat beweisen.

Satz 1.1. (Isoperimetrische Ungleichung fiir differenzierbare Kurven)
Sei v : I — R? eine requlire, einfach geschlossene Kurve. L(v) bezeichne die Linge und A(y) den
eingeschlossenen Fldicheninhalt von . Dann gilt

A(v)
L(v)?

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn die Spur der Kurve ein Kreis ist.

< (1.1)

1
A’

Bevor wir mit der Untersuchung des Problems beginnen, miissen einige Begriffe besprochen werden.
Wie es in der Differentialgeometrie von Kurven und Fléchen iiblich ist, ist mit dem Wort differenzierbar
stets unendlich oft differenzierbar, d.h. C*°, gemeint. Ist weiterhin f : [a,b] — R™ (a < b) eine auf einem
kompakten Intervall definierte Funktion, so nennen wir f differenzierbar, wenn die Einschrénkung von f
auf (a, b) differenzierbar ist und wenn die Grenzwerte limg\ q W und limg w existieren. In
diesem Fall definieren wir f’ in den Endpunkten als diese Grenzwerte. Mit dieser Vorbemerkung kommen
wir direkt zur ersten Definition.

Definition 1.2. Eine differenzierbare Kurve «y : [a,b] — R?, wobei a < b, heisst einfach geschlossen,
wenn v auf (a,b) injektiv ist und
7" (a) =~ (b)

fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen n gilt.

Ich méchte nun den Begriff der Linge einer Kurve kurz repetieren. Fiir eine Kurve v : [a, b] — R? und
eine Partition P = {tg,...,tx} von [a,b] wird I(; P) definiert als I(v; P) := Zf:ol lv(tir1) — v(t:)]]- Gilt
weiterhin sup{{(~y; P)|P ist eine Partition von[a,b]} < oo, so nennt man ~ rektifizierbar und definiert
die Lange von v als L(v) := sup{ {(~; P) | P ist eine Partition von[a, b]}. Es ist wohlbekannt, dass aus der

stetigen Differenzierbarkeit von v die Rektifizierbarkeit folgt. In diesem Fall gilt ausserdem:

L) = [ ol

Jetzt einige Worte zum eingeschlossenen Flicheninhalt: Nach dem Jordanschen Kurvensatz' existiert ein
Gebiet G-, mit G~ = Spur(v). Wenn wir vom von ~ eingeschlossenen Flécheninhalt sprechen, meinen wir
damit lediglich den orientierten Flicheninhalt von G, wobei die Orientierung durch die Umlaufsrichtung
von 7 gegeben ist. Damit der orientierte Flacheninhalt von G, positiv ist, nehmen wir von nun an an,
dass jede einfach geschlossene Kurve «y ihre Spur im Gegenuhrzeigersinn durchliuft?. Das folgende Lemma
gibt eine Formel, um den von + eingeschlossenen Flacheninhalt einfach zu berechnen.

Lemma 1.3. Sei v : [a,b] — R? eine differenzierbare, einfach geschlossene Kurve und A(y) der von vy
eingeschlossene Flacheninhalt. Dann gilt

1

b
A =5 [ det o @) at (12

wobei v(t) und v'(t) als Spaltenvektoren aufzufassen sind.

LAuf diesen wollen wir hier jedoch nicht weiter eingehen.

2Falls v ihre Spur im Uhrzeigersinn durchliuft ist A(y) negativ (wir beschéftigen uns allerdings nicht damit, warum
dies der Fall ist, da dies nicht dem Ziel der Arbeit entspricht), die isoperimetrische Ungleichung fiir differenzierbare Kurven
dementsprechend trivial. Wir sehen die Annahme also nicht als Einschrinkung an.
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Beweis. Betrachte die beiden Differentialformen w = xdy und ¢ = —ydzx. Eine simple Rechnung liefert
dw = do = dx A dy. Schreibt man v als y(t) = (x(¢),y(t)) so folgt nach dem Satz von Stokes (siche
[Forster, 2012]) einerseits

b b
/ dxdy:/ dw:/ w:/ wv(t)('y’(t))dt:/ x(t)y'(t) dt
G, G, 9G, a a
und andererseits

/Gw dody = /GW do = /BGW o= /: oy (V' (1)) dt = /ab(—y(t))x’(t) dt.

Aufsummieren und die Tatsache, dass der Flacheninhalt von G, durch wa dx dy gegeben ist, beenden
den Beweis. O

Damit haben wir alle nétigen Begriffe ausfiihrlich dargelegt und kénnen nun mit dem Beweis von
Satz 1.1 beginnen. Da wir nur differenzierbare Kurven untersuchen und man diese beliebig gut durch
Polygone approximieren kann, liegt es nahe, die Isoperimetrische Ungleichung vorerst vom Standpunkt
der Polygone zu betrachten.

1.2 Untersuchung ebener Polygone

Im Folgenden sei n immer eine natiirliche Zahl grosser gleich 3 und &, die Menge aller n-Ecke in der
Ebene. Fiir ein Polygon E bezeichne A(FE) den Flicheninhalt und L(E) den Umfang des Polygons.

A(E)

Lemma 1.4. Die Menge {L(E

’E € &y} besitzt ein Supremum.

Beweis. Sei E ein n-Eck mit den Eckpunkten py, ..., p,. Nach der Dreiecksungleichung gilt

n—1
I = pall < llpn = prll + Y llpis1 = pill = L(E)
i=1

fiir jedes k € {1,...,n}. Alsoist E C B,,(L(E)) = {p € R?|||p — p1|| < L(E)}, woraus

A(E) < A(B,, (L(E))) = L(E)?

folgt. Folglich ist 7w eine obere Schranke der Menge {ﬁ(g))z |E € &}, d.h. {ﬁ(g))z |E € &,} besitzt ein

Supremum. ]

Lemma 1.5. Die Menge {%|E € En} besitzt ein Mazimum.

Beweis. Die Menge E) ’E € &,} besitzt nach Lemma 1.4 ein Supremum. Sei S,, dieses Supremum.

{L(E

Es existiert eine Folge (Eg)ren in &,, sodass die Folge <ﬁ(1§:))2) gegen S, konvergiert. Fiir jedes Ey,
keN

seien p,il),. Y p,(cn) € R? seine Eckpunkte. Weil L((]f ))2 bei Streckung und Translation unveréndert bleibt,

konnen wir ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit annehmen, dass pl(:) = 0 und L(Ex) = 1 fiir alle
natiirlichen k erfiillt ist. Wegen

1 1+1 m 1
1= L(E) = [p{" pk’|\+z||p<“ D> ™ = pI) = 1™

gilt p,(cm) € By(1) fiir alle natiirlichen k und alle m € {1,...,n}. Da By(1) kompakt ist, besitzt die Folge

(p,(f))k N eine konvergente Teilfolge ( é))l N mit Grenzwert in Bg(1). Mit dem gleichen Argument
€ €

folgt, dass (pfw))l N eine konvergente Teilfolge (pf?) . mit Grenzwert in By(1l) besitzt. Die Folge
€
(p,(i)) N ist als Teilfolge der konvergenten Folge (p,(ﬂ))l N selbst konvergent und besitzt sogar den
i€ (S

gleichen Grenzwert. So fihrt man fort bis zu einer Folge (p,(gv))N . mit Grenzwert in By(1). Nach
€
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Konstruktion gilt fiir alle m € {1,...,n}, dass die Folge (p,(CTZ))N N konvergiet mit Grenzwert in By(1).
€

Die Folge (Eky ) v konvergiert also gegen ein E € &,. Als Teilfolge der konvergenten Folge ( ﬁ(]ik))?)k .
€

konvergiert ( ((5;“”)) )N . ebenfalls gegen S,,. Aus der Stetigkeit von A : &, — R, E — A(E) folgt
€

A(EkN) o _ : _
Sn= g A AlBey) = 4 (Jim_ B ) = AE).

A(E)
L(E)?

Damit ist es uns schon fast moglich, eine dhnliche Aussage iiber einfach geschlossene Kurven zu

machen. Davor ist jedoch eine genauere Kenntnis der Polygone, welche ﬁ())g maximieren, notig.

= S, d.h. das Supremum wird angenommen und ist damit sogar ein Maximum. O

Lemma 1.6. Sei Ey ein n-Eck mit L(A 0) = max{ ﬁ(}f ’E € En}. Dann ist Ey ein regelmdssiges n-Eck.
Beweis. Sei Eg ein n-Eck mit L((L{E )) = ax{ L(E ’E € &,} und seien py, ..., p, die Eckpunkte von Ej.

Um Spezialfélle bei der Notation im Folgenden zu vermeiden, betrachten wir die Indices modulo n, d.h.
ist m eine natiirliche Zahl, so definieren wir p,,, := p,., wobei r € {0, ...,n— 1} und eine ganze Zahl ¢ durch
m = gn + r eindeutig bestimmt sind. Die erste Beobachtung ist, dass Fy konvex ist. Nehme, um dies ein-
zusehen, an, dass Ey nicht konvex ist. Dann existiert ein k € {1,...,n}, sodass das Dreieck Apg_1prppr+1
nicht vollstindig in Ej enthalten ist. Sei Py der Punkt, welcher durch Spiegelung von py an der Geraden
durch pg—1 und pg41 entsteht und sei Ey das n-Eck mit den Eckpunkten py, ...px—1, Dks Pk+1, ---, Pn- Dann
gilt L(Eo) = L(E()) und A(Eo) A( ) + A(Apk 1pkpk+1) + A(Apkflﬁkpqu) > A(Eo) Dies ist jedoch

ein Widerspruch zu L((A “))2 = max {L !E €&t

Behauptung 1. Alle Seiten von Ey sind gleich lang.

Beweis von Behauptung 1. Nehme an, dies sei nicht der Fall, d.h. es existiert ein k& € {1,...,n} mit

lpx — pre—1ll # llpk+1 — prl|- Seil pr so gewdhlt, dass pp auf der gleichen Seite der Geraden durch py_;
und py41 wie py liegt und sodass || — pe—1] = |[Prt+1 — Brll = 5 (Ipx — Pr—1ll + lPe1 — pl)) gilt. Sei
Ey das n-Eck mit den Eckpunkten p1,...,pk_1, Pk, Pkit1, ---, Pn. Dann gilt einerseits L(Eo) = L(Ep) und
wegen Herons Formel andererseits

A(Apr_1Peprs1) = V8(s — [[pkr1 — pe—11) (s — Ik — el (s — [Pk — pe—1])

2
Pk — Pk—1|| + [|Pk+1 — Pk
=¢s<s—|pk+1—pk_1n>(s— ” el

> V/s(s = llprs1 = pr—1]) (s = lpks1 — pll) (s — [lpk — pr—1 )
= A(Apkqpkpkﬂ),

wot{ei s = %L(Apk_lpkpk_i'_l) = %L(Apk_lﬁkpk+1). Folglich ist A(EO) > A(Ep) und damit auch
A(Eo) A(Ey)
L(Eo)? L(Eo)?

, was allerdings ein Widerspruch ist. O

Fiir n = 3 ist das Lemma damit bewiesen. Wir kénnen fiir die néchste Behauptung also n > 4 anneh-
mermn.

Behauptung 2. Alle Innenwinkel von Ey sind gleich gross.

Beweis von Behauptung 2. Nehme an, dies sei falsch. Dann existiert ein k € {1,...,n} mit

LPk—1DkPr+1 # LPkPk+1Pk+2. Dann ist das Viereck mit den Ecken py_1,pk, Pk+1,Pk+2 kein Sehnen-
viereck. Denn falls dem so wire, wiirde nach dem Peripheriewinkelsatz Zpy_1pppr+2 = £Pk—1Pk+1Pk+2
und Zpgpr—1pk+1 = £LprPraopr+1 folgen. Da aber, nach Behauptung 1, die Dreiecke Apy_1prpr+1 und
Apipr1Pr+2 gleichschenklig sind, gilt Zprpr—1pk11 = £pr—1Prr1Pe und Zpry1pePrr2 = LPkPk2Pk+1,
woraus Zpk—1PkPrk+1 = ZPrPr+1Pk+2 folgt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Das Viereck mit
den Ecken py_1, Pk, Pr+1,Pr+2 ist also kein Sehnenviereck. Sei im Folgenden s = ||p; — p;—1|| die Lénge
aller Seiten von Ey und d = ||pg+2 — pr—1l|- Da pr—1, Pk, Pk+1, Pe+o nicht kolinear sind, gilt nach der
Dreiecksungleichung d < 3s. Betrachte nun die Funktion

f:[0,7r] — R,a— d+ 2scosa.
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Pk Pr+1

Pk-1 Pk+2

Abbildung 1: Zur Annahme, dass das Viereck mit den Eckpunkten py_1, pg, pk+1, Pr+2 €in Sehnenviereck
ist

Wegen der Stetigkeit von f und f(0) = d+2s > s, f(7m) = d—2s < s existiert nach dem Zwischenwertsatz

fl@)

Abbildung 2: Die Funktion f(a) =d+ 2scosa

ein ag € (0,7) mit f(ap) = s. Seien Py, und pi41 die Punkte mit £pgiopr—10x = £Pk—1Pk+2Pk+1 = T—0p
und ||pr — pr—1l| = lIPk+2 — Pr+1l| = s Dann gilt ||pr+1 — Prl] = f(aw) = s (siehe dazu Abbildung 3).
Aus Symmetriegriinden gilt Zpipr—1Pr+1 = LPpPr+2Dk+1- Also ist das Viereck O py_1Pkpr+1Pk+2 €in

Pr flag) =s Dr+1

L) Qg

Pk-1 d Pr+2

Abbildung 3: Konstruktion des Vierecks [ py_1DgPk+1Pk+2 mittels der Funktion f(a) =d+ 2scosa
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konvexes Sehnenviereck und nach der Formel von Bretschneider gilt deshalb

I 3
A(Opr—1PkDr+1Pr42) = <2 — 8)

L / Y s
7 - d> _ $3d cos? ( Ph+2Pk—1Dk -2F pk+2pk+1pk>

d ) — s3d cos? (g)

3
- \/(g B s> (5 “d) - $3d cos <4Pk+2pk1pk ;— 4Pk+2pk+1pk>

= A( Dpk—1pkpk+1pk+2),

wobei L = 3s + d = L(Opg—19kPk+1Pk+2) = L(Opr—1PkPr+1Pk+2)- Wenn ﬁo das n-Eck bestehend aus
den Punkten pi,....pk—1, Pk, Dk+1, Pk+2, -, Pr 186, gilt folglich ebenfalls A(Eg) > A(FEp). Dies ist jedoch

ein Widerspruch zu ﬁg"; = max{%|E €&} O
Diese zwei Behauptungen vollenden den Beweis. O

Wir wollen nun maxgeg

n

% explizit berechnen. Bezeichne dazu P, ein regelméssiges n-Eck mit
Eckpunkten auf dem Einheitskreis. Mit grundlegender Trigonometrie folgt A(P,) = 2 sin(2%) und

2 n
L(P,) = ny/2 — 2cos(2%). Lemma 1.6 liefert deswegen
A(E) sin(27) \/1_C032(27ﬂ) 1 1+ cos(2X)
g =

~ 4n(1 —cos(2))  4n(1 — cos(2%))  4n '\l 1 —cos(3F)’

n

max

eeg, L(E)

Wir wollen zeigen, dass dies eine monoton steigende Folge ist. Betrachte dazu die Funktion
1+ cos(x)
(0,7m) > Rz — .
9:(0,m) - x\/l—cos(:c)

—sin(z)(1—cos(z))—(1+cos(z)) sin(z)
1 + cos(x) (1—cos(2))?

1o
g(x) = 1 — cos(x) T 9. [Licos(@)
1—cos(z)

1 —cos(z) {1+ cos(x) sin(x)
<1 — cos(z) x(l - cos(a:))2>

= ! 1 = cos(x) cos(x —cos(x)) — xsin(x
= TP E (1 + cos(2))(1 — cos(a)) — wsin(x))
B sin(z) 1 — cos(z) sinfe) —

= (1 —COS(SU))Q \/E( ( ) )

<0,

Fiir alle z € (0,7) gilt

wobei wir im letzten Schritt sin(z) < « fiir alle z > 0 verwendet haben. Wegen maxpeg, % = S%Fg (27”)

ist (max EEE, #5))2) - eine streng monoton steigende Folge. Fiir jede natiirliche Zahl N > 3 gilt deshalb
A(E) A(R,) A(Sh) 1

. AE)
A 28 - —
B LB S nSn BEE (B~ nos L(By)?  L(SV?  in

Mit v : [0,27] — R% ¢ + (cos(t),sin(t)) haben wir also ein Beispiel fiir eine differenzierbare einfach

geschlossene Kurve mit ﬁ%é > MaXgeg,y % fiir alle N > 3.
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1.3 Beweis der isoperimetrischen Ungleichung

Mit den Resultaten des vorherigen Abschnittes sind wir dem Beweis von Satz 1.1 schon sehr viel néher.

Proposition 1.7. Fir jede differenzierbare, einfach geschlossene Kurve ~y gilt

A7) 1
L()? = an

wobei L(v) die Linge von vy und A(vy) der von v eingeschlossene Flicheninhalt ist.

Beweis Setze Q+ = 1 Nehme an, es gibt eine einfach geschlossene Kurve 7 : [a,b] — R? mit

L(W)Q > Q4. = Q4 + dp mit einem dy > 0. Setzte gg := m1n{2, L(V) 60} Aus der
Differenzierbarkeit von v folgt d1e Ex1stenz einer Partition P = {t¢,...,tn} von [a, b] rnlt

[A(7) = A(Py) = |A(GH) = A(Py)] < e0A(7),
wobei P, das N-Eck mit den Eckpunkten v(to), ..., y(tn—1) ist. Aus
L(P,) = l(v; P) < sup{l(v; P)|P ist eine Partition von [a,b]} = L(7)

folgt

Aly)  AR) _ Al A0, A(y) A(y) L(v)? . _
T LR, = L) L)z ) = I S T apy 0 %
was ein Widerspruch ist. O

Um Satz 1.1 zu beweisen, miissen wir nur noch zeigen, dass Gleichheit genau dann eintritt, wenn die
Spur von « einem Kreis entspricht. Da man reguldre Kurven nach Bogenlidnge parametrisieren kann und
A(y) und L(v) unabhingig von orientierungserhaltenden Umparametrisierungen sind, kénnen wir ohne
Beeintrachtigung der Allgemeinheit annehmen, dass v nach Bogenldnge parametrisiert ist.

Sei nun « : [0, L(y)] — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit or = ﬁ. Definiere eine

Familie von Kurven (v.).>o durch
Ve + [0, L(7)] — Rt — (1) + £ (1), (1),

wobei f : [0, L(7)] — R eine differenzierbare Funktion ist, die (™) (0) = £ (L(~)) fiir alle nichtnegativen
ganzen Zahlen n erfiillt, und v, den Normalenvektor von vy bezeichnet. Fiir kleine € ist v, auch wieder
eine einfach geschlossene Kurve.

Einfache Rechnungen zeigen, dass

85%(?5) = [ty (1)
c(t) = (1 =ef(W)ry () (1) +f (L) (1)
85%()=—f() V()Y (&) + f/ (B)vy (2)
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fiir alle t € [0, L(7)] und € > 0 gilt. Daraus folgen

L(v) .
asL(ve)L:O:as/o ()| dt L:O

L) .
= [ oo _ a
0 e=0

L)
- [ oG a
0 g

:/L(’Y) as<7;(t)77::(t)>|5=0 dt

o 2V/0L0L M),

_ /L(IY) 2<857;(t)|52037;(t)|5:0> dt
0 2|y @)l

L(v)
- / (= F (0 (D (6) + (O (8), 7/ (1))

L(v)
— / Pty () dt

und

L)
0.4(72)|,_ = 0 (; / detmm,v;(t))dt) .
1

L(v) .
-1 /O 0. det(72 (), 1L ()] _,

L(v)
/ det (97 (t)|e=0, Vo(t) le=0) + det(ve(t)]e=0, DeVE(t)]e=0) dt
0

L(v)
/O det(f(t)vy (1), (t)) + det(v(t), (f(t)v(t))") dt

NI = NI~ N~ N

L(v)
/O det(f(t)vs(t),7' (1)) — det((f(t)v(t)),~(t)) dt

L(v)
/0 2det(f()rs(t),7' (1)) — (det(f(t)r(t), (1)) dt

t=L(v)

t=0

L(7)
== [ 0 den(s0.0,0) = G der( 7o) A1)

L(v)
= —/ f(t)dt.
0

A Alve)
Wegen L((J))Q =L > L((WZ))Q gilt:

0=o-(715)

Da L(v) # 0, folgt mit den vorher durchgefithrten Berechnungen:

_ L('Y)QaEA(’YE”f;‘:O = 2A(7) L(1)9: L(7e) le=0
e=0 L(y)*

L(~) L(v)
L(~) / F()dt = 2A() / F (), (1) dt (1.3)

Einsetzen von f(t) =1 in (1.3) liefert:

L(v)
L(7)? = 24(7) / (1) dt = 4m A(7)

Auch wenn wir schon gesehen haben, dass ﬁ(ao‘)é < ﬁ fiir jede regulédre einfach geschlossene Kurve «

gilt, bemerken wir an dieser Stelle, dass die Existenz einer Kurve, welche ﬁ()z maximiert, ebenfalls diese
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Ungleichung liefert.
Aus dem Einsetzen von f(t) = x4(t) in (1.3) folgt

L(v) L(v)
2n10) = 10) [ w(de=240) [ woyar

und daraus wiederum

L(v) ) B M_ 472
/o w0 =Ty T Iy

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale gilt weiterhin:
42
L(v)

L(v) L(v)
= (/0 L(y) dt) (/0 K (t) dt)
L(7) 2
> ( / L()s (1) dt)
L(v)
— Ly ( | dt)

= L(v)* (27)?
=4 L(v)®

Ar*L(y)? = L(7)®

2

Da die linke und die rechte Seite gleich sind, muss bei der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ebenfalls Gleich-
heit gelten. Also sind die die Funktionen x, und ¢ : [0,L(y)] — R, t — L(v) linear abhéngig in
C([0, L(v)],R), d.h. k4 ist ebenfalls konstant.

Bekanntlich ist die Spur einer Kurve mit konstanter Kriimmung Teilmenge einer Geraden, falls x, = 0,
oder eines Kreises, falls s, # 0. Da die Kurve « allerdings einfach geschlossen ist, muss ihre Spur ein
Kreis sein. Damit ist die isoperimetrische Ungleichung fiir differenzierbare Kurven vollstindig bewiesen.

1.4 Die isoperimetrische Ungleichung fiir Gebiete mit glattem Rand

Wir wollen die isoperimetrische Ungleichung ebenfalls fiir beschrinkte Gebiete mit glattem Rand formu-
lieren. Deshalb die folgende Definition.

Definition 1.8. Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet mit Rand OG. Der Rand OG heisst glatt, falls eine
natirliche Zahl N und reguldre, einfach geschlossene Kurven v, ..., yN mit

0G = Spur(v1) U ...U Spur(yn)
und Spur(~y;) N Spur(y;) = 0, wenn i # j, existieren.

Satz 1.9. (Isoperimetrische Ungleichung fiir Gebiete mit glattem Rand)
Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand 0G. A(G) bezeichne die Fliche von G und L(0G)
die Linge des Randes OG. Dann gilt

L(0G)?
A <
(G) - A4r
und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn G U OG eine Kreisscheibe ist.

(1.4)

Beweis. Seien 71, ...,y regulire, einfach geschlossene Kurven mit 0G = Spur(v1) U ... U Spur(vyy) und
Spur(vy;) N Spur(y;) = 0 wenn ¢ # j. Jede Kurve 7; beschriankt ein Gebiet G; mit Fldcheninhalt

A(G;) = A(y;). Es kann sein, dass 41,4z € {1,..., N} mit i1 # iz aber G;, C G;, existieren. Deshalb gilt
A(G) < vazl A(G;). Mit Satz 1.1 folgt ausserdem

N N L? 1 (v © L)y
A(G) < ZA(%‘) < Z 42; < I (Z L(%‘)) =

wobei bei der dritten Ungleichung wegen L(+y;) > 0 Gleichheit genau dann eintritt, wenn N = 1. Bei der
zweiten Ungleichung tritt nach Satz 1.1 genau dann Gleichheit ein, wenn Spur(+;) ein Kreis ist. Damit
ist der Satz bewiesen. O
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g2

Y

Abbildung 4: Ein Gebiet G mit A(G) = A(y1) — A(y2) + A(7ys)

2 Volumenfreundliche euklidische Raume

2.1 Fragestellung
Im Abschnitt 1.4 haben wir gesehen, dass fiir jedes beschrinkte Gebiet G C R? mit glattem Rand gilt:

AG) _ AB?)
L(0G)2 = L(S1)?

Die Fliche A(G) von G ist natiirlich nichts anderes als das zweidimensionale Volumen von G und die
Lénge des Randes L(OG) entspricht dessen eindimensionalem Volumen. Wir kénnen uns denken, dass in
hoheren Dimensionen folgendes Analogon gilt:

Sei M eine beschrankte Teilmenge des R™, sodass OM eine Hyperfliche ist. Dann gilt

(vol, (M)" < (vol,(B")" ™"
(VOln_l(aM))n - (VOln_l(S”_l))"’

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn M durch Streckung und Translation aus B™ hervorgeht. Dabei
ist B" := {p € R"|||p|| < 1} der n-Ball und die (n — 1)-Sphire S~ := {p € R"|||p|| = 1} dessen Rand.

B" )nfl

Es stellt sich nun die Frage, ob (voln Fr=Ty" unbegrenzt wichst, ein Supremum aber kein Maximum

(volp—1(
besitzt oder fiir welche natiirlichen n das Maximum angenommen wird. Auch wenn wir noch nicht wissen,
dass ein Maximum existiert, fithren wir die folgende Sprechweise ein. Das soeben aufgefiihrte Analogon

sollte diese Sprechweise erkléren.

Definition 2.1. Ein euklidischer Raum RY heisst volumenfreundlicher euklidischer Raum, falls

(voly(B¥) ™" (vol,(BM)" "

(VO]N_l(SNfl))N neN (VOln—l(Snil))n.

Unser Ziel ist es, alle volumenfreundlichen euklidischen Riume zu bestimmen. Um dieses Ziel zu
erreichen, berechnen wir zuerst vol,, 1 (S"1).

2.2 Berechnung der Oberfliche der (n — 1)-Sphére
Betrachte die Abbildungen

01 R — R% uy — (cosuq,sinuy)

On R X R — R™ X R, (, Uy ) — (sin 01 (1), cos uy,)
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mit der natiirlichen Identifikation R™*! = R™ xR fiir m = n—1,n und (u1, ..., u,) = (u, u,). Es ist leicht
einzusehen, dass ¢, _1([0,27] x [0, 7]"2) = S"~1 gilt, ¢,,_1 auf (0,27) x (0, 7)" 2 allerdings injektiv ist.
Deshalb (siehe [Forster, 2012]) gilt

vol,_1(S™"7 1) = / det(gijn—1(u))d" u, (2.1)

[0,27] x [0,7r]*—2

wobei (gijn—1(u)) = ((Oign—1(u),djon—1(u)))i<ij<n—1 die erste Fundamentalform von ¢,_1 in u ist.
Um dies explizit zu berechnen, wollen wir eine Rekursionsformel fiir det(g;;,»(u)) herleiten. Wegen

Onon (U, up) = (cos tuppn—1(u), —sinuy,)

Ok n (U, uy) = (sinu, Orn—1(u),0)
fir k € {1,...,n — 1}, folgt fir alle ¢,5 € {1,....,n — 1}

Gijon (U, Un) = sin® Ungij 1 (w)
gnj,n(u7 un) = gjn,n(u7 Un) =0
gnn,n(u; Un) - 1;

wobei wir (v, v,41), (W, Wyp1))pett = (U, W)Rn + Vpr1Wey fiir alle (v, vp41), (W, Wy yq) € R

(O50n—1(u), on—1(w)) = 20;{@n—1(u), on—1(w)) und {p,_1(u), n—1(u)) =1 verwendet haben. Also ist

sin® upgiin-1 ... S UnGign-nym-1 0

(gij,n) _ i : .. L, : : ,
SV Ung(n—1)1,n—1 -+ SHL UnG(n—-1)(n—1),n—1 0
0 .. 0 1

woraus wir mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz
det(gij.n(u, un)) = sin® "~V w, det(gijn—1(u)) (2.2)

schliessen. Einsetzen in (2.1) liefert

vol, (S™) = det(gijn(u)) d"u
[0,27] % [0,7]?—1

/ sin™ !,y /det(gijn—1(u)) d™u

[0,27] x [0, ] —1

= / det(gij,n—1(w)) d" 1y </ sin” ! undun>
[0,27] x [0, ] —2 0

= Voln,l(S"_l)/ sin” ! u du.
0

Um dies weiter zu vereinfachen, ist eine genauere Kenntnis der Integrale fow sin™ u du notig. Fiir m > 2
folgt mit partieller Integration

s T
/ sin™udu = / sinusin™ t udu
0 0

s
= [—sin™ P ucosu]] — / (m —1)(— cosu) sin™ 2 u cos u du
0

=(m— 1)/ sin™ 2 u(1 — sin? u) du
0

=(m— 1)/ sin™ 2 udu — (m — 1)/ sin™ u du,
0 0

weshalb

e T
. m—1 o
/ sin” udu = —— sin™ 2 udu
0 m 0
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gilt. Wegen [ sinudu =2 und [ sin® udu = m ldsst sich daraus speziell

{fow sin?* u du = SR Hf;ll(% +1)

T s 2k+1 _ okt
Ji s = ok

fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen k schliessen. Damit haben wir alles, um vol,_1(S™"1) in einer
geschlossenen Form anzugeben.

(2.3)

Lemma 2.2. Fiir jede positive ganze Zahl k gilt

volgk._1(52k71) =

S (2.4)

und

2k+1ﬂ.k
Lo @i+1)
Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis. Fiir £ = 1 stimmen die Formeln mit den wohlbekannten
Werten fiir den Umfang des Einheitskreises und die Oberfliche der Einheitssphiire S? iiberein. Nehme

nun an, dass die zu beweisenden Formeln fiir alle natiirlichen Zahlen kleiner gleich k stimmen. Dann gilt
wegen vol,, (S™) = vol,—1(S"~!) [; sin" " udu und (2.3) ebenfalls

volay (S%F) = (2.5)

” ok+1k r ot ork+l
volagi1 (SZF) = volgy (§2F / sin?* udu = : 21+1) = ——
fr 9 rk+1 ok+1E| ok+2 k+1
v012k+2(52k+2) = v012k+1(S2k“)/ sin2f+ 1y dy = =8 ' - == il .
0 k! Hi:1(2i +1) Hi:1<2i +1)
Dies beendet den Beweis. O

2.3 Bestimmung der volumenfreundlichen euklidischen Riume

Die nichste Proposition beantwortet die zu Beginn gestellte Frage iiber volumenfreundliche euklidische
Riume. Wie wir im Beweis sehen werden, geniigt die Kenntnis iiber vol,_;(S"~!) vollstindig, um dies
zu tun.

Proposition 2.3. R? ist der einzige volumenfreundliche euklidische Raum.

n n—1
Beweis. Wir verwenden in diesem Beweis die Notation o,, := %. Die folgende Behauptung

erlaubt es, o, in einer deutlich einfacheren Form zu schreiben.

Behauptung. Fiir alle natirlichen n gilt vol,(B™) = + vol,_1(S"71).

Beweis der Behauptung. Auf S"~! kann man v(z) = z als globales Einheitsnormalenvektorfeld wihlen.
Nach dem Gaussschen Integralsatz (siehe [Forster, 2012]) gilt fiir jede differenzierbare Abbildung
F:R" -+ R"

div F(z) d"z = / (F(2), v(z)) dS(z).

Bn Sn—1
Die Behauptung folgt aus der Wahl von F als F(x) = x und der Tatsache, dass ||z|| = 1 fiir alle z € S~}
gilt. O

Deshalb ist

~ (vol,(B)"' ( wol,(BY) \"! 1 B 1
7 = Mol 1 (S"1)" ~ \vol,_ (S71) voln_1

(Sn=1)  pn=lyol,_q(Sn—1)
Mit Lemma 2.2 folgt weiterhin

_ (k=) k! B
02k = 27‘rk(2k)2k_1 27Tk+1(2k i 2)2k+1 = 02k+2
[ (2 +1) e, (20 +1)

O2k+1 = ok+H1h(2k + 1)2k ~ 2k+27k+1(2) 4 3)2k+2 = 02k+3
fiir alle natiirlichen k. Wegen oo = ﬁ > % = o3 gilt also o9 > o, fiir jedes natiirliche n grosser gleich
3. O
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Teil 11
Minimalflachen

3 Definition

Bevor wir uns der Definition einer Minimalfliche widmen und erste Eigenschaften dieser kennenlernen,
wollen wir einen Blick auf die zugrundeliegende Problemstellung werfen. Danach geben wir eine Motivati-
on, um die Definition zu rechtfertigen. Bei der Motivation gehen wir von dem geomtrischen Problem aus
und probieren dieses mit algebraischen Grossen zu fassen. Dabei werden wir sehen, dass die Kriimmung
eine zentrale Rolle spielt. Nun aber zu der Problemstellung.

Problem: Gegeben sei(en) eine (oder mehrere) geschlossene glatte Raumkurve(n). Betrachte alle glatten
Fldchen, welche diese geschlossene(n) Raumkurve(n) als Rand besitzen. Finde unter diesen Flichen die-
jenige mit dem kleinsten Fldcheninhalt.

Die Idee, mit welcher wir die anschliessende Definition motivieren wollen, ist die folgende. Wir betrachten
eine glatte Fliche S C R?® und veriindern das Innere dieser Fliche, lassen den Rand aber unverindert.
Dadurch erhalten wir eine Familie (S¢).>0 von Flichen mit gleichem Rand. Falls nun S den kleinsten
Flacheninhalt aller dieser Flichen besitzt, gilt 0.A(S:)|._, = 0.

Sei S eine orientierte, nicht abgeschlossene, beschriinkte glatte Fliche und f : S — R? eine differen-
zierbare Funktion mit lim,_, 55 f(p) = 0. Wir wollen nun S entlang des Normalvektors bzgl. der Funktion
f variieren. Betrachte dazu die Familie von Abbildungen (t.):>0 gegeben durch

Ve : S — R p— p+ef(p)vip),

wobei v : S — S? die Gaussabbildung bezeichnet. Fiir kleine ¢ ist S. := 9.(S) auch wieder eine glatte
Fliche mit S, = 9S. Ist p€ Sund ¢ : U C R? — R3 u = (u1,u2) — ¢(u) eine lokale Parametrisierung
von p, dann ist ¢, := 9. o ¢ eine lokale Parametrisierung von 1. (p). Sei g i;(w) := (0;pe(u), 0j0-(u)) die
erste Fundamentalform einer solchen lokalen Parametrisierung ¢, und g.(u) := det ((ge,i;(u))i;). Dann
gilt fiir jedes u € U

9e(u) = [Ine(w)]],
wobel ne(u) := 01 (u) A dape (u). Aus

9=0ipe(u)] g = f(p(w)(dV) () (ip(w)) + (df) () (Bip(u))v(p(u))

schliessen wir mit v Aw = —w A v

86”6(“”,3:0 = 0= (1pe(u) A Dagpe (u ))|
= 0:019(u)|._o N O2¢(u) + 5150( ) A O0c02¢0(u)|._g
= f(p(u)) (1)) (Dr19(u)) A 2p(u) + drp(u) A (dV) oy (D2ip(w)))
+ ((Af) o) (D20 () Drp(u) = (A ) oy (Drp(w)) Dap(w)) A v(p(u)).

Daraus folgt wiederum

(Oene(u)l.—g,n(w)) = f(o(u)
(

—~

(dV) p(u) (O1p(w)) A O2ip(u), n(u))
(O1p(u) A (dv) p(w) (D2ip(w)), n(u))
((l11019(u) + 112020(u)) A Oap(u), n(u))
(

f
=f
+f Op(u) A (l21019(u) + l2202¢p(u)) , n(u))
= [(p(w))(li1 + l22)(O1p(u) A Oap(u), n(u))
= f(e(u) (11 + lo2) In(u) |12
= fp(u))

Spur(dv) (w9 (u)
)H (p(u))g(w),
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wobei (;11 5 ) die Matrix des Differentials der Gaussabbildung bzgl. der Basis {01¢(u), dap(u)} ist.
21 a2

Deshalb gilt fiir ein kleines Flichenstiick ¢ (U)

0. A(po(U)) oo = D ( | Vawaa)
= [ o VG| _ au

e=0

Wy g
v 2y/g(u)

- [ Il

U 2\/g

:/ 2(0=ne(u )|5:0> n(u)) du
U 24/g(u)

/2f( NV g(u)du
= QL(U)f(p)H(p) dA.

Dies iibertrigt sich vom lokalen auf den globalen Fall und wir erhalten:

asA(S€)|5:O = 2/Sf(p)l;l

Es gilt 0.A(S:)|._, = 0, falls die Fliche von S kleiner ist als die Fliche aller S.. Dabei hatten wir neben
lim, ,9s f(p) =0 kelne weiteren Anforderungen an die Funktion. Wir kénnen f also als f(p) = f(p)H (p)
withlen, wobei f : S — R so gewihlt ist®, dass f differenzierbar ist, f(p) > 0 fiir alle p € S gilt und f
die Bedingung lim,_,5s f(p) = 0 erfiillt. Mlt dieser Wahl fiir f erhalten wir

O:8€AE|E:0:2/f(p) dA_z/f 244 > 0.
S

Gleichheit kann aber nur eintreten, wenn die mittlere Kriimmung konstant verschwindet. Dies sollte
reichen, um die Definition einer Minimalfliche mit Leben zu fiillen.

Definition 3.1. Eine glatte, orientierte Fliche S C R? heisst Minimalfliche, falls die mittlere Kriimmung
dberall verschwindet, d.h. falls

H(p) =0
fiir alle p € S gilt.

Obwohl die mittlere Kriimmung einer Flache im Allgemeinen von der Orientierung abhingt, ist die De-
finition unabhingig von der gewdhlten Orientierung. Dies liegt daran, dass ein Wechsel der Orientierung
lediglich das Vorzeichen der mittleren Kriimmung &ndert. Da wir aber verlangen, dass diese verschwindet,
ist die gewahlte Orientierung irrelevant.

Die Definition stellt keine Bedingungen an die Gausskriimmung der Fliche. Trotzdem haben alle Mini-
malflichen eine gemeinsame Eigenschaft in dieser Hinsicht.

Korollar 3.2. Eine Minimalfiiche besitzt keine elliptischen Punkte.

Beweis. Sei p € S und k1, k3 die Hauptkrimmungen in p. Es gilt

K1+ K 2 K1 — K 2
H2(P)_K(P):( 12 2) —/‘61%2:( 12 2) >0,

wobei K (p) die Gausskriimmung in p ist. Die Behauptung folgt aus dieser Ungleichung und der Definition
einer Minimalflache. O

30b und wie man eine solche Funktion konstruieren kann ist hier nicht wichtig, da es sich lediglich um eine Motivierung
und nicht einen Beweis handelt.
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Auch wenn in der Problemstellung der Rand der Fliche von grosser Bedeutung war, haben wir in
der Definition einer Minimalfliche gar nicht verlangt, dass eine Minimalfliche einen Rand besitzt. Ei-
gentlich ist es noch schlimmer, da wir nicht einmal nach der Beschrinktheit fragen. Dies ist jedoch kein
Problem, denn ist eine unbeschrinkte Minimalfliche gegeben, ist jede offene, beschréinkte Teilmenge eine
beschrankte Minimalfliche. Sobald wir aber Beschrianktheit anfordern, ist es irrelevant, ebenfalls nach
der Existenz eines Rands zu fragen, wie das nichste Korollar zeigt.

Korollar 3.3. Jede beschrinkte Minimalfiiche besitzt einen Rand.

Beweis. Angenommen es gibt eine beschrénkte Minimalfliche ohne Rand, d.h. sie ist abgeschlossenen. Es
ist bekannt, dass jede orientierte, abgeschlossene, beschrinkte, glatte Fliche mindestens einen elliptischen
Punkt besitzt. Dies ist jedoch ein Widerspruch zum vorangegangenen Korollar. Die Annahme ist folglich
zu verwerfen und die Aussage damit bewiesen. O

4 Rotationsminimalflachen

In diesem Kapitel untersuchen wir Rotationsminimalflichen. Dies sind glatte Flachen, die Rotations- und
Minimalfliche zugleich sind. Nachdem wir alle Rotationsminimalflichen charakterisiert haben, beschafti-
gen wir uns mit der Frage, wieviele dieser Fliachen bei vorgegebenem Rand existieren.

4.1 Rotationsflichen

Zu Beginn miissen wir definieren, was wir unter einer Rotationsfliche verstehen.

Definition 4.1. FEine glatte Fliche S C R? heisst Rotationsfliche, falls ein offenes Intervall I und eine
differenzierbare Kurve

v I — R t— (r(t), h(t)),
mit r(t) > 0 fiir alle t € I, existieren, sodass (I x R) =S gilt, wobei ¢ als
0 : I xR — R (t,9) — (r(t) cosd,r(t)sind, h(t))
definiert ist. v heisst die erzeugende Kurve der Rotationsflache.

Wir konnten eine Rotationsfliche allgemeiner definieren als eine glatte Fléche, die durch eine euklidi-
sche Bewegung aus einer Rotationsfliche im Sinn von Definition 4.1 hervorgeht. Um zu viel Notation zu
vermeiden halten wir uns an die einfachere Form der Definition.

Bevor wir nun alle Rotationsminimalflichen bestimmen kénnen, mochten wir untersuchen, wie die Kriim-
mung der erzeugenden Kurve die Gausskriimmung der Rotationsfliche beeinflusst. Dies wird es uns er-
lauben, v in einer simpleren Form zu schreiben, was spétere Berechnungen vereinfachen wird.

4.2 Einfluss der Kriimmung der erzeugenden Kurve auf die Gausskriimmung
der Rotationsfliche

Die Einschriankung ¢|rx.s, wobei J ein offenes Intervall mit einer Lange kleiner 27 ist, ist eine lokale
Parametrisierung von S. Dies wollen wir jedoch nicht immer erwéhnen und schreiben deshalb lediglich
. Weiterhin konnen wir annehmen, dass v nach Bogenldnge parametrisiert ist.

Um Aussagen iiber die Gausskriimmung von S machen zu koénnen, bendtigen wir Informationen iiber die
erste und zweite Fundamentalform. Dafiir berechnen wir die partiellen Ableitungen ersten und zweiten
Grades von ¢. Diese sind

Op(t,9) = (r'(t) cos 9,7’ (t) sind, W' (t))
Oyp(t, ) = (—r(t)sind, r(t) cos 9, 0)
DZp(t,9) = (" (t) cos ¥, " (t) sin ¥, b (t))
D3,0(t,9) = (—r'(t)sind, ' (t) cos 9, 0)
D350(t,9) = (—r"(t) cos ¥, —r" (t) sin ), 0).
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Also hat die erste Fundamentalform bzgl. ¢ die Form

(g_ ) — (<8t(p(t7 19)’ at@(ta 19)> <8t(p(t7 19)7 aﬂ(p(tv 19)>>
“ <819§0(t719)78t§0(t’79)> <a1950(t719)7819§0(t719)>

- (3 r<3>2) |

Nachrechnen zeigt, dass wir die Gaussabbildung als
v(p(t,9)) = (=h'(t) cos?, —h'(t) sin 9, ' (t))
wahlen konnen. Damit erhalten wir
= (0 G0N a0 211000
(W (t,0), 05, f(t,0))  (v(t,0), 05, f(t,9))

<r’(t)h”(t) — 7" (L)W (t) 0 )
0 ()R (t)

)

- (Hg) r(t)?z’(t))

fiir die zweite Fundamentalform bzgl. der lokalen Parametrisierung ¢. Die Matrix des Differentials der
Gaussabbildung im Punkt p = ¢(tg, o) bzgl. der Basis {0:¢(to, Vo), Ogp(to, Vo)} ist

(dv)p = —(9"7) (i)

Also gilt
K(p(t,0)) = — 7=
und da r(t) > 0 fiir alle ¢ € I, folgt weiterhin

sgn (K (¢(t, 1)) = sgu(k(t)) sgu(h'(t)).

Dies werden wir nun nutzen, um zu zeigen, dass falls S eine Rotationsinimalfliche ist, wir v (bis auf
Umparametrisierung) als v(¢) = (r(¢),t) schreiben kénnen.

Nehme dazu an, dass dies nicht geht, d.h. es existieren ungleiche a,b € I, die jedoch h(a) = h(b) erfiillen.
Da h differenzierbar ist, existiert nach dem Satz von Rolle ein tg € (a,b) mit h'(to) = 0. Entweder ist
to eine isolierte Nullstelle oder ¢y ist in einem Intervall (¢, d) enthalten auf dem A’ iiberall verschwindet.
Nehme nun an, dass der zweite Fall eintritt. Nehme weiterhin an, dass das Intervall (¢, d) maximal gew&hlt
ist. S bleibt auch nach dem «Ausschneiden»von (¢, d) \ {to} eine Minimalfliche. Es reicht also lediglich

Abbildung 5: Ausschneiden von (¢, d) \ {to}

den ersten Fall zu behandeln. Es gibt nun vier Moglichkeiten wie + in der N&he von ~(¢p) aussieht.
Betrachte dazu Abbildung 6. In jedem der Fille existiert ein ¢; mit «(t;) > 0 und A'(¢;) > 0. Daraus
folgt sgn (K (p(t:,1))) = sgu(k(t;)) sgn(h'(¢;)) = 1. Also besitzt S elliptische Punkte. Dies ist jedoch ein
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¥'(t1) () 7'(t2)

v, ()

v'(ts) (1)
Vy (t;) w 7'(ts)

Abbildung 6: Vier Fille fiir die Form von « in der N&he von g

Widerspruch zu Korollar 3.2. Bei den Bildern haben wir angenommen, dass man v in einer Umgebung
von tg als Graph iiber der x- Achse darstellen kann. Dies beweisen wir nun noch.
Betrachte die Funktion

7 :R? — R, (z,y) —

und die Komposition o : I — Rt — w1 (y(t)) = r(t).

I— > R?

o(I')

Da o’ stetig und o’(tg) = r'(t9) = £+/1 — I/ (tg)? = £1 # 0 ist, existieren nach dem Umkehrsatz eine
Deltaumgebung I’ = (to — d,to + 0) von to und eine differenzierbare lokale Umkehrfunktion

p: o'y — I' von o. v o p ist als Komposition differenzierbarer Funktionen selbst differenzierbar,
weshalb eine differenzierbare Funktion f : o(I’) — R existiert, sodass

Y(p(®) = (¢ £(#))

fiir alle { € o(I') erfiillt ist. Dies ist genau was wir zeigen wollen. Wir haben also folgendes Resultat
bewiesen.

Lemma 4.2. Sei R C R3 eine Rotationsminimalfliche und v die erzeugende Kurve. Dann ist das Bild
von v der Graph einer Funktion iber der zweiten Koordinate.

4.3 Bestimmung aller Rotationsminimalflichen

Nach Lemma 4.2 kénnen wir ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit annehmen, dass die erzeugende
Kurve einer Rotationsminimalfliche von der Form

vl — R t— (r(1),1)
ist. Als lokale Parametrisierung wéhlen wir

@ : I xJ—R3 (t,9) — (r(t) cosd,r(t)sind, t).
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Um die erste und zweite Fundamentalform bzgl. dieser Parametrisierung zu bestimmen, bedienen wir
uns den schon allgemeineren hergeleiteten Formeln und setzen lediglich h(¢) = ¢, beachten jedoch, dass ~y
dadurch nicht mehr nach Bogenlinge parametrisiert ist. Es gilt

(g‘ ) — <<8t<p(t7 19)7 81590(757 19)> <6t<p(t7 19)7 aﬂ‘p(tv 19)>>
“ <61990(t719)76t90(ta19)> <61990(t719)7619§0(t719)>

) (iﬁ(t)é+ 1 T(ﬁ)g)

und
(hi) = (<V(t719)76t2tf(ta19)> (v(t,9), 05 f(t, 19)>>
Y <V(t719)78129tf(t379)> <V(taﬁ)va§19f(tv’l9)>
_ 1 (-f(t) 0 )
Jiorrt\ 0 )

Folglich ist die Matrix des Differentials der Gaussabbildung im Punkt p = ¢(to,9o) bzgl. der Basis
{9ep(to, Vo), Ovep(to, Vo) }

(dv)p = —(97)(hij)

#(to)
= 71 f(to)g"'_l _01 .
7(to)? +1 0 (o)

Also ist die mittlere Kriimmung durch

o (1) 1
H(p(t,9)) = ()2 + 1 (f(t)Q +1 7"(t)>

gegeben. S ist also genau dann eine Rotationsminimalfliche wenn r : I — R die Differentialgleichung
F(t)r(t) =i (t)* + 1 (4.1)
erfiillt. Beidseitiges Ableiten liefert
#(t)7(t) 4+ r(t)r® (t) = 27 ()7 (t).
Da r(t) und 7(¢)? + 1 streng positiv sind, gilt dies wegen (4.1) auch fiir #(¢). Es folgt

r@® @) ()

%log(i‘(t)) = " %log(r(t))

Also existiert ein C' € R, sodass
log(#(t)) = log(r(t)) + C

fiir alle t € I erfiillt ist. Da die Exponentialfunktion bijektiv ist, ist dies dquivalent zu
#(t) = e“r(t),
was nichts anderes als die Differentialgleichung

a(t) = Aa(t) (4.2)

mit a(t) = T(t) und A = 0 1 ist. Da wir r : I — R nur bis auf Translation bestimmen miissen,
7(t) e 0

koénnen wir ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit 0 € I annehmen. Die allgemeine Losung von (4.2)
ist deshalb:
a(t) = ea(0) (4.3)

Induktiv sieht man leicht, dass
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und .
0 em
2n+1 __
A (e(nJrl)C 0 )

fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen n gilt. Also ist

tA __ § k
(& = EA
k=0
(o] 21 o0 2'+1
t t<J )
'L NI NS
l;( 1) ]Z:O (25 +1)!

o P (el 0 S A 0 ec
Z;(m(o elc)+_0<2j+1)! <e“’+”c 0)

0o (VeCt)? VeCp)2itl
:( leo( ) Ve— Cz] 0( )

@n! 27 +1)!

/O oo (VeCi)Zt! (VeCt)?
eczj'—o 27101 %o 0!

B < cosh(VeCt) Ve ¢ sinh(@t))
B @Slnh @t) cosh(veCt) ’

woraus man mit (4.3)
r(t) = r(0) cosh(VeCt) + 7+(0)Ve—C sinh(VeCt)
erhilt. Wir fithren nun neue Parameter «, 3,y durch
=7(0)
= 7#(0)Ve=C
Vel

ein. Diese Parameter haben nichts mit den vorher definierten Kurven zu tun. Dadurch wird r zu

v

r(t) = accosh(vyt) 4+ 5 sinh(vt). (4.4)

Durch das Ableiten von (4.1) kénnen nun Losungen enthalten sein, welche gar keine sind. Um diese zu
eliminieren, wollen wir Bedingungen an «, 8 und  finden, die erfiillt sein miissen, damit r eine Losung
von (4.1) ist. Berechne dazu

7(t) = aysinh(yt) + By cosh(vt)

und
#(t) = ay? cosh(qt) + B~% sinh(yt).

Einsetzen in (4.1) liefert

| |
<

F(t)r(t) - (t)?
7? ((ccosh(yt) + Bsinh(vt))? — (asinh(vt) + B cosh(yt))?)
7 (o (cosh2 (yt) — sinh? (v1)) + B (sinh2(7t) - coshz(vt)))
=% (- 5%).
Also ist o > |B]. Da weiterhin cosh(x) > |sinh(x)| fiir alle reellen Zahlen z gilt, ist »(¢) > 0 fiir alle reellen
t erfiillt.

Die Bedingung 1 = ~?2 (a2 — 62) scheint sehr unhandlich zu sein. Trotzdem reicht sie aus, um (4.4) zu
vereinfachen.

Proposition 4.3. Eine Rotationsfliche ist genau dann eine Minimalfliche, wenn die erzeugende Kurve
(bis auf Translation und Umparametrisierung) der Graph einer Funktion

t
r: I — Rsyg,t — acosh (>
@

tiber der zweiten Koordinate ist. Dabei ist I ein offenes Intervall und o eine positive reelle Zahl.
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Beweis. Das einzige, was wir zeigen miissen, ist, dass eine Funktion r(t) = «cosh(yt) + Bsinh(~vt),
wobei o,y > 0 und 1 = 72 (a® — 3?), durch Translation aus einer Funktion der Form f(t) = acosh(%)
hervorgeht. Als erstes mochten wir das Bild von r untersuchen. Wegen lim;_, 1, 7(t) = +00 besitzt r ein
globales Minimum, welches an der Nullstelle von 7/ angenommen wird (diese ist wegen r”(t) = v2r(t) > 0
eindeutig). Sei t,,;, diese Nullstelle. Aus
0 = 7’/ (tmzn)
= v (asinh(Ytmin) + B cosh(vtmin))
= v (B (cosh(vtmin) + sinh(ytmin)) + (o — 8) sinh(VEmin))

Vtmin _ p—Vlmin
=1 <ﬂe”t"“'" R )

folgt

e ’thzn — e’th,Ln «
—’thzn — e~ 2’th1n = ]. = + /B
tmin

Also ist
min 7(t) = r(tmin)
= accosh (Ytmin) + Bsinh (Vemin)
B o _

tmm

— Oé e"/tmzn + e 'thzn) + = G'thzn _

) Wwﬁ Vﬁ/j) Wwﬂ WM)

« —24
2 _B2+2 a2 — 32

Definiere einen neuen Parameter durch ¢ := /a2 — $2. Dadurch wird r zu
r(t) = /62 + 3% cosh (£)+ B sinh ( ) und mingeg r(¢) = 6. Indem wir nur noch ¢ als Parameter betrachten
und S als Variable, erhalten wir eine Funktion

R:R® — [5,00), (8,1) — v/8 + B2 cosh (2) + Bsinh (fs) |

Sei 3o € (6,00) beliebig. Dann existiert ein (Bo,t9) € R? mit R(Bo,t0) = yo und 9;R(Bo,t0) # O.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren ¢,& > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion

g: (60_‘5’ BO+€) X (yo_ga y0+§) — R mit R(B? g(ﬁa y)) =Y fiir alle (57 y) S (50_87 50+8) X (90—57 y0+é)
Nach der Kettenregel gilt fiir alle (8,y) € (80 — &, 80 +¢€) X (Yo — &, Yo + €)

dy  OR(B,9(B,y))

_ 9y _ OR(B,9(By)) _ OR 99
0= 5 = PRSP _ IR (5, (5.4) + St 0,905 0) 35 6.0
und deshalb
oR 5 cosh (g(ﬁyy)) + sinh (9([5 y))
@(ﬂ y):_@(@g(b’,y)):_ N/ 5 5 8
28" 52 (8,9(5,9)) @smh( 2300 1 £ cosh (252)) Vo2t

Seien y1,y2 € (yo — &,y0 + €) beliebig. Betrachte die Funktion

h:(BO_EMBO—’—E) _>R7ﬂ’_>g(/87yl)_g(ﬁ7y2)

Fir alle 8 € (80 —¢,60 + ¢€) gilt A'(B) = g—g(ﬂ,yl) - g—g(ﬂ,yg) = 0, d.h. fiir zwei beliebige Elemente
in (yo — €,y0 + €) gilt, dass die Differenz der zweiten Koordinaten ihrer (lokalen) Urbilder nicht von 8
abhingt. Da yg beliebig war, ist dies global der Fall. Dies impliziert jedoch, dass fiir jedes 8 der Graph
der Funktion ¢ — R(f,t) durch Translation aus dem Graph der Funktion ¢ — R(0,t) = dcosh (%)
hervorgeht. O
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4.4 Die Anzahl Rotationsminimalflichen bei vorgegebenem Rand

Um die Formulierung im néchsten Satz einfach zu halten, filhren wir eine neue Notation ein. Fiir zwei
reelle Zahlen h,r, wobei r positiv ist, bezeichne

K (r) = {(2,y.h) € R?|2® +y* =17}

den Kreis mit Radius r und Mittelpunkt (0,0, h), welcher in einer Ebene parallel zur zy-Ebene liegt. Ist
zum Beispiel r : I — R+ eine reellwertige Funktion und R die Rotationsflache, welche durch die Kurve
v: I —R2t— (r(t),t) erzeugt wird, dann gilt fiir alle ¢,d € T

RN EpyeNEpya=Ke(r(c)) UKq(r(d)),

wobei Euy ... = {(z,9,20) € R3|z,y € R} die Menge aller Punkte mit 2-Koordinate zo ist. Wir wollen
die folgende Frage beantworten.

Frage: Seien hg, dy, 9, Ry feste reelle Zahlen, wobei dy, g und Ry positiv sind. Wann gibt es eine Rotati-
onsminimalfliche R mit OR = Kp,(r0) U Kpytd, (Ro) und unter welchen Bedingungen ist diese eindeutig
bestimmt?

Da die mittlere Kriimmung einer Fliche sich unter euklidischen Bewegungen nicht &ndert, ist klar, dass
ho keinen Einfluss auf die Existenz und Anzahl solcher Rotationsminimalflichen hat.

Ausserdem werden wir sehen, dass die Losung fast nie eindeutig ist. Es ist sogar so schlimm, dass bei
der zufalligen Wahl drei positiver reeller Zahlen dy, g, Ry und eines hg die Wahrscheinlichkeit, dass eine
eindeutig bestimmte Rotationsminimalfliche R mit OR = K}, (1) U Kpy+d, (Ro) existiert, gleich Null ist.
Der nichste Satz beantwortet die soeben gestellte Frage und erkldrt auch, warum die Chance auf eine
eindeutige Losung des Problems so klein ist.

Satz 4.4. Seien R, 1o, dy drei positive reelle Zahlen und hg eine reelle Zahl. Fir r ;== min{rq, Ro} gilt:
i) Es existieren genau zwei Rotationsminimalﬂdchen R1 und Re mit IR, = ORo = Kpy (10)UKhg+ds (Ro),
falls dy < max,¢ (o, )@ (arcosh ( ) + arcosh ( ))
it) Es existiert genau eine Rotatwnsmtmmalﬂache Ro mit ORg = Kpy(r0) U Kpotd, (Ro), falls
do = max,¢(o,r) (arcosh ( o ) + arcosh ( - ))
iti) Es gilt OR # Kpy(ro) U Kpo+d, (Ro) fiir jede Rotationsminimalfliche R, falls
do > max,e(o,r) @ (arcosh (R ) + arcosh ( ))

Beweis. Sei R eine Rotationsminimalfliche. Nach Proposition 4.3 kann man die erzeugende Kurve schrei-
ben als y(t) = (r(t),t), wobei r bis auf Translation durch « cosh ( ) gegeben ist und « eine positive reelle
Zahl ist. Es reicht folglich, alle « zu finden, sodass ein ¢ty € R mit rg = « cosh ( 2 ) und Ry = « cosh (tozdo)
existiert. Durch geeignete Translation von « cosh (é) erhilt man eine Funktion, deren Graph {iber der
zweiten Koordinate eine Rotationsminimalfliche mit den gewiinschten Eigenschaften erzeugt. Wir unter-
scheiden nun zwei Félle:

1. Fall: RO =70

Nehme an, es gibt eine Rotationsminimalfliche mit den gewiinschten Eigenschaften. Nach obiger Vorbe-
merkung gibt es ein ty € R, sodass das Gleichungssystem

{ro = « cosh (%’)

ro = a cosh (—tozdo)

eine Losung besitzt (o ist hier die Unbekannte). Da cosh(z) > 1 fiir alle reellen Zahlen gilt, muss o < 7
sein, damit das Gleichungssystem eine Losung besitzt. Ist dies erfiillt, ist das Gleichungssystem dquivalent
zu

9

tg = T« arcosh (;0)
to = o arcosh (%0) —dp
woraus

dy = +aarcosh ( " ) F avarcosh (:3) (4.5)

folgt. Ist umgekehrt (4.5) erfiillt, sind es auch die beiden Gleichungssysteme. Es reicht also eine Losung
fiir (4.5) zu finden. Da «, dy beide positiv sind, fithren die Falle (+, —), (—, +), (—, —) zu Widerspriichen.
Der einzige noch zu untersuchende Fall ist deshalb dy = 2cvarcosh (). Betrachte die Funktion

F1:(0,70] — R, — 2cvarcosh (%0) ,
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um die Anzahl Losungen zu untersuchen. Fj ist auf (0, rg) differenzierbar und fiir alle o € (0,7¢) gilt

1
Fi /(OZ) =2 (arCOSh (@) + aaz> = 2 | arcosh <@) N
«Q 0 le% 1

Da F; ' stetig ist, hat ;' nach dem Zwischenwertsatz wegen limq\ o F1’(o) = +00 und
limg~,r, F1'() = —00 mindestens eine Nullstelle. Aufgrund von

—To 1 -1 -2« 1
Alay=2|2 L 1 <0
o (2P -1 2 75 ( (2)2 — 1)3

To

ist diese Nullstelle sogar eindeutig und die Funktion F; nimmt an dieser Stelle ihr globales Maximum an.
Lio]

Da der Grenzwert lim,_, T = 0 existiert, gilt nach den Regeln von de L’Hopital
ToX -

lim F;(a) = lim 2a arcosh (T—O)
a—0

a—0 [e%
— 9 lim arcosh(roz)
T—00 x
d
< arcosh(rqgx
=9 lim dz—— > 7Y q (ro)
Tr—r00 E'r
To
— 9 fjm MU0t
L—00 1
— 2 lim 10
=00\ /(rox)? — 1
=0.

Da weiterhin Fi(ro) = 0 gilt, hat (4.5) zwei Losungen, falls dy < maxqc(o,r) F1(c), eine Losung, falls
do = maxqe(0,r) F1(@) und keine, falls dy > max,e(o,r,) F1(@). Nun schréinkt man r auf das Intervall
I := (to,top +dp) ein und durch eine geeignete Translation hat man alle geeigneten Funktionen gefunden.
Damit ist der erste Fall bewiesen.

2. Fall: Ro 7é To

Nehme, wie im ersten Fall, an, es gibt eine Rotationsminimalfliche mit den gewiinschten Eigenschaften.
Nach obiger Vorbemerkung gibt es ein ¢y € R, sodass

{ro = «cosh (%0)

Ry = acosh (t"zd")

oder

{Ro =r(ty) = awcosh ()

ro = r(to + do) = accosh (%)

eine Losung besitzt. Wir konnen ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit Ry > ro annehmen und es
reicht, das erste Gleichungssystem zu untersuchen. Auch hier muss a € (0, 7] sein, damit dies erfiillt sein
kann. Das zu untersuchende Gleichungssystem ist dquivalent zu

)

to = *aarcosh (%")
to = ta arcosh (%) —dp

was gleichbedeutend zu

dp = (:I: arcosh (RO) F arcosh (TO>> (4.6)
e «

ist. Da arcosh positiv und streng monoton steigend ist, fithren die Félle (—, —), (—, +) zu Widerspriichen.
Betrachte nun die Funktionen

R,
Fo:(0,m0] — R,a— « <arcosh <0> + arcosh (TO)>
« «
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und

G : (Oa TO} — Rar—a«a (arcosh <RO> — arcosh (TO))
« «

um die verbleibenden zwei Fille zu untersuchen. Beide Funktionen sind auf (0,r) differenzierbar.
Zuerst zu Fo: Aquivalent zum ersten Fall gilt fiir alle v € (0, 79)

R 1 1
F2'(a) = arcosh (O> + arcosh (T—O) - — :
. - -
Wie auch im ersten Fall hat 7, ' wegen seiner Stetigkeit und lima~ 0 72’ () = +00, lima~ o F2 (o) = —00

eine Nullstelle, die aufgrund von

Ry « 70 «Q

it m (e VETET g (far-r)

Fo H(Oz) = — <0

eindeutig ist. Ausserdem nimmt die Funktion /3 an dieser Stelle ihr globales Maximum an. Also existieren
fiir jedes Element in [F2(r0), maxqe(o,ry) F2()) zwei reelle Zahlen in (0,7¢], die unter F, auf dieses
Element abgebildet werden und fiir jedes Element in (F2(0), Fa(ro)) existiert genau eine Zahl in (0, ro],
die unter F» auf dieses Element abgebildet wird.

Nun zu Gs: Fiir alle a € (0,70) gilt wegen Ry > ro und der Monotonie von arcosh

Ry To 1 1
Go'(a) = arcosh () —arcosh (— ) — +
a (a) \/1_(1%)2 \/1_(%)2
1

1
w—%v+w—%ﬂ

> arcosh (T—O) — arcosh (T—O)
o o

=0.

Also existiert fiir jedes Element in (G2(0), Ga(r0)] genau eine Zahl in (0, o], die unter G, auf dieses Element
abgebildet wird. Genau wie im ersten Fall zeigt man

g}gbfg(a) =0= i1—>mo Ga(w).

Wegen Fz(rg) = roarcosh (f—;’) = Ga(ro) hat (4.6) zwei Losungen falls dy < max,e(o,r) F2()) und

genau eine falls dy = max,e(o,ry) F2(a)). Wie im ersten Fall muss man r(¢) = acosh () nur noch auf
das Intervall (¢o,to+do) einschrinken und geeignet translieren. Damit ist auch der zweite Fall vollstindig
untersucht und das Lemma somit bewiesen. O

5 Tunnelflichen

In diesem Kapitel wollen wir eine neue Klasse von Flichen einfiithren, die den Rotationsflichen zwar
dhnlich sind, aber trotzdem viel mehr Flichen enthalten. Diese neue Familie von Flachen soll ebenfalls
zeigen, dass die Theorie der Minimalflichen eng verbunden ist mit der Theorie der Differentialgleichungen.

5.1 Die partielle Differentialgleichung der Tunnelminimalflichen

Im letzten Kapitel hatten wir Rotationsflichen definiert. Die Idee dabei war, dass man eine Kurve in der
zz-Ebene um die z-Achse rotieren ldsst und die dadurch entstehende Fliche betrachtet. Wenn die Kurve
sich bei der Rotation um die z-Achse ebenfalls verdndert, erhélt man eine weitaus grossere Klasse von
Fléachen.

Definition 5.1. FEine glatte Fliche T C R3 heisst Tunnelfliche, falls ein Intervall I und eine im zweiten
Argument 2m-periodische Funktion

I xR — R3 (t,9) — (r(t,9), h(t,9)),
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mit r(t,9) > 0 fiir alle (t,9) € I x R emistiert, sodass T = o(I x R) gilt, wobei ¢ : [ x R — R durch
o(t,9) = (r(t,9) cos 9, (t,¥) sindd, h(t,9)) (5.1)
gegeben ist. Man nennt v die Familie der erzeugenden Kurven.

Aus notationstechnischen Griinden schreiben wir ab nun r = ry und lassen (¢,9) weg. Weiterhin
definieren wir 7y := 017y, 7, := Oary und analoges fiir 'y, 7, 5.
Unser Ziel ist es wieder, alle Tunnelflichen zu finden, welche zugleich Minimalflichen sind (diese nennen
wir naheliegenderweise Tunnelminimalflichen). Sei T deshalb eine Tunnelminimalfliche. Nach Definition
kénnen wir 7 global durch eine Abbildung der Form wie in (5.1) parametrisieren. Blosses Rechnen liefert:

Opp = (19 cos ¥, 79 sin 9, hﬁ)

81990 = (rycos¥ — rysind, rysind + ry cos v, hy)
= (Fy cos ¥, F'y sin v hﬁ)

2,0 = (75 cos ) — 19 sind, 75 sin g + 79 cos 9, hyy)

chp ((ry —r9)cost — 2rysind, (rj — ry)sind 4 27 cos 9, h;)
Als Gaussabbildung wéhlen wir
u(t,9) = Opp N Dy ,
10ep A Dgep|

wobei
Orp N Oy = (19 cos Y, iy sin ¥, ]:Lﬁ) A (rgcost) —rgsind,rysind + ry cos, hy)
= (?Lghla, sind — Tgilg cost — Tﬁilg sin 19, 7’15,}.7,19 cosY — quilg sind — ’hghls’ COS ’19, 7’197;19)
= (det(Dy) sinv — rohy cosd, — det(D~y) cos ¥ — rohg sin v, rory).
Mit g;; = (Oip, Oj¢) und h;; = <8i2jg0,1/ o ) folgt
g1 =72+ h3
g12 = Ty + hohy
2

92227“1294'7“125,—‘!‘}7115,

fiir die erste und

hiy = 1y Fohg — Fohy
[0:0 A Ogp|
T (mhg — mhﬁ) — iy det(Dvy)
2= 9o 7 a7
s — ) (m - 1"19-) ho + rotohy — 21y det(Dyy)
[0r0 A Dy

fiir die zweite Fundamentalform. Also gilt
(1)) = =(g")(hij)
— 1 922 —912 hi1 hao
det(gi;) \—912 911 hi2  has
_ g22h11 — g12ha2 *
* g11h2e — gi2ha2

fir das Differential der Gaussabbildung im Punkt ¢(-) bzgl. der Basis {d;¢(-), d9¢(:)}. Die Tunnelfliche
T ist genau dann eine Minimalfliche, wenn 0 = H(p) = 3 Spur(dv), fiir alle p € T erfiillt ist. Dies ist
dquivalent zu

g11h22]|0rp A Ol + ga2h11]|Ovp A Os|| = 2g12h12]|0cp A Oge|.
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Setzen wir die berechneten Werte der ersten und zweiten Fundamentalform ein, so folgt
(7"129 + h%) (m (rg —ry) heo + rorTohg —2r; det(D'yg)) +rg (15 + 7‘129 + hg) (7'“197119 - f,g/.z,,g)
=2 (iory + hahy) (ro (7ohy = 7gho ) = 79 det(Dyy) )
Termumformung liefert die folgende Proposition.
Proposition 5.2. Eine Tunnelfliche T ist genau dann eine Tunnelminimalfliche, wenn die Gleichung
ro (734 03) ((ro = rg) o+ 7ohy) + (13 + 73+ 13) (Voo — 7ok ))
=21y (ory + hohy ) (Fohy = 5ho ) = 2ahohy det(D),
auf ganz I x R erfiillt ist. Dabei bezeichnet vy : [ x R — R3, (t,9) — (r9(t,9), ho(t,9)) die Familie
der erzeugenden Kurven von T .

Dass diese partielle Differentialgleichung dusserst kompliziert zu 16sen ist, liegt auf der Hand. Aufgrund
der extremen Nichtlinearitdt der Gleichung wiirde es uns sehr wahrscheinlich auch mit fortgeschrittenen
Techniken nicht gelingen, eine allgemeine Losung zu bestimmen. Wir wihlen deshalb einen naheliegenden
Ansatz.

5.2 FErraten von Losungen

Wir haben im Abschnitt 4.3 gesehen, dass die erzeugende Kurve einer Minimalfliche (bis auf Umpara-
metrisierung und Translaton) durch den Graphen {iber der zweiten Koordinate einer Funktion
r(t) = acosh ( ),Wobei « positiv ist, gegeben ist. Wir wihlen also den Ansatz

(ro(t,9), ho(t,9)) = (a(z?) cosh (To(i;;;l) ) ,t) ,

wobei () > 0 fiir alle reellen ¥ gilt und 7(¢,9) = t + f(¥) fiir ein festes ¥ eine Translation ist. Wir
nehmen nun weiterhin an, dass man 7y auf ganz R? definieren kann und dass 7 = ¢(R?) gilt. Aus

notationstechnischen Griinden schreiben wir fiir ry(¢,9) = a(1) cosh (Téff))) lediglich noch

ry = acosh (Z). Durch blosses Rechnen erhalten wir:

19 = sinh (Z)
«
T\ fa—rT1a

ry = & cosh (g) + asinh (a) o2
) , .

. a . T
Ty = — sinh (E
_fa—Td o (1)
«
ry = icosh (T) + afe =74 G, (L)
« « [0

+

Fot Fa— fé— rdda — (fa— ra)a | - for — T6r)2 -
(fa+ fa—fa aza)a (fo a)asmh<a)+w005h(a>

= (d + W) cosh (g) + @%msinh (%)

Durch Einsetzen von (ry(t,19), hy(t,9)) = (ry(t,9),t) in die in Proposition 5.1 gegebene Gleichung folgt,
dass 7 genau dann eine Tunnelminimalfliche ist, wenn

(7"129 + 1) (ry — ’1"1'9') . (7“129 + 7’129)?:19 = 2797147, (5.2)
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auf ganz R? erfiillt ist. Einsetzen von (—f(s), s) fiir ein beliebiges s liefert

) als) +6%(s)

a(s) a(s) =0

a(s) — a(s)

Dies ist, dquivalent zu

d(e) = TG

a(s)
woraus, da s beliebig war, folgt, dass die Funktion « konkav ist. Weiterhin ist « nach Vorraussetzung
2m-periodisch. Dies kann jedoch nur eintreten, wenn « konstant. Setzen wir dies in (5.2) ein folgt, dass f
ebenfalls konstant ist. Damit haben wir folgendes Korollar bewiesen.

Korollar 5.3. Sei T eine Tunnelfliche, die durch eine Familie von Kurven der Form

v :R? — R?, (t,9) — <a(19) cosh (W) ,t)

erzeugt wird, wobei «, f : R — R 2mw-periodische, differenzierbare Funktionen sind und o nur positive
Werte annimt. Falls T eine Minimalfidche ist, ist T sogar eine Rotationsminimalfiiche.

Auch mit einem verniinftig scheinenden Ansatz erhalten wir also nur bereits bekannte Losungen. Sogar
wenn wir einen nicht so spezifischen Ansatz wihlen und fiir ein festes ¢ die Kurve vy als Graph wéhlen
ist die noch zu l6sende partielle Differentialgleichung (5.2) dusserst unhandlich. Deshalb beenden wir an
diesem Punkt unsere Untersuchung der Tunnelminimalflichen.
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Anhang

A Mathematische Grundlagen

Fiir den Leser, der beim Lesen der Arbeit iiber unbekannte Terminologie stolpert, sind hier die grundle-
gensten Begriffe und Resultate der mehrdimensionalen Differentialrechnung und der Differentialgeometrie
von Kurven und Flédchen aufgefiihrt. Da diese so grundlegend sind, sind sie in jedem Einfiihrungswerk zu
finden. Wer Genaueres nachlesen méchte, konsultiere [Tretter, 2012] fiir analytische und [do Carmo, 1998]
fiir differentialgeometrische Auskunft.

A.1 Differentialrechnung

Definition A.1. Sei U C R" eine offene Teilmenge des R™ und p € U. Eine Abbildung f : U — R™
heisst differenzierbar im Punkt p, falls dort eine Dreigliedentwicklung

flo+h)=f(p)+ (Df)p(h) + R(p, ) (A.1)

existiert. Dabei ist die Abbildung (Df), linear in h und R relativ klein in h, d.h. fir jedes € > O existiert
ein & > 0, sodass fir alle h € R™ mit ||h|| < gilt: |R(p, h)|| < e||h||. (Df), heisst das Differential von f
in p und R heisst der Rest.

Eine Abbildung heisst differenzierbar, falls sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs differenzierbar ist.

Ist eine Abbildung f : U C R™ — R™ differenzierbar im Punkt p, so gilt fiir jedes v € R™

_ flp+tv) = f(p)
(Df)p(v) = lim =i,

Speziell fiir v = e;:
of
8xi

. flp+te)— f(p
(1) 1= 0uf(p) 1= (Df), (o) = lim LT =T

—0 t
% (p) nennt man die i-te partielle Ableitung von f in p. Falls f differenzierbar ist, kann man die partiellen
Ableitung mit dem angegebenen Grenzwert berechnen. Aus der Existenz des Grenzwertes folgt jedoch
nicht die Differenzierbarkeit. Betrachte dazu die Funktion

0 fall ,y) = (0,0
f:RZHR, f($7y): 0y a. s(ﬂc y) ( )
2Ty sonst
Fiir jedes (v, v2) € R? gilt
- f(t) — f(0) _
}LI;% t - f(U].;UQ)'

Also ist f nicht differenzierbar im Nullpunkt, denn sonst wire f eine lineare Abbildung, was offensichtlich
nicht der Fall ist. Es gibt aber dennoch ein Resultat, welches ein einfaches Kriterium liefert, um zu
iiberpfriifen, ob eine Abbildung differenzierbar ist.

Proposition A.2. Sei U C R" eine offene Teilmenge des R™, p € U und f : U — R eine Abbildung,
sodass fir jedes i € {1,...,n} die Grenzwerte

lim flq+te) — flq)
t—0 t

ezistieren und stetig sind in p. Dann ist [ differenzierbar in p und es gilt

ox; t—0 t

Wir wollen nun kurz auf den sogennanten Gradienten eingehen:
Sei L : R™ — R eine lineare Abbildung. Dann existiert ein Vektor a € R™, sodass fiir alle v € R"”

L(v) = (a,v)
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gilt, wobei (-, -) das Standardskalarprodukt bezeichnet. Schreibe, um dies einzusehen, v als v = Z?:l Vi€,
wobei e; = (0,...,0,1,0,...,0) der Vektor mit einer 1 im i-ten Eintrag ist. Dann ist

=L (i%ﬁ) Zv, €;) = ZL €;)e;).
i=1

Betrachte nun Abbildungen f : U C R™ — R, die in einem Punkt p € U differenzierbar sind. Da das
Differntial (Df), : R" — R linear ist, existiert ein Vektor V f(p) € R", sodass

(Df)p(h) = (Vf(p), h)

fiir alle h € R™ gilt. Der Vektor V f(p) heisst der Gradient von f in p. Aus der soeben durchgefiihrten
Rechnung ist ersichtlich, dass sich dieser schreiben ldsst als

Ist nun f: U C R™ = R™, f(p) = > p—, fx(p)ex eine im Punkt p € U differenzierbare Abbildung, dann
gilt, wenn Jy(p) = (@ij)1<i,j<n die Matrix des Differentials von f in p bzgl. der Standardbasis ist,

Ofi

(%%] <e7,7 (Df eza Z ka e] ek (Dfl)p(ej) = %(p)a
k=1 J
also
) ... S(p)
Jr(p) = : . :
Yen(p) ... S=(p)

Auch wenn g—i(p) eigentlich nur fiir reellwertige Abbildungen definiert ist, benutzt man fiir Abbildun-

gen f: U CR"™ = R™, f(p) = > 1, fu(p)ex ebenfalls die Notation g—fi(p) = 0;f(p) und meint damit
(Df)p(e )= Zk 1 3?‘( )ek-

Das néchste Lemma besagt, dass das Differential einer Komposition der Komposition der Differentiale
entspricht.

Lemma A.3. Seien U C R", V. C R™ offene Teilmengen und f : U — R™, g : V. — R* mit
FU)C V. Ist f inp und g in f(p) differenzierbar, dann ist go f : U — R¥ in p differenzierbar und es
gilt
(D(gof))p = (Dg)swp) o (Df)p, (A.2)
d.h. fiir jedes h € R™ gilt
(D(g o f))p(h) = (Dg) p) (Df)p(h))-

Eine direkte Anwendung ist folgendes Korollar.

Korollar A.4. Ist g : R® — R™ g(p) = Z?Zl gj(p)ej in p und f: R™ — R in g(p) differenzierbar,
dann ist f o g differenzierbar in p und es gilt

W2y - > S0 5 o) (A3

Die folgenden zwei Sétze gehdren zu den tieferen Resultate, die ein Mathematikstudent in seinem
ersten Jahr kennenlernt. Der zweite Satz ist dabei nur ein Spezialfall eines sehr tiefen Resultates. In
beiden S&tzen sei k eine positive ganze Zahl.

Satz A.5. (Umkehrsatz)
Sei f: U C R" — R" eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung und p € U mit det(Df), # 0.
Dann existieren Umgebungen U’ von p und V von f(p) und eine k-mal stetig differenzierbare Funktion

g:V — R" mit
go flur =1Idy
fog=Idy.
Weiterhin gult
(Dg)q = (Df)q(q
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Die Bedeutung des Umkehrsatzes ist, dass man eine stetig differenzierbare Abbildung in einem Punkt,
indem das Differential ein Isomorphismus (eine bijektive lineare Abbildung) ist, lokal umkehren kann.

Satz A.6. (Spezielle Version des impliziten Funktionensatzes)
Sei f: U C R" = R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und p € U mit ;T{z(p) # 0. Dann
existieren eine offene Umgebungen W von f(p), eine offene Umgebung V von p, wobei p durch
p= (P, pn) € R® = R""1 xR gegeben ist, und eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung g : V xW — R
mit

f(@,9(qw)) =w

fir alle (q,w) € V x W,

Eine genaue Kenntnis von V und W benétigt man fast nie, da man sich meistens nur fiir den Punkt p
selbst interessiert. Die Kernaussage dieses Satzes ist, dass wenn eine partielle Ableitung in einem Punkt
nicht verschwindet, man das Urbild des Funktionswertes lokal als Graph darstellen kann.

Wir méchten nun noch einen Spezialfall eines allgemeineren Resultates fiir gewdhnliche Differentialglei-
chungen auffithren.

Proposition A.7. Sei A : R™ — R" eine lineare Abbildung. Dann ist fiir jedes p € R™ die eindeutige
Lésung der Differentialgleichung
V() = Ay(t), v(0) =p
gegeben durch
() = e*p,

wobei et = Id+ Y 27, %Ak.

Bei den Resultaten, die wir nun kennenglernt haben, ist oft mehr als lediglich Differenzierbarkeit
verlangt. Im Hauptteil der Arbeit ist dies irrelevant, da wir mit dem Wort differenzierbar stets unendlich
oft differenzierbar im {iiblichen Sinne meinen.

A.2 Ebene Kurven

Wir gehen nun kurz auf die wichtigsten Begriffe der Differentialgeometrie von ebenen Kurven ein. Dies
ist die Grundlage fiir das Kapitel Die isoperimetrische Ungleichung in der Ebene.

Definition A.8. Fine parametrisierte Kurve ist eine differenzierbare Abbildung o« : I — R™, wobei
I C R ein offenes Intervall ist. Das Bild o(I) nennt man die Spur der Kurve und bezeichnet es mit

Spur(a).

Wir werden das Wort parametrisiert ab nun weglassen und lediglich von Kurven sprechen.
o/ (t) = >0 ak(t)e;, wobei at) = D1 | «;(t)e;, nennt man den Tangentialvektor von « in ¢. Ist
a: I — R?, so nennt man « eine ebene Kurve.

Wir fiithren nun zwei Sprechweisen ein.

Definition A.9. FEine Kurve o : I — R™ heisst reqular, falls der Tangentialvektor nirgends verschwin-
det, d.h. falls o/ (t) # 0 fir alle t € T gilt.

Definition A.10. Eine Kurve o : I — R™ heisst nach Bogenlinge parametrisiert, falls die Linge des
Tangentialvektors iberall eins ist, d.h. falls |o/(t)|| =1 fir alle t € I gilt.

Ein Resultat, welches diese beiden Begriffe verbindet ist das folgende Lemma.

Lemma A.11. Jede regulire Kurve kann nach Bogenlinge parametrisiert werden, d.h. ist o : I — R™
requldr, dann ezistiert ein Diffeomorphismus o : J — I, sodass a« oo : J — R™ nach Bogenlinge
parametrisiert ist.

Von nun an betrachten wir nur noch nach Bogenldnge parametrisierte Kurven in der Ebene. Sei also
a(t) = (x(t),y(t)) eine nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve. Der Vektor (—y/(t), 2(t)) entsteht, indem
man «'(t) um % im Gegenuhrezigersinn dreht. Da dieser senkrecht auf o/(¢) steht, nennt man ihn auch
den Normalenvektor von « in ¢ und bezeichnet ihn mit v, (t).

Nach Voraussetzung ist a nach Bogenlinge parametrisert, d.h. fir jedes ¢ gilt

2 () +y (1) =1
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Leitet man beide Seiten nach ¢ ab, so folgt
2(a(t), &' (t)) = 22/ ()" (t) + 2y (t)y" (¢t) = 0.
Da o (t) und v, (t) beide senkrecht auf o'(t) stehen, existiert fiir jedes t eine Zahl x,,(t) mit
(t) = ka(t)va(t),

oder was dquivalent dazu ist:
Ka(t) = (" (t),va(t))
Die Zahl k4 (t) nennt man die Kriimmung der Kurve « bei ¢.
Wir wollen noch eine kleine Rechung anfiigen, bei der man einen Trick verwendet, den man ab und zu
bei der Differentialgeometrie von Kurven und Flichen anwenden kann. Nach Defintion von v, (t) gilt fiir
jedes t
0= (va(t), o'(t)).

Leiten wir auf beiden Seiten nach ¢ ab, so folgt:
0= (o (), &'(t)) + (va(t), " (1)
Nach der Defintion der Kriimmung gilt folglich
vl (t) = —ka(t)d(t).

Es gibt ein sehr schones Resultat, welches die ebene Kriimmung von einfach geschlossene Kurven betrifft.
Dieses verwenden wir um die Eindeutigkeit in Satz 1.1 zu zeigen.

Satz A.12. Sei o : [a,b] — R? eine einfach geschlossene, nach Bogenlinge parametrisierte Kurve und
Ko dessen Krimmung. Dann gilt

/ ’ Ka(t)dt = +2r, (A.4)

wobei + bzw. — eintritt, wenn a seine Spur im Gegenuhrzeigersinn bzw. im Uhrzeigersinn durchlauft.

A.3 Glatte Fliachen

Kommen wir direkt zur Definition einer glatten Flache.

Definition A.13. Eine Menge S C R® heisst glatte Fliche, falls fiir jeden Punkt p € S eine lokale
Parametrisierung existiert, d.h. es existieren eine offene Menge U C R?, eine offene Umgebung V von p
und eine differenzierbare Abbildung o : U — R® mit folgenden Eigenschaften:
i) ¢o: U — VNS ist bijektiv.
ii) o : U — VNS ist ein Diffeomorphismus, d.h. es existieren eine offene Menge W C R3 mit
VNS CW und eine differenzierbare Abbildung F : W — R2, sodass o~ der Einschrinkung von
F auf VNS entspricht.
iii) @ ist eine Immersion, d.h. fir jedes q € U ist das Differential (dy), injektiv.
FEin Paar (p,o,U, V) heisst lokale Parametrisierung oder lokales Koordinatensystem in p.

Im Gegensatz zu Kurven definiert man eine glatte Fliiche also als eine Teilmenge des R® und nicht
als eine Abbildung. Dafiir gibt es verschieden Griinde, auf die wir hier nicht eingehen.
Um spéter Begriffe wie die Krimmung einer Fliche einfiihren zu kénnen, miissen wir definieren, was wir
unter einer differenzierbaren Funktion auf einer glatten Fléche verstehen.

Definition A.14. Sei S C R? eine glatte Fliche und p € S. Eine Funktion f : S — R heisst differen-
zierbar in p, falls eine offene Umgebung W C R? von p und eine differenzierbare Abbildung F: W — R
ezistieren, sodass f und F auf W NS dbereinstimmen. Die Funktion f : S — R heisst differenzierbar,
wenn f in jedem Punkt von S differenzierbar ist.

Manchmal kann man diese Bedingung nicht gut tiberpriifen. Die folgende Proposition gibt jedoch
Auskunft dariiber, wie man dies in gewissen Féllen einfacher machen kann.

Proposition A.15. Sei S C R? eine glatte Fliche und p € S. Eine Funktion f : S — R ist genau dann
differenzierbar in p, wenn fir eine (und damit jede) lokale Parametrisierung ¢ von p die Komposition
fop:U CR? =R differenzierbar ist in ¢~ (p).
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Damit haben wir den Begriff einer differenzierbaren Abbildung auf einer glatten Fliche nur fiir re-
ellwertige Funktionen definiert. Man kann dies aber ganz einfach auf einen Differenzierbarkeitsbegriff
zwischen glatten Flachen ausweiten:

Sind S, S C R? glatte Flichen, p € Sund f: S — S, f(p) = (f1(p), f2(p), f3(p)) eine Abbildung zwi-
schen diesen Flachen. Dann heisst f differenzierbar in p, falls fi, fo und f3 in p differenzierbar sind.
Natiirlich m6chte man auch vom Differential einer differenzierbaren Abbildung sprechen. Dafiir ben6tigen
wir die Definition der Tangentialebene.

Definition A.16. Sei S C R3 eine glatte Fliche und p € S. Ein Vektor v € R? heisst Tangentialvektor
an S in p, falls eine parametrisierte Kurve o : (—¢,e) — R3 mit «(0) = p und o/ (0) = v emistiert. Die
Menge aller Tangentialvektoren an S in p wird mit 1,5 bezeichnet und heisst die Tangentialebene an S
m p.

Auch wenn man sich die Tangentialebene 7,S vorstellt als eine Ebene, welche S in p beriihrt, ist
es wichtig sich bewusst zu sein, dass 7,5 durch den Ursprung geht. Zum Beispiel gilt Tp52 = (Rp)*,
wobei S% = {p € R3|||p|| = 1}. Es ist nicht schwer einzusehen, dass wenn ¢ : U — V N S eine lokale
Parametrisierung von p ist, dann 7,5 = (dg),-1(,)(R?) gilt, d.h. {d1¢(u), 20(u)} ist eine Basis von
TowSs:

Sei nun f : S — S eine differenzierbare Abbildung, p € S, v € TS und «a : (—¢,6) — R? eine
parametrisierte Kurve mit «(0) = p und o/(0) = v. Man definiert das Differential von f in p als

(df)p(v) == (f 0 @) (0) € Ty(»)S.

Es zeigt sich, dass diese Definition nicht von der gew#hlten Kurve « abhingt. Mit dem Differential
haben wir fast alles, um die Kriimmung auf einer Fliche zu definieren. Davor aber erst noch die folgende
Definition.

Definition A.17. Eine glatte Fliche S C R? heisst orientierbar, falls ein differenzierbares Einheitsnor-
malenvektorfeld auf S existiert, d.h. falls eine differenzierbare Abbildung v : S — S? existiert, sodass
fiir alle p € S gilt:

i) vl =1

ii) v(p) L T,S
S heisst orientiert, falls S mit einem differenzierbaren FEinheitsnormalenvektorfeld ausgestattet ist. Die
Abbildung v : S — S? wird Gaussabbildung genannt.

Es ist klar, dass falls eine glatte Fliche orientierbar ist, genau zwei differenzierbare Einheitsnorma-
lenvektorfelder auf dieser glatten Fléche existieren und diese durch Spiegelung auseinander hervorgehen.
Da T,5% = (Rq)* fiir jedes ¢ € S? gilt, folgt

TPS = (]R;/(p))J- = 1y(p)s2,

d.h. (dv), : T,8 — T,)s2 = TS ist eine lineare Abbildung von einem Vektorraum auf sich selbst.
Deswegen macht es Sinn von der Determinante, der Spur, Eigenvektoren etc. zu sprechen. Dies ist alles
was wir brauchen, um die Kriimmung einer Fliche zu definieren.

Definition A.18. Sei S C R3 eine orientierte, glatte Fliche, p € S und v : S — S? die Gaussabbildung.
Dann heisst

i) K(p) := det(dv), die Gausskrimmung von S in p.

it) H(p) := % Spur(dv), die mittlere Kriimmung von S in p.

Es ist leicht einzusehen, dass die Definition der Gausskriimmung nicht von der Wahl des Einheitsnor-
malenvektorfeldes abhingt. Wechselt man jedoch die Wahl des Einheitsnormalenvektorfeldes, so wechselt
die mittlere Kriimmung ihr Vorzeichen.

Man nennt einen Punkt p € S elliptisch falls K(p) > 0, hyperbolisch falls K(p) < 0 und parabolisch falls
K(p) = 0. Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dass jede kompakte Flache mindestens einen elliptischen
Punkt besitzt.

Um auf glatten Flachen zu rechnen, sind die sogenannten Fundamentalformen von grosser Bedeutung.

Definition A.19. Sei S C R? eine glatte Fliche und p € S. Die Abbildung
I, : T,S xT,S — R, (v,w) —> (v, w)

heisst die erste Fundamentalform in p.
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Fiir eine lokale Parametrisierung ¢ : U — V NS definiert man

9ij(u) := (Oip(u), 0j(u)),
wobei 4,7 € {1,2}. Die Matrix der ersten Fundamentalform in ¢(u) bzgl. der Basis {91p(u), a¢p(u)} ist
dann (gi;(u))1<i,j<o-

Definition A.20. Sei S C R3 eine orientierte, glatte Fliche, p € S und v : S — S? die Gaussabbildung.
Die Abbildung
II,: T,8 x T, — R, (v,w) — —(v, (dv),(w))

heisst die zweite Fundamentalform in p.

Genau wie bei der ersten Fundamentalform definiert man fiir eine lokale Parametrisierung
p:U—=VNS

hij(w) = = (Oip(w), (dv) () (95 0(w))) = (D5 0(w), v(p(u)),

wobei wir bei der zweiten Gleichheit den gleichen Trick verwendet haben, wie bei der Berechnung
von v/ (t). Die Matrix der ersten Fundamentalform in ¢(u) bzgl. der Basis {O1¢(u), d2¢0(u)} ist dann
(hij(u))i<ij<2. Ist ({;;(u))1<s j<2 die Matrix von (dv), bzgl. der Basis {01¢(u), 2¢(u)}, so gilt

(hij)iz = —(9i5)i5 Lij)ig)
was aquivalent ist zu

(Lij)is = —(9ij)i;" (hig)ij-
Also haben wir folgende Formel fiir die Berechnung der Gausskriimmung hergeleitet;:
_ hu(u)hgg(u) — h12(u)2

911(u)g22(u) — g12(u)?

K(p(u))

Wir wollen nun noch eine letzte Tatsache anmerken. Es gibt ein Resultat in der linearen Algebra, einem
Teilgebiet der Mathematik, das besagt, dass fiir jede symmetrische lineare Abbildung eine orthonormal-
basis Basis aus Eigenvektoren besteht. Da das Differential der Gaussabbildung symmetrisch ist, existieren
deshalb wy (p), wa(p) € TS mit

(dv)p(wi(p)) = Ki(p)wi(p).

k1(p) und ka2(p) heissen Hauptkrimmungsrichtungen in p. Fir diese gilt
K(p) = k1(p)ra2(p)

und

_ k1(p) + K2(p)
H(?)—%-

Damit haben wir alle Begriffe und Resultate, die man kennen muss, um der vorliegenden Arbeit folgen
zu kénnen, besprochen.
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