
Change Ringing,
die englische Art,
Gruppen zu läuten
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By the campanologist, the playing of tunes is considered
to be a childish game; the proper use of bells is to work
out mathematical permutations and combinations.

Dorothy L. Sayers, The Nine Tailors, 1934
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Die Permutationen von Plain Hunt

1 2 3 4 5 6 7 8

ρ = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8)

2 1 4 3 6 5 8 7

τ = (2 3)(4 5)(6 7)

2 4 1 6 3 8 5 7

ρ

. . .
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Plain Course of Plain Hunt on 8
1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 4 3 6 5 8 7
2 4 1 6 3 8 5 7
4 2 6 1 8 3 7 5
4 6 2 8 1 7 3 5
6 4 8 2 7 1 5 3
6 8 4 7 2 5 1 3
8 6 7 4 5 2 3 1
8 7 6 5 4 3 2 1
7 8 5 6 3 4 1 2
7 5 8 3 6 1 4 2
5 7 3 8 1 6 2 4
5 3 7 1 8 2 6 4
3 5 1 7 2 8 4 6
3 1 5 2 7 4 8 6
1 3 2 5 4 7 6 8
1 2 3 4 5 6 7 8
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Lead-End Plain Hunt

1 3 2 5 4 7 6 8

τ = (2 3)(4 5)(6 7)

1 2 3 4 5 6 7 8

5 3 7 1 8 2 6 4
3 5 1 7 2 8 4 6
3 1 5 2 7 4 8 6
1 3 2 5 4 7 6 8
1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 4 3 6 5 8 7
2 4 1 6 3 8 5 7
4 2 6 1 8 3 7 5

Lead-End Plain Bob

1 3 2 5 4 7 6 8

π = (3 4)(5 6)(7 8)

1 3 5 2 7 4 8 6

5 3 7 1 8 2 6 4
3 5 1 7 2 8 4 6
3 1 5 2 7 4 8 6
1 3 2 5 4 7 6 8
1 3 5 2 7 4 8 6
3 1 2 5 4 7 6 8
3 2 1 4 5 6 7 8
2 3 4 1 6 5 8 7
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Die Permutationen

ρ = (1 2)(3 4)(5 6) und τ = (2 3)(4 5)

sind Elemente von S6 mit

ρ2 = τ2 = ι .

Die von ρ und τ erzeugte Gruppe

H := 〈ρ, τ〉 = {ρ, τ, ρ τ, τρ, ρ τρ, . . .}

ist eine Untergruppe von S6 der Ordnung 12.
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1. Lead: Beginnt mit 1 2 3 4 5 6, alle Elemente aus H
werden geläutet.

2. Lead: Beginnt mit 1 3 5 2 6 4, alle Elemente aus der
Nebenklasse aH werden geläutet, wobei

a = (2 4 6 5 3) .

3. Lead: Beginnt mit 1 5 6 3 4 2, die Nebenklasse a2H
wird geläutet.

4. Lead: Die Nebenklasse a3H wird geläutet.

5. Lead: Die Nebenklasse a4H wird geläutet, welche mit
Rounds endet.

Insbesondere führt PPPPP zu Rounds.
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S6 hat 720 Elemente; in S6 gibt es also 720 : 12 = 60
Nebenklassen von H.

Wie erreichen wir die anderen Nebenklassen?

Plain Lead-End

1 3 2 5 4 6

π = (3 4)(5 6)

1 3 5 2 6 4

3 1 5 2 6 4
1 3 2 5 4 6
1 3 5 2 6 4
3 1 2 5 4 6

Bob Lead-End

1 3 2 5 4 6

β = (2 3)(5 6)

1 2 3 5 6 4

3 1 5 2 6 4
1 3 2 5 4 6
1 2 3 5 6 4
2 1 5 3 4 6
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Starten wir mit Rounds, so beginnt, nach einem Bob, der
2. Lead mit

1 2 3 5 6 4

und somit werden im 2. Lead alle Elemente aus der
Nebenklasse bH geläutet, wobei

b = (4 6 5) .

Da b die Ordnung 3 hat führt BBB zu Rounds.

Lässt sich mit Plain & Bob die ganze Gruppe S6 läuten?

Nein: Sowohl π = (3 4)(5 6) wie auch β = (2 3)(5 6) sind
gerade Permutationen. Damit ist sowohl die letzte wie auch
die erste Permutation eines Leads immer gerade.
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Single Lead-End

1 3 2 5 4 6

σ = (5 6)

1 3 2 5 6 4

3 1 5 2 6 4
1 3 2 5 4 6
1 3 2 5 6 4
3 1 5 2 4 6

Starten wir mit Rounds, so
beginnt, nach einem Single,
der 2. Lead mit

1 3 2 5 6 4

und somit werden im 2. Lead
alle Elemente aus der Neben-
klasse cH geläutet, wobei

c = (2 3)(4 6 5) .

Weil b = (4 6 5), ist c b c = ι, d.h. SBS führt zu Rounds.

Mit Plain-, Bob-, und Single-Ends lässt sich S6 läuten.
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S4 ist isomorph zur Würfelgruppe.

Vollständiger Ringing-Cayley-Graph von S4:

(12)(34) = A
(23) = B
(34) = C
(12) = D
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Ringing-Cayley-Graph einiger Methoden:

Plain Bob

Reverse Bob

Double Bob
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Ringing-Cayley-Graph weiterer Methoden:

(12)(34) = A
(23) = B
(34) = C
(12) = D

Single Court Double Court

Reverse St. NicholasSt. Nicholas

Reverse Court

Canterbury Double Canterbury

Reverse
Canterbury
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Plain Hunt on 5 (mit Cover Bell)

1 2 3 4 5 6

ρ = (1 2)(3 4)

2 1 4 3 5 6

τ = (2 3)(4 5)

2 4 1 5 3 6

ρ

. . .
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I Grandsire Doubles ist im Wesentlichen Plain Hunt on 5.

I Ausnahme: In jedem Lead wird die erste Permutation
ρ = (1 2)(3 4) durch ρ̄ = (1 2)(4 5) ersetzt.

I K := {ρ̄, ρ̄ τ, ρ̄ τρ, ρ̄ τρ τ, . . .} ist keine Untergruppe
von S5.

I Starten wir mit Rounds, so werden nacheinander die
Elemente aus K , aK , a2K geläutet mit

a = (3 4 5) .

I Bob: Die letzte Permuation ρ wird durch ρ̄ ersetzt.

I Starten wir mit Rounds, so werden mit lauter Bobs
nacheinander die Elemente aus K und bK geläutet mit

b = (2 4)(3 5) .
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Mit einer Kombination von
Plain-Ends und Bob-Ends
lassen sich alle 60 Permuta-
tionen von A5 läuten; zum
Beispiel mit PBPBPB.
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Ist es möglich mit einer Kombination von Plain-Ends und
Bob-Ends mit Grandsire Triples alle 5040 Permutationen
von S7 zu läuten?
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